Lycée Bellevue — Toulouse 16 octobre 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir Surveillé n°2 J

Exercice. (10 points)

1. (a) (1 point) Les premiéres lignes du triangle de Pascal sont :

K 0 1 2 3 4 ) 6
n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
D 1 D 10 10 5
6 1 6 15 20 15 6 1

On calcule S,, en additionnant les termes en gras sur la ligne n. On obtient :

S():Sl:SQ:Sg:l 54:2 S5:6 56:16

(b) (1 point) Par définition de S,, :  Sy; = <101) i (141> i (181>

Ensuite par définition des coefficients binomiaux :

_ o1 N 11! N 11!
011! 4l o813l

Sll

On calcule :

11x10x9x8 11 x10x9
4x3x2 + 3x2

=14+11x10x3+11 x5x3=14+330+ 165

511:1+

Donc finalement

S11 =496

2. (2 points) Soit n € IN* fixé. On peut écrire :

A= >}y

k=0

En appliquant la formule du bindme de Newton on obtient :

Ay = (1+3™)"
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Sim =0 alors i = 1 donc A, o = 2".

Sim =1 alors i™ =i donc A, ; = (14 0)™.

On écrit le complexe 1 + i sous forme exponentielle. On obtient 1 + i = v/2¢’. Ceci
donne :

Aoy = (141" = (VIyreind

Sim = 2 alors > = —1 donc A, 5 = (1 —1)" = 0. Le calcul de 0" est valable car n est
supposé non-nul.
Sim = 3 alors i™ = —i donc A, 3 = (1 —4)".

Comme 1 — i = v/2¢7'7 alors Az = (\/ﬁ)ne—ing.

On a donc obtenu :

nm n - N
4

n o
An,O = 2" Anl =22¢

)

3. (a) (1,5 points) Soit k € IN fixé. On remarque que pour tout m € N : " =
La suite (i*™),,ew est donc géométrique de raison i*.

Si k est un multiple de 4 alors cette raison est égale a 1 et donc :

3 3

Yo =3"1=4
m=0

m=0
Si k n’est pas multiple de 4 alors la raison i* n’est pas égale & 1 et donc en utilisant

la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique on obtient :

iikm _ 1- (ik)4
1 — gk

m=0

3
Or (iF)* =i = (i)™ =1donc: » i*™ =0
m=0

Finalement on a démontré que

4 si k est multiple de 4

0 sinon.

3
Vk e N St = {
m=0

(b) (1,5 points) Par définition de A,, ,, :
3 y 5.\
Il s’agit d’'une somme rectangulaire. On peut écrire :

S-S5 (-5 ()5

m=0 k=0 m=0 k=0 m=0
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3
D’apres la question précédente, la somme intérieure szm est nulle si k£ n’est pas

m=0
multiple de 4, et égale a 4 sinon, donc :

> = 3 4()

m=0 0<k<n
k multiple de 4

Or S,, est précisément la somme des (Z) tels que k£ est multiple de 4, donc par
linéarité on obtient bien :

3

> Ap =45,

m=0

4. (a) (2 points) La formule que nous venons de démontrer donne :

1
Sn = Z(An,ﬂ + An,l + An,2 + An,3)
Grace a la question 2 on en déduit :

Sp = 111(271 + (\/5)"61% + (\/ﬁ)neﬂ'%>

On sait que € + e = 2cos pour tout § € R, ce qui donne :

1 n
Vn € IN* S":Z<2n+2\/§ cos%r)

On peut éventuellement simplifier cette formule en :

S, =2""% 4+ 2" cos %T

(b) (1 point) Si n = 11 alors :

117 B

Sy =27 + 242 cos 29 — 9% — 512 — 16 = 496

On retrouve bien la valeur obtenue plus tot.

page 3/9



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°2

Probléme. (25 points)
Partie A. (10 points)

1. (a) (1 point) La fonction cosinus est définie sur R et ses valeurs sont dans 'intervalle
[—1,1]. On en déduit :
Vo e [—1,1] —1<cos®zr <1 puis 0<1—cos®z <2

La fonction f est donc définie sur R.

(b) (1 point) La fonction f est 2w-périodique. En effet son ensemble de définition est
stable par addition de 27 et :

Ve eR  f(z+27) = /1 —cos3(z+27) = V1 —cosdz = f()

On peut donc restreindre 'étude de f a l'intervalle [—m, 7] puisque celui-ci est de
longueur 27. On obtiendra le reste de la courbe par translations successives de
vecteur 27i.

De plus la fonction f est paire. En effet son ensemble de définition est symétrique
par rapport a 0 et :

Vr e R f(=z) = /1 —cos3(—z) = V1 — cos®x = f(x)

On peut donc restreindre son étude a l'intervalle [0, 7], on obtiendra le reste de la
courbe par symétrie par rapport a I’axe des ordonnées.
1—cosz 1
2. (a) (1 point) On sait que : lin% —z =5
T— T
Pour démontrer ceci on écrit :

1 —cosz 1 —cos®zx B (sinm)2 1

22 22(1 +cosm) x /] 1+cosz
On sait que :

. sinzx ) 1 1

lim =1 et lm —m— = -

50 1 =01 +cosx 2

La seconde n’est pas indéterminée, la premiere peut étre retrouvée grace a la dé-
rivabilité de la fonction sinus : celle-ci est dérivable de dérivée la fonction cosinus
donc par définition :

sinx — sin0

. _ . ! _ _
JIC%W—Sln(O) =cos0 =1

Finalement par produit on obtient :

1—
limcosleim<

z—0 1‘2 z—0

sinx>2 1 1
1+ cosx 2

X
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(b) (2 points) La formule a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?) donne :
1 —cos®z = (1 — cos)(1 + cosz + cos? x)

Pour tout z strictement positif on écrit :

fl@) = f(0) _ /(A —cos’z) _ \/1—cos:c(

x—0

1 4 cosx + cos? x)

Cette derniere égalité est valable car z est positif :  z = |z| = Va2

Grace a la limite de la question précédente on obtient :

limif(x)_f(o):\/éx(l—l—l—i—l):\/g

m?O [E—O

Cette limite est finie donc la fonction f est dérivable a droite en 0, de dérivée :

100y = /2

3. (a) (2 points) La fonction x — 1 — cos® z est dérivable par produit.
Pour tout = € ]0,7] : cosz € [-1,1] donc 1 —cos®z > 0.

Or la fonction racine carré est dérivable sur R’ donc par composition la fonction
f est dérivable sur |0, 7.

Sa dérivée est :

3sinx cos®
YV €10, 7 (1) = —F/—=
10, 7] J() 2v/1 — cos3 x
(b) (1 point) La fonction sinus est positive sur 'intervalle [0, 7] donc :
Va €10, 7 f'(x) =0
Cette dérivée s’annule si cosz = 0 ou sinz =0, donc en z = 7 et x = 7.

On calcule f(0) =0, f(%) =1 et f(m) = /2, et on obtient le tableau de variations

suivant.
x 0 )
f'(z) S+ 0 + 0
V2
/
f(z) 1
. —

y
VI ; y =)
1 4 - |
t t i i t Y
X
- 7% 0 g ™ 3271' 27
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Partie B. (9 points)
5
1. (a) (1 point) D’aprés la formule du bindme : (1 + i)‘r’ =35 () (i)k
k=0
Les quatre premiers termes sont :

) resxgeiox(3) v ()
<1+4> —1+5><1+10>< 1 + 10 x 1 +---

—1+1+1+§+3+
N 4 8 32
L9433
N 32

Les deux termes manquant sont positifs, donc ceci montre bien que (%)5 > 3.
On pouvait aussi tout simplement calculer : 55 = 3125, 4° = 21 = 1024 donc
3 x 45 = 3072, ainsi 5° > 3 x 4° puis (3)° > 3.

(b) (2 points) Soit h la fonction définie par h(z) = 92° + 92*.

Cette fonction est dérivable car polynomiale, de dérivée :

R(z) =9 x 5x* +9 x 42 = 92°(5x + 4)

Cette dérivée s’Tannule en x =0 et en z = —%. Les variations de h sont données par
ce tableau :
r | —1 —% 0
W(x)| -9 + 0 — 0
>0
0 0
Ainsi h présente un maximum en x = —3. Comme h(x) = 92*(z + 1) alors on
obtient :

A=) =9 x k=% x &

5

. . : 5 5
D’apres la question la ci-dessus (%) > 3, donc %(%) < % X % = % On a donc
démontré que :

Vo e [-1,0] h(z) <h(-%) <2

(c) (1 point) Posons k(z) = 2 + x + 1. Il ’agit d’une fonction polynomiale du second
degré. Elle atteint son minimum en son sommet, c¢’est a dire au point d’abscisse
1

On calcule k(—%) = %, donc la valeur minimale de la fonction k est %.
(d) (1 point) Par définition : ¢(z) = h(z) — k(z)
D’apres les questions précédentes :

Vo e [—1,0] h(z) < et —k(z) < —

3
1

>~ w

Par somme :
Vo € [—1,0] o(r) <0

On a démontré que la fonction ¢ est strictement négative sur l'intervalle [—1,0].
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2. (a) (1 point) La fonction ¢ : z + 92° +92* — 2% — x — 1 est polynomiale donc dérivable
trois fois. Ses trois premieres dérivées sont :

VieR  ¢(x)=9xb2* +9 x4 22 —1
(1) =9 x5 x 4% +9 x 4 x 32° — 2
@"(2) =9 x5 x4x302 +9x4x3x20=9x4x35r+2)r

(b) (1 point) La fonction ¢" est positive sur l'intervalle [0, 1], non-nulle sauf en x = 0,
donc strictement positive sauf en un point. Alors ¢” est strictement croissante.

La fonction ¢” est continue (car polynomiale) sur I'intervalle [0, 1] est strictement
croissante, donc d’apres le théoréme de la bijection elle réalise une bijection de [0, 1]
dans son image, donc dans [f(0), f(1)].

On calcule ¢"(0) = —2 et ¢”(1) =36 x 8 =2 > 0, donc 0 € [f(0), f(1)]. Il existe
donc un unique réel a dans l'intervalle [0, 1] tel que ¢”(a) = 0.

(c) (1 point) La fonction ¢” est strictement croissante sur Uintervalle [0, 1], nulle en a.
Elle est donc strictement négative sur [0, af et strictement positive sur Ja, 1].

On en déduit que la fonction ¢’ est strictement décroissante sur l'intervalle [0, o] et
strictement croissante sur U'intervalle [« 1].

On calcule ¢'(0) = —1 < 0. Comme ¢’ est strictement décroissante sur [0, a alors
¢ est strictement négative sur [0, a, en particulier en a.

La fonction ¢’ est strictement croissante sur l'intervalle [, 1] et continue, donc par
théoreme elle réalise une bijection de [« 1] dans [¢'(«), ¢'(1)]. Comme ¢'(a) < 0 et
¢'(1) = 78 > 0 alors 0 est dans cet intervalle, donc il existe un et un seul 5 € [a, 1]
tel que ¢'(5) = 0.

(d) (1 point) Comme ¢’ est strictement négative sur 'intervalle [0, ] alors 5 est I'unique
élément de [0, 1] ou ¢’ s’annule. De plus ¢ est strictement négative que [0, 3] et
strictement positive sur [3, 1].

Comme ¢(0) = —1 < 0 et ¢(1) = 15 > 0 le méme raisonnement montre que ¢
s’annule en un unique point v de l'intervalle [0, 1], et qu’elle est strictement négative
sur l'intervalle [0, 7|, strictement positive sur l'intervalle ]y, 1].

Toutes ces données peuvent étre représentées par le tableau de variations suivant :

x 0 o 15} Y 1
(p///(x) 0 + +
. e
¢"(x) 0
78
—1—
15
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Partie C. (6 points)

1. (1 point) Soit x un réel. Alors g(x 4 27) = g(x) + 7 car la fonction f est 2m-périodique.
Ceci montre que la courbe de g est invariante par translation de vecteur de coordonnées
(2m, ).
On peut donc restreindre I’étude de g a 'intervalle [0, 27].

2. (2 points) Le réel ~y est défini comme étant 'unique élément de l'intervalle [0, 1] tel que

p(7) = 0.

La fonction cosinus est strictement croissante et continue sur l'intervalle [, 27|, donc
par théoréme elle réalise une bijection de [, 27| dans [cos 7, cos 271] = [—1, 1]. Comme 7
appartient a I'intervalle [—1, 1] alors il admet un et un seul antécédent ¢ par la fonction

cosinus dans 'intervalle [r, 27].

=0 et v > 0 donc cosf > cos 7, puis § > 3T par croissance de la

3
De plus, cos ¢ 5

2
fonction cosinus sur [, 27].

3. (2 points) La fonction f est dérivable sur I'intervalle ]0,2[, la fonction x +  est
dérivable sur R, donc par somme la fonction g est dérivable sur l'intervalle |0, 27[. On

calcule :

1  3sinzcos?z
el 9 =5t T cove

Ainsi :
Ve €]0,2r]  ¢'(x) =0 = —3sinzcos’r < V1 —cosdw (1)

Pour z appartenant & I'intervalle |0, 7], comme sinz > 0 alors —3sinz cos?z < 0 <
V1 —cos?x, donc ¢'(z) > 0.

Supposons maintenant que x € [r,27[. Alors sinx < 0, donc —3sinz cos? x > 0. Tous
les termes de I'inéquation (1) étant positifs on en déduit :

Vo € [m2r] ¢(x) >0 <= 9sin®zcos’sz <1—cos’x

<«  9(1—cos’z)cos’z < (1 —cosz)(1l+ cosz + cos® z)

Comme (1 — cosz) est positif alors :

Vo€ m2n]  ¢(x)>0 <= 9(1+cosw)cos'r <1+ cosz + cos’x

< 9cos’z+9costz —cos?xr —cosx —1<0

<  p(cosz) <0
Comme cosx € [—1, 1] alors la partie précédente montre que :

Va € [m, 2| = Jd(x)>20 —

1 <cosx <y =cosf
<— w<zr<

0

Finalement on a démontré que la fonction g est croissante sur I'intervalle |0, 6] et dé-
croissante sur 'intervalle [, 27].
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4. (1 point) On obtient une courbe comme la suivante.

y
y = g(x)
w o Ty=1/2
| Reney |
e 1 s ; y= 10
} } B - s 1 1 1 x
/n/ -z o T m 9 2
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