Lycée Bellevue — Toulouse pour le 6 novembre 2023
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°3

Deux études de fonctions

Exercice 1.
r—1

O ; = arct
n pose : f(x) = arctan T 1

. Déterminer ’ensemble de définition de f.
. Justifier que f est dérivable, étudier ses variations puis ses limites.

. Tracer la courbe représentative de f. On prendra soin des points d’abscisses 0 et 1.
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. Démontrer qu’il existe deux constantes K; et K5 telles que :

t K, siz<-—1
Ve e R\ {~1) f(x):{arcanx—i- 1 sixz

arctanx + Ky six > —1

Déterminer ces constantes.

Ajouter la courbe de I'arc-tangente sur le graphique précédent.

5. Question facultative.

(a) Démontrer que : V0 € [—%’r, —g{ arctantanf = 0 4+ 7
(b) Soit 0 € }—g, g[\ {—%}. Donner une formule pour tan(f — 7).

En déduire une simplification de f(tan6).

(c) Retrouver le résultat de la question 4.

Exercice 2.

1
Soit maintenant :  f(z) = arcsin th z + arccos g
cha

1. Justifier que f est définie sur R, continue, et dérivable sur R*.

2. Calculer f(0), f(%) et f(—%).

3. (a) Justifier que pour tout = € R* :
(b) Calculer et simplifier f/(x) sur R*.

4. Déterminer les variations et les limites de f sur R.

5. Justifier que f est dérivable a gauche en 0 et donner sa dérivée a gauche en ce point,
notée f,(0).

6. (a) En utilisant la dérivation démontrer que :

Ve e Ry f(x)=4arctane” — 7
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e’ —1 arctanh — %
=1 et déterminer lim ————2%
T h—1 h—1
(c¢) En déduire que f est dérivable a droite et déterminer sa limite & droite en ce point,
notée f5(0).

7. Tracer la courbe représentative de f.

(b) Rappeler pourquoi lim
z—0

8. (a) Justifier que f réalise une bijection de R, dans un intervalle & préciser et déterminer
sa réciproque.

(b) Justifier que cette réciproque est dérivable et calculer sa dérivée.
On doit obtenir I'inverse d’une fonction trigonométrique simple.

9. Question facultative.

Soit 6 € ]0,7[ et t = tan £.

(a) Calculer f(Int) en fonction de t puis en fonction de 6.
0 sif€0,7]
T—0 sife [g,ﬂ'{

(c) Soit x = Int. Démontrer que 6 = 2arctan e”, puis retrouver la valeur de f sur R_
et le résultat de la question (6a).

(b) Démontrer que arcsinsinf = {
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