Lycée Bellevue — Toulouse pour le 2 novembre 2026
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°3
Le probleme de Bale

X , 1l
Le but de ce probleme est de démontrer : nggloo};? =5

"1
On pose, pour tout n € N* : S5, = kzﬁ

" 1
1. Soit R, = 27, défini pour tout entier n > 2.
ok(k—1)

(a) Simplifier 5 — 1 et en déduire une expression de R,, sans signe somme.
(b) Justifier que pour tout entier n > 2: S, <1+ R,.
(¢) Démontrer que la suite (S, ),en+ est croissante et majorée par 2.
(d) En déduire que la suite (S,,),en+ est convergente.
On note / = lim S,.

n—-+o0o

La question de la valeur de ¢ a été posée par Pietro Mengoli en 1644 et étudiée a Bale par
Jacques Bernoulli. Le probléme a été résolu en 1741 par Leonhard Euler, toujours a Bale.

2. (a) Rappeler pourquoi pour tout x € [0, g[ :
O<sinr <r<tanz

(b) En déduire que pour tout z € |0, 5] :

SN~ xr X

(c) Démontrer que pour tout = € }O, g[ :

1 n 1 4
sinz  sin? (3 —x)  sin?(22)

[\

- 1
3. Pour tout n € IN* on pose T,, = —_—
P ,;)(% 1)
(a) Démontrer que pour tout n € IN* :
1
SZn+1 = an + Tn

(b) En déduire que la suite (T},),en+ converge et exprimer sa limite en fonction de /.
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4. On pose maintenant :

2k+1 = 2" 1-1 1
V(k,n) € N? "= - t  VnelN* u,= .
(k,n) Ty, TR e n e u kz:% sin (20

(a) Calculer ;.
(b) Démontrer que pour tout n € IN* :

2n—1 1 P | 1
k:%;_lsin2 (Thme1) jz:%) sin (3 — @j41)

Pour ceci on utilisera le changement d’indice j = 2" — 1 — k.
(c) En utilisant la question (2¢) démontrer que pour tout n € IN* : w, 1 = 4u,.
(d) En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

5. (a) Démontrer que pour tout n € IN* :

gn+1 =11 1
TQn 171 =
2 IE) (xk,n)g

(b) En utilisant la question (2b), démontrer que pour tout n € IN* :

2 w2 72

— < _ < —
n+1 Un n+3 TQ” -1x n+1 Un
4 2 4

(c) Calculer la limite de (7},),en+ et en déduire la valeur de ¢.
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