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Exercices de cours

@ Soit f : R — R une fonction. Que dire des pro-
positions suivantes ?

a.JAeR VzeR f(z)<A
b.VAeR VzeR f(z)<A
c. VAeR JzeR f(z)<A
d.3AeR JzeR f(z)<A

@ Enoncer en termes logiques les propositions sui-
vantes pour une fonction f de R dans R.

a. f est la fonction nulle.

o

. f n’est pas la fonction nulle.
f s’annule.

. f ne s’annule pas.
f est croissante.
f n’est pas croissante.

. [ est 2w-périodique.

= I N

. f est périodique.

lim f(x)=+4o0.

r—+00

—-

Travaux dirigés

Donner la négation des propositions suivantes.
a. r<3

b.0<z <2.

c. Robert joue a la pétanque tous les dimanches.
d. S’il pleut je prend un parapluie.

e. Les étudiants qui ont de bonnes moyennes sont
contents et leurs parents aussi.

Démontrer a l'aide d’une table de vérité que
pour toutes propositions P et @ :

(PouQ) & (PetQ)) = (PeQ)

Démontrer a l'aide d’'une table de vérité que
pour toutes propositions P et @ :

(Pe(Ped)=0Q

Démontrer aussi ce résultat sans table de vérité.

E Soit i et j deux entiers naturels. Démontrer que
sit+ 7> Talorsi>3ouj>4.

Soit = un réel. Démontrer que si 2 est irration-
nel alors x est irrationnel.

@ Soit a et b deux réels. Démontrer que si
VieR z<a=2<b

alors a < b.

Donner la contraposée de cette propriété.

Soit « un réel. Démontrer que :

=0 <= Ve>0 |z/]<¢

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7

a.VzeER VYyeR y=a?
b.VxeER JycR y=2a?
c.3reR YyeR y=2?
.dreR JyeR y=2?
e. VyeR JxrcR y=2a?
f. JyeR VzeR y=2?

Pourquoi manque-t-il deux possibilités 7

@ Ecrire & l'aide de quantificateurs les proposi-

tions suivantes ainsi que leurs négations. Précisez

lesquelles sont vraies.

a. Il existe un entier naturel multiple de tous les
autres entiers naturels non-nuls.

b. Un réel est positif si et seulement si il est le carré
d’un réel.

c. Trois réels étant donnés, deux au moins d’entre
eux ont méme signe. (Remarquer que deux réels
x et y ont méme signe si xy > 0)

d. La suite (1/n),en+ est bornée.

Soit f une fonction de R dans R. Ecrire a I'aide
de quantificateurs les propositions suivantes ainsi
que leurs négations.
a. [ est l'identité de R.
b. f admet un point fixe.
c. f est monotone.
d. f est injective.
e. f est surjective.
Soit f et g deux fonctions définies sur R. Les
phrases suivantes sont-elles équivalentes ?
a. Jz eR (f(z) =0et g(x) =0)
et (GzeR f(x)=0)et 3z €R g(z) =0)
b. Jz e R (f(z) =0o0ug(z) =0)
et (xR f(z)=0)ou 3z eR g(z) =0)
c. Répondre aux mémes questions en remplagant
les 3 par des V.



Soit f : R — R une fonction.

Démontrer que si f o f est croissante et fo fo f
est strictement décroissante, alors f est strictement
décroissante.

Démontrer que :

n—1

a. Pour tout n € N* 1+ Y k.k!l =n!
k=0

b. Pour tout entier n >4 2" >3(n+1)

n

[T (1+355) > Vntl

c. Pour tout n € N*

d. Pour tout n € N 7 divise 327+3 4 27

On consideére la suite de Fibonacci (uy,)nen dé-
finie par ug =u; =1 et :
VneN Upto = Upt1 + up
a. Donner une expression simple de u2 — t, 111
pour tout n € N* et la démontrer.
b. Méme question avec i ug pour tout n € N,
k=0
Soit (4, )nen la suite définie par ug = 0, ug = 1,
et :
VneN upto = Yupy1 — 20u,

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que :

Vn eN

Déterminer le terme général de la suite (uy,)nen
définie par ug =1, u; =2 et :

Up = a™ — b"

3
un—i—l

Vn e N 2

Un+2 =

Soit (uy, )nen une suite définie par la donnée de
ug, U1, Uz et I'égalité :

VneN upys = Tupya — 1lupy1 + duy,

a. On suppose que uy = 1, up = 3, ug = 5. Déter-
miner le terme général de (u,).

b. Méme question avec ug = 1, uy = 5 et ug = 25.

Soit (un)nen+ une suite de réels strictement
positifs tels que :

n n 2
Vn € N Zui = (ZM)
k=1 k=1

Démontrer que : VkeN wup =k

Déterminer toutes les fonctions f : N — N qui
vérifient :

¥(m,n) € N> f(m+n) = f(m)f(n)

Déterminer toutes les fonctions f : R} — R
qui vérifient :

Vo € R% f(x)+3f(%) =a?

Déterminer toutes les fonctions f : R — R qui
vérifient :

a. V(z,y) €R* f(2)f(y) — flay) =z +y
b.VeteR f(z)+af(l-z)=1+4+z
c. V(z,y) €eR® f(z—fly)=2-z—y



