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MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°4 J

Partie A.

1. Tout élément x de [1,+oo[ vérifie z > 1, donc 2 — 1 > 0, et ainsi x — 1 admet une
racine carrée. La fonction f est donc bien définie sur [1, +o0l.

Il est clair que g(z) est bien défini pour tout x € R. Montrons que g(z) € [1, +oo]. Par
équivalences :

glz) >1 — 22 +62+9>0 — (x+3)2>0
Cette derniere inéquation étant vérifiée pour tout z € R, par équivalence on obtient :
VeeR  g(z) €]l,+o0].

Alinsi g est bien définie.
2. On démontre que f est injective non surjective, et g est surjective non injective.

Pour tous éléments z et 2’ de [1, +o0[ on a les implications suivantes :
f@) = £ e B =

Ve—1=+va -1

(Ve—1) = (Vo —1)

r—1=a2 -1

2

r=a

el

On a démontré que :
V(z.2') € [L+oo*  f(z) = f(a') = z=2d

Ceci signifie que la fonction f est injective.
De plus, pour tout = € [1, +00[ la racine carrée de z — 1 est positive, donc :
Va € [1, +oo] f(z) > -3

Ceci montre que le réel —4 (par exemple) n’a pas d’antécédent par f, et donc f n’est
pas surjective.
Soit y un élément de [1,4+o00[. Démontrons que y posseéde un antécédent par g, grace a
I’équivalence suivante :

Vr e R g(x)=y <= 2*+6r+10—y=0
Le discriminant de cette équation de second degré est : A =4y —4 =4(y — 1).

Comme y € [1,400| alors ce discriminant est positif, donc 1’équation g(z) = y admet
au moins une solution.

Ainsi tout élément de [1, +00| possede un antécédent par g, donc g est surjective.

On remarque que ¢g(0) = 10 et g(6) = 10, donc les réels 0 et 6 vérifient ¢g(0) = ¢(6)
alors qu’ils sont différents. Ceci montre que g n’est pas injective.
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3. L’ensemble d’arrivée de f est inclus dans l’ensemble de départ de g, donc g o f est
définie.
L’ensemble d’arrivée de g est inclus dans ’ensemble de départ de f, donc f o g est
définie.

On calcule :

Veell+oo  gof(e)=(vVa—1-3) +6(/z—1-3)+10
w16y —T1+9+6y/7—1—18+10

=T

et VzxeR fog(x) =va?+6x+9—-3=,/(z+3)2-3
=lz+3 -3

Ceci montre que g o f = Idp oo mais il est faux que f o g = Idg, par exemple car
fog(—4) =—2. Donc g n’est pas la réciproque de f.

De toutes fagons ni f ni g n’est bijective, puisque 'une n’est pas injective et l'autre
n’est pas surjective, donc elles n’admettent pas de fonction réciproque.

Partie B.

1. Soit x et 2’ deux éléments de E tels que f(x) = f(a').

Alors g(f(x)) = g(f(2")), donc h(x) = h(z'). Comme h est bijective alors h est injective,
donc x = 2’. Ceci montre que :

V(z,2') € E? fl)=f(z)) = z=42

La fonction f est injective.

Soit z un élément de F. Comme h est bijective de E dans F alors il existe 2’ € E tel
que z = h(z'), ce qui donne x = g o f(z'). Donc & = g(y) en posant y = f(z').

Ainsi tout élément de F possede un antécédent par g, donc g est surjective.

2. Si f est bijective alors elle admet une fonction réciproque f=1, et cette fonction réci-
proque est également bijective.

Comme h = go f alors ho f=! = (go f)o f7!, et par associativité de la composition
des fonctions :

hof'=(gof)of'=go(fof')=goldr=g

Les fonctions h et f~! sont bijectives, la composée de deux bijections est bijective donc
g est bijective.

De plus par propriété sa réciproque est :
1

gl = (hof—l)_ _ (f—l)_l ohl= foh!

Ainsi g est bijective et sa réciproque est g7 = fo h7L.
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Partie C. Etude d’une fonction

1. Comme z% + 1 est positif pour tout réel x alors v/a2 + 1 est défini pour tout réel .
La fonction arc-tangente est définie sur R donc f est définie sur R.

De plus, pour tout z € R :
Val+ 1>V =z > donc vat+1—x>0.

La fonction arctan est strictement croissante donc :

Vz e R arctan (\/ 2 +1— x) > arctan 0 = 0.

On sait que pour tout # € R : arctanz < 7, donc :

VreR arctan (\/ x?2+1-— x) <

b

Ceci montre que :
Vee R  0< f(z) <.

L’image de f est donc incluse dans l'intervalle |0, 7|.
2. (a) Par définition g(z) = f(shz), donc :

Ve e R g(x) = 2arctan <\/ 1 +sh®z —sh a:)

La formule de base de trigonométrie hyperbolique est : Vz € R ch*z—sh?’z = 1.
Elle montre que \/1 4 sh®? = Vch®z = |chz|. La fonction cosinus hyperbolique est

strictement positive, donc |[chz| = chz et :

Vr e R g(x) = 2arctan (chx — shx)

Finalement :

VeeR  g(zr) =2arctane

(b) Soit x € R et y € ]0, 7[. Alors par équivalence :

y=g(r) <= 2arctane *=y <= arctane = %
Comme y € |0, 7| alors & € }O, 5 [ La fonction arctan est la réciproque de la fonction
bijective tan : }—g, g{ — R, donc

arctane™® = % = e = tan% <— gx=-—1In (tan ‘g)

Tout élément y de |0, 7| admet un et un seul antécédent dans R par g, donc g réalise
une bijection de R dans |0, w[. De plus sa réciproque est :

g':]0,7[ — R
z — —In (tan%)
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(c) D’apres la question 2 de la partie B ci-dessus, comme les fonctions :

g=fosh:R—]0,n| et sh: R—R

sont bijectives alors f : R — ]0, 7| est bijective et sa réciproque est f~! =shog™L.

On calcule :
-1 A
Veelo,n[  f(z)=sh({—In tan 5
B e—ln (tan %) N eln (tan %) tarllg — tan%
N 2 N 2
2 2 .9
_ 1 — tan® § _ cos 5 —sin® g _cosz
2tan % 2sin % CcoS % sin x
= cot x.

Ainsi la réciproque de f est la fonction cotangente de |0, 7| dans R.

3. (a) La fonction racine carrée est dérivable sur R, et :

Ve e R 224+1>0

Par composition la fonction x +— v/22 4+ 1 est dérivable sur R.
La fonction arc-tangente est dérivable, donc par somme et composition la fonction
f est dérivable sur R. On calcule sa dérivée :

2x 1
VreR f’(x):2< —1)
2P+ T 1y (VP Tl -a)
_2<x—\/x2+1> 1
2+ 1 2(1+x2—x\/m>

r—Vrt+1 1

- \/x2+12(\/l+w2—x) C 1+

On remarque que f'(x) = — arctan x.
(b) Comme f’ = —arctan’ et R est un intervalle alors il existe une constante K telle
que :

VeeR  f(zr) =K —arctanx

Pour z = 0 en particulier on obtient f(0) = K — arctan0 = K.

On calcule f(0) = 2arctan1 = 7, ce qui montre que K = 7 puis :

VeeR f(z)= g — arctan x
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(c) L’expression obtenue dans la question précédente permet de tracer la courbe de f
a partir de celle de I'arc-tangente.

On obtient ensuite celle de sa réciproque, la cotangente, par symétrie par rapport
a la premieére bissectrice des axes.

vl

rolx
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