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TD. A9
Suites

Exercices de cours

@ Etudier les variations des suites définies par :

n?—3 1 1 n"
Up = =— — — Wy = —

n+1 "ooon 3n T pl

Vn € N

Up =

@ Déterminer le terme général des suites définies
par :

a. ug =1
b.u0=3

et YnelN wuyy1 =3u,—4
et YnelN wu,y = 4_2“".

@ Déterminer le terme général de la suite (up)nen
définie par ug = 2, u; = 1, et pour tout n € IN :

Up+2 = 4’U,n+1 + 57.Ln

@ Suite de Fibonacci

Soit (uy,) la suite définie par up = u; =1 et :
Vn € N Up42 = Upt1 + Up

a. Déterminer le terme général de cette suite.

b. Calculer la limite de “2+t

@ Soit A une partie de R et s un réel. Ecrire en
termes logiques la proposition : s n’est pas la borne
supérieure de A.

@ Soit A une partie non-vide de R . Démontrer
que A admet une borne inférieure, et que celle-ci est
positive ou nulle.

@ Soit A et B deux parties de R telles que A est
non-vide et incluse dans B. Démontrer que si B est
minorée alors A est minorée et Inf B < Inf A.

La suite (u,) = (%)nE]N* admet-elle des bornes ?
Des extrema ?

@ Démontrer que la suite u définie par u,, = e™"

est convergente.

Démontrer les propriétés suivantes :
Soit (ty)nen une suite convergeant vers £ € R.

Si £ > 0 alors (uy,) est strictement positive & partir
d’un certain rang.

Si ¢ < 0 alors u,, est strictement négative a partir
d’un certain rang.

@ Soit (un)nen la suite définie par ug = u; =1
et :

Vn €N upia = Upy1 — (14 0)up.

Calculer uq5s.

@ Soit (Zp)nen €t (Yn)new deux suites réelles
telles que :

Tn — Yn
Tntl = — 5
Vn €N
_ TptYn
Yn+1 = 9 -1

En considérant la suite complexe (z,) = (z, +iyn),
démontrer que les suites (x,,) et (y,) convergent et
déterminer leurs limites.

@ Etudier la convergence des suites (uy) et (v;,)

définies sur IN* par :
_ N\ L]
=3 n2
k=1

5+ 2]
Démontrer que DD est dense dans RR.

Soit :  wu, = x et Un:un+1
2
k=1

Un = T [ 70
ERE3
n

Démontrer que ces deux suites sont adjacentes et
en déduire que (u,) est convergente.

nm

Pour tout n € IN on pose :  u, = cos 3

a. Décrire les suites (ugn) et (ugn+3)-

b. Démontrer que la suite (u,) est divergente.

. . 1 nmw
¢. Que dire de la suite v,, = — cos 3 ?
n

Travaux dirigés

Soit (uy,) la suite définie par ug =0 et :

2
Un,

4
a. Démontrer que (u,,) est majorée et croissante.

VTLGIN U7l+1:1+

b. Démontrer que (u,) et convergente et donner sa
limite.

¢. On suppose maintenant que ug = 3. Démontrer
que la suite (u,,) admet une limite et donner cette
limite.
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Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et :
1

1+u,

a. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et
décrire ses variations.

Vn € N

Un+1 =

b. Démontrer que les suites extraites (ug,) et
(ugn+1) convergent et donner leurs limites.
c. Démontrer que la suite (u,) converge.

Déterminer les termes généraux des suites défi-
nies par :
a. ug =4
b. Upg = 2
C. Uupg = 0

et YVnelN wupy1 =2u, —8
et YnelN wupy1=3—u,
et YnelN wu,p = %un — 2.

Déterminer les termes généraux des suites défi-
nies par :
a. up=0,u; =1et Vn € N upyo = 4upy1 — 3uy,
b.ug=0,u; =1et Vn € N upt2 = 2up41 — up
c. ug =2, u; =—1et

Vn € N upyo = 2upy1 + 24u,
d. ug=1,u; = —4 et

Vn € N upypo = —6up41 — Yuy,
e. ug=2,u1 =0et Vn € N upqo = 2up41 — 2uy

Donner une forme réelle de cette suite.

f. ug=1, uq zletVnENun+2:\/§un+1—un

Démontrer que cette suite est périodique.

5 | Pour tout n € IN on pose :
( 1+2\/13 )" ( 172\/13 )"

Up

a. Trouver une relation de récurrence double véri-
fiée par la suite (un)nen-

b. Démontrer que tous les u,, sont entiers naturels.

IEI Soit (un)new une suite telle que ug > 0, ug = 1,
et pour tout n € IN :

Un+2 = \/ UnUn+1

Démontrer que cette suite converge et exprimer sa
limite en fonction de wug.

Soit A une matrice carrée inversible de taille
(n,n) satisfaisant A + A~ = T,,.
Calculer AP + AP pour tout p € IN.

Soit (uy,) une suite complexe définie par ug € €
et :
2y + Uy

N
Vn € 3

Un+1 =
Etudier la limite de cette suite.

IEI Soit (uy) et (vy) deux suites réelles vérifiant
pour tout entier n :
%(un —2v,) +2

{ Un+1 =

Ung1 = 3(2un +v,) — 2
Etudier la convergence des suites (u,) et (v,).
On pourra utiliser les complexes.

Soit ¢ un nombre complexe de module 1.

Démontrer que la suite (¢™),cn converge si et seule-
ment si ¢ = 1.

On pourra considérer la suite (") pen.

n
Pour tout n € IN on pose u,, = Zﬁ puis :

k=1
Up = Up — 2¢/N0 Wy, = Uy — 2N+ 1

a. Démontrer que les suites (vy,) et (wy,) sont adja-
centes.
b. En déduire que le suite (u,) tend vers +oo.

c. Démontrer que u, ~ 2y/n.

Soit (uy,) et (vy,) deux suites définies par ug =
0, vog = 12 et pour tout n € IN :

{ Un+1 = %(un +vn)
Un4+1 =

%(un + 2vuy,)
a. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adja-
centes.

b. Calculer leur limite.

Soit A et B deux parties non-vides de R telles
que :

Yaec A VYbe B a<b

a. Démontrer que A admet une borne supérieure et
B admet une borne inférieure.
b. Démontrer que Sup A < Inf B.

Soit A et B deux parties majorées non vides
de R.
a. Démontrer que si A C B alors :
Sup A < Sup B
b. Démontrer que A U B est majorée et que :
Sup(A U B) = Max {Sup A, Sup B}
¢. Démontrer que AN B est majorée, et que si elle
est non-vide alors :

Sup(A N B) < Min {Sup 4, Sup B}
Montrer que I’égalité n’a pas lieu en général.
d.Onnote A+ B={z+y |z €A, ye B}
Démontrer que A + B est majorée et que :
Sup(A+ B) =Sup A+ Sup B

Soit f :[0,1] — [0, 1] croissante, et :
A={ze€l0,1]] f(z) > z}.
a. Démontrer que A possede une borne supérieure.

b. Soit s la borne supérieure de A. Démontrer que
s est un point fixe de f, i.e., que f(s) = s.
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Soit A une partie de R non majorée.

Démontrer qu’il existe une suite (uy, )nen d’éléments
de A tendant vers +oo0.

Soit (uy,) une suite et £ un réel. Que signifient,
ou qu’impliquent les propositions suivantes ?
a.Ve>0 VNelN VnelN
nz2N=|u,—{ <e
b.3d>0 VNelN VnelN
n>2N=|u,—{|<¢

c. >0 dNelN VnelN
n>2N=|u,—{|<e
dVe>0 INeN VnelN
nz2N=|u,—¥ <e¢
e. INeN Ve>0 VnelN
n>2N=|u,— ¢ <¢
f.VNeN Ve>0 VnelN
n2N=|u,—{<e
g ANelN >0 VnelN

nz2N=|u,—¥ <e¢
h.VNeN de>0 VnelN
nz2N=|u,— ¥ <e

Soit (uy,) une suite réelle. Traduire les asser-
tions suivantes a ’aide de quantificateurs :
. La suite (u,) est bornée.
. La suite (u,) est stationnaire.
La suite (u,) n’est pas croissante.

oo oo

. La suite (u,) n’est croissante & partir d’aucun
rang.
e. La suite (u,) ne converge pas vers 0.

Soit (uy,) une suite de réels strictement posi-

tifs. On suppose que la suite (%) converge vers

un réel a élément de [0,1]. Le but de cet exercice

est de démontrer que la suite (u,) converge vers 0.

a. On pose b = % Justifier qu’il existe p € IN tel
que: Yn=p upy <buy

b. Pour tout entier naturel n, donner une majora-
tion de uy4p, en fonction de b, n et uy,.

c. Conclure.
Seconde démonstration :

d. Démontrer que la suite (u,) est décroissante &
partir d’un certain rang, puis qu’elle est conver-
gente, et enfin que sa limite ne peut étre non-
nulle.

Applications :

e. Démontrer que la suite (n!) est négligeable de-
vant la suite (n™).

f. Démontrer que pour tout réel @ > 1 la suite (n")
est négligeable devant la suite (n!%).

Soit (4 )nen une suite.
On suppose que Uy, + Upi1 ~ %

a. Démontrer que si la suite (u,) est décroissante
alors wu,, ~ ﬁ

b. Justifier que le résultat est faux si la suite (uy,)
n’est pas supposée décroissante.

Considérer par exemple u, = ﬁ + %
Soit (un)nen une suite définie par ug > 0 et
pour tout n € IN :
Uz
1+ nuy,
a. Démontrer que la suite (u,) converge.

Up+1 =

b. Déterminer sa limite.
c. Démontrer que u, = O(ﬁ)

Pour tout n € IN* on pose f,(z) = 2™ —nz+1.

a. Démontrer que pour tout entier n > 2 il existe
un unique u, € [0,1] tel que f,(uy) = 0.

b. Démontrer que pour tout n > 2 : % <u, < %
Que peut-on en déduire pour la suite (un)p>2?

c. Donner un équivalent simple de (uy,).

Pour tout n € IN* on pose f,(z) =az" +2 — 1.

a. Démontrer que pour tout n € IN* il existe un
unique u, € R} tel que f,(uy,) = 0.

b. Démontrer que la suite (up)nen+ converge.

c. Déterminer sa limite.

d. Démontrer que 1 = o(1 — u,).

Soit (uy,

a. Les suites

nenN une suite. Converge-t-elle si :
Usop) et (uany1) convergent ?

. Les suites (u2y,), (u2n+1) et (us,) convergent ?

o~~~ —

b
c. Les suites (uap), (usn) et (us,) convergent ?
d

. La suite (u,) est croissante et la suite (ugy)
converge ?

Pour tout n € IN on pose u,, = cos (my/n).

La suite (up)nen converge-t-elle ?

Soit (4 )nen une suite non majorée.

Démontrer qu’il existe une suite extraite de (u,)
tendant vers +o0.

Une suite (u,)nen est une suite de Cauchy si :

Ve >0 dNeN V(p,q) €N
(p=N et ¢g=N) =

a. Démontrer que si une suite est convergente alors
elle est de Cauchy.

lup —ugl <€

b. Soit (un)nen une suite de Cauchy.
(i) Démontrer que la suite (uy,)nen est bornée.
(it) En déduire qu’elle est convergente.
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Soit (un)nen une suite bornée.

Démontrer que la suite (u,) converge si et seule-
ment si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Indication : Justifier que sila suite (u,,) ne converge
pas vers ¢ alors il existe un réel € > 0 et une suite
extraite de (u,) entierement comprise hors de 1'in-
tervalle [¢ — ¢, ¢+ €].

Soit (un)nen une suite réelle positive.

a. On suppose qu’il existe deux suites (an)nen et
(bn)nen positives convergeant vers 0 telles que :

Y(n,p) € IN? Untp < Apliy + by

Démontrer que la suite (uy)nen converge vers 0.

. Soit (€,)nen une suite positive convergeant vers

0, et pour tout n € IN : v,, = Supe;.

jzn
Démontrer que la suite (v, )nen est bien définie
et qu’elle converge vers 0.

. On suppose qu’il existe un réel K strictement su-

périeur a 1 et une suite (¢,)nen positive conver-
geant vers 0 tels que :

Up + En
K

Démontrer que la suite (uy,)nen converge vers 0.

Vn € N Up41 <

page 4/4



