Lycée Bellevue — Toulouse 8 janvier 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°6 }

Exercice 1.

1. La vitesse de croissance du rayon de I'univers est constante égale a V. Cette vitesse est
la dérivée de X, donc: Vte R, X' (t)=V
Comme t est élément de R, qui est un intervalle, par intégration on en déduit que
X(t) =Vt+ C ou C est une constante. D’apres ’énoncé X (0) = X, = Vi, donc :

Vie Ry  X(t) = V(t+t)

2. A un instant ¢ la vitesse du traineau du pére Noél est la somme de sa vitesse propre,
égale a v, et de celle donnée par I’écartement de 1'univers, que 1’on note w(t).

La vitesse du pere Noél est la dérivée de x puisque x est sa position, donc :
() = v+ w(t)
Si z(t) = 0 alors w(t) = 0 et si z(t) = X (t) alors w(t) = V, et comme 'univers grandit

de maniere homogene alors la vitesse w(t) est proportionnelle a la position z(t). On en
déduit :

Ceci donne :

3. D’apres les deux questions précédentes la fonction x est solution de I’équation différen-
tielle suivante :

h— = 1
Y (1)

L’équation homogene associée a cette équation est :
Yy —a(t)y=0 (2)

ol a est la fonction définie par :

a:Ry — R

1
t t+to

Soit A la fonction définie par :

A:R+ —>IR,
t — In (£ +to)
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Alors A est une primitive de a. De plus I'ensemble R, est un intervalle, donc par
théoreme les solutions de ’équation homogene (2) sont les fonctions yy définies par :

% : Ry — R
t — Xe® = \(t + 1)

ou A\ est une constante réelle.

On cherche maintenant une solution particuliere de ’équation (1). On utilise pour cela
la méthode de variation de la constante. Soit A une fonction dérivable de R, dans R,
et soit y; la fonction définie par :

Alors ¥, est dérivable et :
Vie Ry  yi(t) = N().(t+to) + A(t)

Ainsi y; est solution de 'équation (1) si et seulement si :

N(t).(t+to) + A(t) —

t+t0/\(t).(t—|—to) =

Cette condition équivaut a :
v

N(t) =
®) t+ 1o
On pose A(t) = vin(t+tg) pour tout ¢ € R,. La fonction \ est dérivable et vérifie

N(t) = 55 La fonction y; s’écrit maintenant :

vVt € IR,Jr U1 (t) = U(t + to) In (t + to)

Par propriété les solutions de ’équation (1) sont les fonctions y = yo + y1, i.e., les
fonctions définies par

Vie Ry  y(t)=(t+to) [\ +vln(t+1tp)]

ou A est une constante.
4. D’apres la question précédente il existe un réel A tel que :

vVt e Ry z(t) = (t+1o) [N +vin(t+to)]

A Dinstant ¢ = 0 le pére Noél est au centre de 'univers. Ceci donne la condition initiale
x(0) = 0, de laquelle on déduit :
A= —vlnt

On calcule ensuite :
t
VieR, o) = (t+to) [oIn (¢ + fo) — vinte] = v(t + to) In (1 + t)
0

La distance du pere Noél au centre de l'univers a l'instant ¢ est donc donnée par la
formule :

VieR,  a(t) = v(t +fo)In <1 + tt)
0
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5. Le pére Noél réussira a sortir de I'univers si et seulement s’il existe un instant ¢ tel que :
x(t) = X(t)
Ceci équivaut a la condition :
t Vv
In (1 + > > —
to v

Or la limite de In (1 + %) lorsque t tend vers l'infini est +o0o, donc cette quantité
dépasse la quantité % pour un t assez grand.

Plus précisément, I'instant ¢; ou le pere Noél sort de 'univers est 'instant ¢; tel que :

Ceci équivaut & I'égalité 1 + L = ev et donc :

t = to(e% —1)

Exercice 2.

1. Pour tout n € IN on note 22,, la propriété :

Han,by) €72 (14+i2V2)" =a, +ib,vV2 et a,—b, Z0 [3]

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. Posons ag =1 et by = 0.

Alors (1+142v2)°=1=ag+1iv2by et ap—by=1#0 [3].

La propriété 2 est donc valide.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la propriété %, est vraie. Alors il existe
deux entiers a,, et b, tels que :

(14+i2vV2)" = a, +ib,V2 et a,—b, Z0 [3]
On calcule alors (1 4 2y/2)"+!

(1+1432v2)" 1 = (1 4+i2V2)"(1 +i2v2) = (a, +iV2b,)(1 +i2V/2)
= (a, — 4b,) +iV2(2a, + b,)

Posons a1 = a, — 4b, et b,11 = 2a,, + b,. Comme a,, et b, sont entiers alors a,, 1 et
bn11 sont entiers.

De plus a,41 — byy1 = —a, — bb,, et comme —5 =1 [3] alors :
Uni1 — bni1 = —an — by = —ay, + b, = —(a, — by,) [3]

Par hypothese de récurrence a,, — b, Z 0 [3], donc a,1 — b1 Z0 [3].
On a démontré que la propriété 9, ., est vraie si la propriété 2, est vraie.

Conclusion. Par récurrence la propriété 2, est vraie pour tout n € IN.
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2. Comme o = arccos% alors cosa = %, et :

sin « = sin arccos% =14/1—- (

On en déduit :
e’ =cosa+isina = % 4 g2ve

3. On raisonne par I'absurde en supposant que ¢ est rationnel, donc qu'il existe deux

entiers p et ¢, avec ¢ strictement positif, tels que & = %.
Alors : . )
(eza> — e'nrp — (elﬂ') — (_1)1’
D’autre part d’apres la question précédente :
( ia)q _ (l n ,M)q B (1 +i2\/§)q
€ =3T3 ) = 3q

D’apres la premiere question de cet exercice il existe deux entiers a, et b, tels que
(1 +i2v/2)7 = a, + iv/2b,, et ainsi :

(g +1V/2b, = (—1)P34

Par identification des parties réelles et imaginaires a, = (—1)P3% et b, = 0.

Alors a, — b, = (—1)P3%. Comme ¢ > 1 alors a, — b, est multiple de 3 et donc a, — b,
est multiple de 3, ce qui contredit la propriété de la premiere question, selon laquelle
a, — by n’est pas congru a 0 modulo 3.

Cette contradiction montre que & est irrationnel : % & Q.

Exercice 3.

1. On calcule :
A2 — a?+bc bla+d)\ [ a*+ad bla+d) n bc—ad 0
S \cla+d) #+be ) \cla+d) d*+ad 0 bc—ad

:(a+d><a b) +(bc—ad)<1 0) — (a+d)M — (ad — be)I.

S

cd 01

Ainsi M = aM + 1y avec a = a+d et f = —(ad — bc) = —det M.
2. (a) Comme le discriminant de ’équation (C') est non-nul alors A\; et Ay sont distincts
et A\ — A9 est non-nul. On pose :

1 1
M, = M — X 1. t My=——(ML—M
1 )\1_>\2( 22) € 2 )\1_>\2(12 )
On vérifie que les égalités demandées sont bien respectées :
1
M1 + M2 - 7(}\1[2 - )\2[2) - [2
AL — Ao
1
)\1M1 + )\2M2 = ()\1M - )\QM) - M

A1 — Ao
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(b) Méthode 1. Pour tout n € IN on note %, la propriété : M™ = A} M; + Ay Ms.
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. D’apres la question précédente la propriété % est valide (et la pro-
priété % aussi).
Hérédité. Supposons que la propriété %, est vraie, pour un certain n € IN.

En multipliant a droite par M elle donne :
M™ = NPMy M + Ny Mo M.

Par définition de M, :

1 1
M — NI, M =
/\1—/\2< 212) A — A\

MM = (M? — X\ M)

On sait que M? = aM + SI,. De plus A\; et Ay sont les solutions de I’équation (C'),
donc A\ + Ay = a et Ay = —f. Ceci donne :

B 1
IRYERY

)\1(M - )\2[2) - )\1M1

MM =

(aM + BIy — A M)

T (MM — M AoTy)

1
M=

De méme on montre que MyM = Ay Ms. On obtient donc :
Mn+1 _ X{H—lMl + )\g-}—le

Ceci montre que la propriété 2,1 est vraie, et I’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence la propriété 2, est vraie pour tout n € IN.
Méthode 2. On sait que M = A\ M; + Ay Ms. Par définition de M; et M :
A1 Ao
AL — X
(M? — (AL + X)) M + MM\ Do)

)\1M1 X )\2M2 = )\1)\2M1M2 =

AN
RN

(M = ML) (M Ty — M)

On sait que M? = aM + SI,. De plus A\; et Ay sont les solutions de I’équation (C'),
donc A1 + Ay = a et A\ Ay = —f3. Ceci donne :

RSEY
A= A

)\1M1 X )\2M2 = (M2 —aM — 6[2) = 02.

On démontre de méme que Ao My X A\ M; = 0y, donc les matrices A\ My et Ay M,
commutent, et on peut appliquer la formule du binéme. Elle donne :

VneN  M"= (MM + \M)" =) (Z) (AL M) F (Ao M) F
k=0

Sik>0etk<nalors (AlMl)k(AgMz)nik = (09, car MMy X Ao My = 05.
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Il ne reste dans la somme que les termes pour £k =0 et kK = n, donc :
Vn e N M™ = (M My)"™ + (A My)".

Ceci donne :
Vn € N M"™ = NP M+ A3 M.

En utilisant la définition de M :

1
1
17— "2
- m(()\l + AQ)M - )\1)\2]2 - QAQM + )\%IQ)
17— "2
1 1
= —— (M =AM — — X)) = (M = NL) =M
()\1 — )\2>2(()\1 )\2) )\2(>\1 >\2) 2) ()\1 — )\2)( )\2 2) 1

Par récurrence immédiate on en déduit : Vn € IN M = M.
De méme on démontre : Vn e N M3 = M.

Et ainsi finalement :

3. Comme le discriminant de (C) est nul et Ay est la solution de cette équation alors
a =2\ et B =—\2.
La matrice M vérifie donc M? = 2\gM — \215.
On pose My = M — \l>.
Alors M§ = M? — 2X\oM + X315 = 0.
On démontre que pour tout n € IN* :  M™ = Al I, + A\~ 'nM,.
Méthode 1. On note 92, cette propriété et on la démontre par récurrence.
Initialisation. Par définition de M, la propriété % est vraie : M = Aol + M.
Hérédité. Supposons que la propriété est vraie pour un certain n € IN*. En la multipliant
a droite par M on obtient :

M = Xo M + N\~ 'nMyM.
Or M = NIy + My et MZ = 0y donc :
MoM = My(Molsy + My) = Mg M.
Ceci donne :

Mn+1 = ASM + )\g_ln()\oMO) = )\S(A()]Q + Mo) + )\gnMO = ABH_IIQ + )\g(n + ]->MO

La propriété 2,1 est vraie, et ’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence sur n la propriété %, est vraie pour tout n € IN*.

On peut ajouter qu’elle est vraie aussi si n = 0 dans le cas ou g est non-nul.
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Méthode 2. Par définition de My : M = \gly + M.
Les matrices \gls et M commutent, donc la formule du bindéme donne :

VnelN M=+ M)" =Y (Z) (NoLo)"*ME
k=0

On sait que M2 = 0y, donc pour tout k =2 : ML = 0,.
Il ne reste que les termes pour k£ =0 et £ = 1 dans la somme :
Vn e N M" = (/\0]2)” + n(/\ofg)n_lMO = )\nIQ -+ )\g_lnMO

La formule est démontrée.

4. Soit M = (3 i) D’apres la question (1) : M? = 7M — 101,.

L’équation (C) est donc : A2 —7TA+ 10 = 0.
Son discriminant est non-nul, ses solutions sont \; =5 et Ay = 2.

Comme dans la question (2) on pose :

1 1/11
Ml—Al—AQ(M_A2[2>_3<2 2)

1 1 2 —1
MQ_AI—AZ(MQ_M>_3<—2 1)

D’apres le résultat de la question (2) :

Donc :
. 1 B4 2x2n 5 on
el M _3<2><5”—2><2”2><5"+2">
. 31 s . 2
Soit M = 15 . D’apres la question (1) : M? =8M — 161,.

L’équation (C) est donc : A2 — 8\ + 16 = 0.
Son discriminant est nul, son unique solution est \g = 4.

Comme dans la question (3) on pose :

-11
M(]:M—/\OIQZ<_1 1)

D’apres le résultat de la question (3) :

VneN*  M"=A\y+ A 'nlMy = 47 (é ?) +4771p <_1

)

On vérifie que cette formule est vraie aussi pour n = 0, donc :




