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Exercices. (8 points)
Les questions ci-dessous sont indépendantes les unes des autres.
1. Résoudre sur R∗+ l’équation différentielle : t(t+ 2)y′ − 2(t+ 5)y = 12t7.

2. Soit x ∈ R+. Calculer l’intégrale : F (x) =
∫ x

0
arctan

√
t dt.

3. Soit n ∈ N. Calculer l’intégrale In =
∫ π

3

π
6

dx
1 + tann x en utilisant le changement de

variable t = π
2 − x.

Problème 1. (16 points)
Le but de ce problème est de déterminer toutes les fonctions f : R → R continues
satisfaisant la relation :

∀(x, y) ∈ R2 f(x)2 − f(y)2 = f(x+ y)f(x− y).

1. Soit f une fonction solution du problème.
On suppose que f est deux fois dérivable et que f n’est pas la fonction nulle.
(a) Quelle est la valeur de f(0) ?
(b) En dérivant par rapport à x puis par rapport à y, démontrer que :

∀(x, y) ∈ R2 f ′′(x+ y)f(x− y) = f(x+ y)f ′′(x− y).

(c) En déduire que pour tout (x, y) ∈ R2 : f ′′(x)f(y) = f(x)f ′′(y).
(d) Justifier qu’il existe α ∈ R tel que f est solution de l’équation différentielle :

y′′ − αy = 0.

(e) Donner une expression de f en fonction de α, en distinguant trois cas, selon que α
soit nul, strictement positif ou strictement négatif.
Utiliser la valeur de f(0) pour préciser ces expressions de f .

2. Vérifier que les fonctions obtenues ci-dessus sont bien solutions du problème.
3. Soit f une solution du problème différente de la fonction nulle.

(a) En utilisant le théorème fondamental, démontrer qu’il existe x0 ∈ R tel que :∫ x0

0
f(t) dt 6= 0.

On note A la valeur de cette intégrale.



(b) Démontrer que pour tout (x, y) ∈ R2 : f
(
x+y

2

)2
− f

(
x−y

2

)2
= f(x)f(y).

(c) En intégrant pour y allant de 0 à x0, démontrer que pour tout x ∈ R :∫ x+x0

x
f
(
t
2

)2
dt+

∫ x−x0

x
f
(
t
2

)2
dt = Af(x).

(d) En déduire que f est dérivable.
Donner sa dérivée et justifier que f est deux fois dérivable.

4. Quelles sont finalement toutes les solutions du problème ?

Problème 2. (15 points)
Soit p un nombre premier fixé.
Dans tout ce problème le mot diviseur signifiera diviseur positif.
Pour tout n ∈ N on pose : Fn = 2pn − 1, i.e., Fn = 2(pn) − 1.
1. Soit n ∈ N. Justifier que Fn divise Fn+1.

On note pour toute la suite Qn le quotient de Fn+1 par Fn, de sorte que Fn+1 = QnFn.
Donner une expression de Qn à l’aide d’un signe somme.

2. Soit n ∈ N. Démontrer que pour tout diviseur d de Qn : 2pn+1 ≡ 1 [d].
3. Démontrer par récurrence que pour tout n ∈ N : Fn ≡ 1 [p].
4. (a) Soit n ∈ N. En utilisant l’expression de Qn obtenue dans la question (1) démontrer

que si d est un diviseur de Fn alors : Qn ≡ p [d]
(b) En déduire que pour tout n ∈ N : Qn et Fn sont premiers entre eux.
(c) Démontrer que pour tous entiers naturels distinctsm et n : Qm etQn sont premiers

entre eux.
5. Soit a et b deux entiers strictement positifs premiers entre eux.

On note : E =
{
k ∈ N∗ | ak ≡ 1 [b]

}
.

(a) Pour tout k ∈ N∗ on note rk le reste de la division euclidienne de ak par b.
Démontrer qu’il existe deux entiers i et j dans l’ensemble {1, . . . , b+ 1} tels que
i < j et ri = rj.

(b) Démontrer que j − i ∈ E puis que E admet un plus petit élément.
Ce élément est noté e et appelé ordre de a modulo n.

(c) Démontrer que E = eN∗, i.e., E = {ek | k ∈ N∗}.
Pour n ∈ E on pourra utiliser la division euclidienne de n par e.

6. (a) Soit n ∈ N et soit d un diviseur premier de Qn. Démontrer que l’ordre de 2 modulo
d est pn+1.

(b) Soit n ∈ N∗ et soit d un diviseur premier de Qn−1. Démontrer que : d ≡ 1 [pn].
(c) En déduire que pour tout n ∈ N∗, il existe une infinité de nombres premiers congrus

à 1 modulo pn.


