Lycée Bellevue — Toulouse pour le 9 mars 2026
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°9

Révisions d’analyse

Exercice 1.
Les questions suivantes sont indépendantes.
4 qt 1
1. Calculer I = / — et L= / 21 — 2 dt.
A t(3 — V1) 27 o

2. Donner les développements limités en 0 a 'ordre 2 des fonctions :

xr — arctanx r —tanx
fix—» —mm et g:x—

r —sinx r —arcsinx’

Comparer ces fonctions au voisinage de 0.

3. Donner un développement asymptotique a deux termes de la suite u, = (2 — {L/ﬁ)n au
voisinage de +oo.

Exercice 2.

z o dt
Pour tout z € R on pose f(z :/ _.
pose f(z) 0 /2 +sint
. Justifier que la fonction f est bien définie et de classe 6.

I3

. On suppose que = € |-, w[. Calculer f(z) grace au changement de variable u = tan .

. En déduire f(7) et f(—m).

. Démontrer par changement de variable que pour tout z € R : f(x—27) = f(x)— f(27).
En déduire la valeur de f(2m).

5. On définit la fonction g par : Vx € R g(x) = f(z) — .

Démontrer que la fonction g est périodique puis qu’elle est bornée.

= W N =

6. En déduire un équivalent simple de f au voisinage de +00, et démontrer que la courbe
de f n’admet pas d’asymptote en 4o00.

Exercice 3.

Pour tout n € Z on pose I, :]mr— g,mqug[.

1. Démontrer que pour tout n € IN il existe un unique z,, € I,, tel que tan(z,) = x,.
2. Démontrer que z,, ~ n.

3. Démontrer que z, —nT ——— 7.
n—-+00

4. Démontrer que z, (+:oo) nmw+ % — # + 0(%).

Exercice 4.
On définit une fonction f: R — R par :

e Six € Q alors il existe p € Z, g € IN* avec p et g premiers entre eux tels que x = g.
1

On pose alors f(z) = T

e Siz ¢ Q alors on pose f(x) = 0.

Démontrer que f n’est continue en aucun point de @ mais qu’elle est continue sur R\ Q.



