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Exercice 1.
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Calculer I1 =
∫ 4

1

dt

t(3 −
√

t)
et I2 =

∫ 1

0
t2√1 − t2 dt.

2. Donner les développements limités en 0 à l’ordre 2 des fonctions :

f : x 7→ x − arctan x

x − sin x
et g : x 7→ x − tan x

x − arcsin x
.

Comparer ces fonctions au voisinage de 0.
3. Donner un développement asymptotique à deux termes de la suite un =

(
2 − n

√
2
)n au

voisinage de +∞.

Exercice 2.
Pour tout x ∈ R on pose f(x) =

∫ x

0

dt√
2 + sin t

.

1. Justifier que la fonction f est bien définie et de classe C∞.
2. On suppose que x ∈ ]−π, π[. Calculer f(x) grâce au changement de variable u = tan t

2 .
3. En déduire f(π) et f(−π).
4. Démontrer par changement de variable que pour tout x ∈ R : f(x−2π) = f(x)−f(2π).

En déduire la valeur de f(2π).
5. On définit la fonction g par : ∀x ∈ R g(x) = f(x) − x.

Démontrer que la fonction g est périodique puis qu’elle est bornée.
6. En déduire un équivalent simple de f au voisinage de +∞, et démontrer que la courbe

de f n’admet pas d’asymptote en +∞.

Exercice 3.
Pour tout n ∈ Z on pose In =

]
nπ − π

2 , nπ + π
2
[
.

1. Démontrer que pour tout n ∈ N il existe un unique xn ∈ In tel que tan(xn) = xn.
2. Démontrer que xn ∼ nπ.
3. Démontrer que xn − nπ −−−−→

n→+∞
π
2 .

4. Démontrer que xn =
(+∞)

nπ + π
2 − 1

πn
+ o

( 1
n

)
.

Exercice 4.
On définit une fonction f : R → R par :
• Si x ∈ Q alors il existe p ∈ Z, q ∈ N∗ avec p et q premiers entre eux tels que x = p

q
.

On pose alors f(x) = 1
q
.

• Si x ̸∈ Q alors on pose f(x) = 0.
Démontrer que f n’est continue en aucun point de Q mais qu’elle est continue sur R \Q.


