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Chapitre A8
Développements limités

1. Généralités

_| Cadre

Dans toute cette partie f est une fonction définie sur une partie D de R telle que :

e Ou bien D est un intervalle non réduit a un point contenant 0.
e Ou bien D est un tel intervalle privé de 0.

Ceci signifie que f peut admettre une limite en 0.

Dans tout ce chapitre n désigne un entier naturel.
o

A. Définition

| Définition
On dit quef admet un développement limité en 0 a ['ordre n s’il existe des réels
Co,C1, - - -, Cp tels que :

Remarque. On peut aussi écrire :

Exemples.
i) Développement limité de —— en 0.
( ) |YY 1—x
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(ii) La fonction x — /x n’admet pas de développement limité en 0 & l'ordre 1.

B. Propriétés

Une fonction f admet un développement limité a I'ordre n = 0 en 0 si et seulement si
elle admet une limite finie en 0. Ce développement limité est alors

f(z) =co+o(1) avec co = lim f(z).

z—0

Démonstration. La fonction f admet un développement limité en 0 si et seulement si il
existe un réel ¢g tel que f(z) = ¢o + (x), ol € est une fonction admettant 0 pour limite
en 0. Ceci équivaut a : il existe ¢y € R tel que lin%) f(x) = co.

z—

Cette derniere propriété signifie exactement que f admet une limite finie en 0. U

/_( Proposition ]
Supposons que f est définie en 0, i.e., 0 € D.

e La fonction f admet un développement limité a I'ordre 0 en 0 si et seulement si elle
est continue en 0.

* La fonction f admet un développement limité a 'ordre 1 en 0 si et seulement si elle
est dérivable en 0.

Remarques.
» Ceci ne se généralise pas aux ordres supérieurs.

Par exemple 'existence d'un développement limité a I'ordre 2 n’implique pas la déri-
vabilité seconde de f.
e Les deux sens de ces équivalences sont donnés par les deux lemmes suivants.
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| Lemme 2

Supposons que f est définie en 0.
(1) Si f est continue en 0 alors f admet le développement limité

£(2) 5 1(0) + (D).

(77) Si f est dérivable en 0 alors f admet le développement limité

flz) = F(0) + f'(0)z + o(z).

J
Démonstration.
(1) Si f est continue en 0 alors f(x) — £(0), donc f(x) — f(0) — 0.
Ainsi f(x) — f(0) 60(1), et donc :  f(x) 5 f(0) + o(1).
Il s’agit bien d’un développement limité de f a l'ordre 0 en 0.
(i1) Si f est dérivable en 0 alors % — 1/(0), donc f(x)ff((;)ff,(o)x — 0.
Ainsi f(x) — f(0) — f’(O)x(i)o(x), donc :  f(x) (Ef(O) + f'(0)x 4 o(x).
Il s’agit bien d'un développement limité de f a l'ordre 1 en 0. U

| Lemme 3 N

Supposons que f est définie en 0.
(1) Si f admet le développement limité f(z) 5 co+o(1) en 0 alors f est continue en

0 et ¢o = f(0).
(77) Si f admet le développement limité f(z) 5 cot+ciz+o(x) en 0 alors f est dérivable

en 0, et o = f(0), ¢ = f'(0).

Démonstration.

(1) Nous verrons dans le chapitre A10 (Limites et continuité) que, pour une fonction f
définie en O :

f est continue en 0 = f admet une limite finie en 0
Donc ce point est conséquence du lemme 1.

(77) On suppose que f admet en 0 le développement limité suivant a 'ordre 1 :

f(z) =cy+crx +xe(x) avec e(x) — 0
T—

Alors f(0) = ¢o d’apres le point précédent, et

fx) — f(0)
xi_o =C +€(.ZU) E} C1.
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = ¢;. O
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/_[ Proposition (Troncature d’un développement limité) J

Supposons que f admet en 0 le développement limité suivant :

f)=co+crx+ -+ cpa” + z"e(x) avec ilE)I(l) e(z) = 0.

Soit k& un entier k£ tel que 0 < k < n. Alors f admet en 0 le développement limité
suivant a l'ordre £ :

fl@x)=cot+cz+ -+ cpz” + xkfz(x) avec }}L% ex(z) =0.

Démonstration. On écrit :

fl@)=co+ @+ -+ cpat + xk(ckﬂaf: + Cpyot® 4 cpr R x”_ka(x)>.

Soit £2(1) = 1T + Cppox? + -+ P + 2" Re(2).
Alors lir% go(x) = 0, donc f admet bien un développement limité en 0 a l'ordre k, celui-ci
Tr—

est la restriction du développement limité a I'ordre n. O

/_[ Proposition (Unicité d’un développement limité) ]

Si f admet un développement limité en 0 a 'ordre n alors ce développement limité est
unique.

Démonstration.
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/_[ Proposition (Parité des développements limités) J

Soit f une fonction admettant un développement limité en 0. Si f est paire alors ce

développement limité est de la forme :

flzx = o+ ez +eax* +---+ corz?F + O(ZL'2k) avec k€ IN.

Si f est impaire alors ce développement limité est de la forme :

avec k€ IN.

f(l’) (.?) 61£E+63.I3+"-+Cgk+11‘2k+1+0($2k+1)

Démonstration.

_ | Définition

Soit f une fonction admettant un développement limité en 0. Soit p 'indice du plus
petit coefficient non-nul de ce développement limité. On peut alors écrire

flz) = 2P(ap+ a1z + -+ + apz™ + o(z™)) avec ag # 0.

(0)
Cette écriture est la forme normalisée du développement limité de f en 0.
Le monome agx? est le terme prépondérant du développement limité.

/_[ Proposition ]
Le développement limité ci-dessus implique I’équivalence :  f(z) (r;) aogxP.
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C. Développements limités des fonctions usuelles

| Théoreme .

Les développements limités suivants en 0 sont valables pour tout n € IN.

G J

Exemple 1. Développement limité de (1 + 2)* pour a =0, 1, 2, 3, —1, 3.

> Exercice 1.
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I1. Calculs de développements limités

A. Opérations
Exemple 2.
(i) Développement limité de €3* en 0 & 1'ordre 4.
(71) Développement limité de In(1 — x) en 0 & I'ordre 5.
(iti) Développement limité de ;= en 0 a I'ordre 5.

(iv) (Addition de DL) Développement limité de e + €3* en 0 a I'ordre 4.
(v) (Multiplication de DL) Développement limité de e* cosx en 0 a l'ordre 4.

Exercices 2, 3, 4.
Exemple 3.
(i) Développement limité de 2~ en 0 a I'ordre 3.

(7i) Développement limité de In(2 — x) en 0 a l'ordre 3.

Exercice 5.
Exemple 4.
(i) Développement limité de exp(2z — x?) en 0 a lordre 4.

(i1) (Composition de développements limités) In(cosz) en 0 a l'ordre 5.
1

Cos T

(777) (Quotient de développements limités) en 0 a l'ordre 5.

(iv) Développement limité de tanz en 0 a l'ordre 5.

Exercice 6.

Remarque : manipulation des petits o.

0(3z%) = o(z?) + o(2?)

= o(x? + x?)
(0) (0)

I

—
=

rlo(2?) = o(xt)o(z?) = '+ o(z?) =

—~
=
—~
=
=
—
=

B. Primitivation

ﬁ( Théoréme (Primitivation de développements limités) J

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I contenant 0. On Suppose que f’ admet
le développement limité a l'ordre n :

f'(z) 5 0 +caz+ -+ ez +o(a).

Alors f admet le développement limité suivant a l'ordre n + 1 :

2 l.nJrl

T
f(l’)m_)f(o)+00$+01?++cnn+1
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Démonstration. Admise pour I'instant. Nécessite le théoreme des accroissements finis (cha-
pitre A1l : Dérivation).

Exemple 5. Démonstration de la formule du développement limité de In(1 + x).
Exemple 6.
(i) Développement limité de la fonction arcsin en 0 a lordre 5.

(7i) Développement limité de la fonction arctan en 0 a l'ordre 2n + 1.

C. Formule de Taylor-Young

Rappel.

e Soit n € IN. Une fonction est de classe 6" si elle est n fois dérivable et sa dérivée n-eéme
est continue.

» Une fonction est de classe 6™ si elle est dérivable n fois pour tout n € IN*.

/_[ Lemme (Formule de Taylor-Young en 0) J

Soit n un entier naturel et f une fonction de classe 6" en 0. Alors f admet le déve-
loppement limité :

.

Exemple 7. Cas n =0, 1, 2.

Démonstration.
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Corollaire

Une fonction de classe 6°° sur un intervalle I admet un développement limité & tout
ordre en tout point de I.

Exemple 8. Démonstration des formules donnant les développements limités des fonc-
tions exponentielle, sinus, cosinus, et z — (1 + z)°.

III. Développement limité au voisinage d’un point
quelconque

| Cadre

Soit a un réel. Dans cette partie f est une fonction définie sur une partie D de R telle
que :

e Ou bien D est un intervalle non réduit a un point contenant a.
e Ou bien D est un tel intervalle privé de a.

| Définition
On dit que f admet un développement limité en a da l'ordre n il existe des scalaires
Co, C1, - -+, Cp tels que :

Remarques.

* De fagon équivalente :

Ou encore, pour tout h tel que a+h € D :

* Les propriétés d’'unicité et de troncature sont toujours valables.
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Pour obtenir un développement limité d'une fonction au voisinage d’un point a, on
pose h = x — a et on calcule un développement limité de h — f(a + h) au voisinage
de h = 0.

Exemple 9.

(i) Développement limité de X au voisinage de a = 2 & I'ordre 2.
(ii) Développement limité de e* au voisinage de a = 4 a l'ordre 2.
(i4i) Développement limité de cosx a I'ordre 3 en a = %.

> Exercice 7.

/_( Théoréme (Primitivation de développements limités) ]

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, et soit @ un point de /. Supposons
que f" admet le développement limité a 1’ordre n :

f'(x) =co +ei(r—a)+ -+ cplx—a)" + o((z —a)").

Alors f admet le développement limité suivant a 'ordre n + 1 :

f(a) + co(x —a) + 01M +-- 4 CHM +o((z — a)"*).

() 5 ——

(@

Théoréme (Formule de Taylor-Young) }

Soit f une fonction de classe 6" en a. Alors f admet le développement limité :

f(z) & f(a) + f'(a)(z —a) + f”(@)(f”;!“)

x—a)"

+ --+f(”)(a)( +o((x — a)").

n!

> Exercice 8.
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IV. Applications

A. Calculs de limites
Exemple 10.

x? T COsSxT — Sinx

(i) lim— (ii) lim

=0 x — In(1 + x) a3

Exercice 9.

B. Tangentes
Remarque. D’apres la formule de Taylor-Young, si f est de classe 6% en a alors :

f"(a)
2

f(@) = fla) + f(a)(x — a) + (z—a)* +o((z — a)?).

a)

—~

Ceci montre que le développement limité d'une fonction a 'ordre 1 donne la tangente a
la courbe. Le terme suivant donne la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Exercices 10, 11.

C. Développement asymptotique

Définition

Un développement asymptotique d’une fonction est un développement limité en 4oo,
obtenu en posant h = <.

Il peut contenir des termes non polynomiaux.

Exemple 11.
o . 222 +5 o
(1) Développement asymptotique de f(x) = T3 o +oo & l'ordre 2.
x

(77) Comportement asymptotique de u,, = /n.

Exercices 12, 13.

Proposition : Formule de Stirling j

Exemple 12. On peut en déduire le développement asymptotique suivant :

In(nt) =
( )(+OO)

Exercice 14.
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