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Dérivation

5 Soit f(x) = arcsin(1 − x2).

a. Déterminer l’ensemble de définition de f , et le réduire par parité.
b. Sur quel ensemble f est-elle dérivable ?

a. La fonction arc-sinus est définie et continue sur [−1, 1] et dérivable sur ]−1, 1[.
On calcule :

−1 ⩽ 1 − x2 ⩽ 1 ⇐⇒ 0 ⩽ x2 ⩽ 2 ⇐⇒ −
√

2 ⩽ x ⩽
√

2
−1 < 1 − x2 < 1 ⇐⇒ 0 < x2 < 2 ⇐⇒ −

√
2 < x < 0

ou 0 < x <
√

2

Ainsi, par composition, la fonction f est définie et continue sur
[
−

√
2,

√
2
]

et dérivable
sur

]
−

√
2, 0

[
∪
]
0,

√
2
[
.

Comme la fonction f est paire on peut réduire son étude à l’intervalle
[
0,

√
2
]
.

b. On a justifié que la fonction f est dérivable sur
]
−

√
2, 0

[
∪
]
0,

√
2
[
. Pour tout x dans

cet ensemble on calcule :

f ′(x) = −2x√
1 − (1 − x2)2

= −2x

|x|
√

2 − x2

Pour la dérivabilité de f en ±
√

2 on utilise le théorème de limite de la dérivée :

•la fonction f est continue sur
[
−

√
2,

√
2
]

•la fonction f est dérivable sur
]
−

√
2, 0

[
∪
]
0,

√
2
[

•les limites de f sont :

lim
x→−

√
2
f(x) = +∞ lim

x→
√

2
f(x) = −∞

Par le théorème de limite de la dérivée f n’est pas dérivable en
√

2 ni en −
√

2.

Pour la dérivabilité en 0 :
•la fonction f est continue sur

[
0,

√
2
]

•la fonction f est dérivable sur
]
0,

√
2
[

•lim
x→0

>

f(x) = −
√

2.
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MPSI – Mathématiques Corrigé partiel du TD A11 : Dérivation

Par le théorème de limite de la dérivée f est dérivable à droite en 0, de dérivée −
√

2.
De même on montre que f est dérivable à gauche en 0, de dérivée

√
2.

Ainsi f est dérivable à gauche et à droite en 0, mais ses dérivées ne sont pas égales.
Donc elle n’est pas dérivable en 0.
On obtient une courbe comme la suivante :

x

y

−1 0 1
√

2−
√

2

π
2

−π
2

y = f(x)

6 Soit f la fonction définie par :
f : R −→ R

x 7−→
® sin x2

x
si x ̸= 0

0 sinon.

Démontrer que f est dérivable.
Est-elle de classe C1 ?

Par composition et quotient la fonction f est de classe C∞ sur R∗.
On étudie sa dérivabilité puis sa classe en 0.
Tout d’abord :

f(x) − f(0)
x − 0 = sin(x2)

x2 −−→
x→0

1.

Ceci montre que f est dérivable en 0, de dérivée f ′(0) = 1.
On peut donc exprimer sa dérivée sur R :

∀x ∈ R f ′ : R −→ R

x 7−→

{
2 cos(x2) − sin(x2)

x2 si x ̸= 0
1 sinon.

On en déduit que lim
x→0

f ′(x) = 1 = f ′(0), donc la fonction f ′ est continue en 0 et la fonction
f est de classe C1 en 0.
Elle est donc de classe C1 sur R.
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7 Soit f la fonction définie par :

f(x) =
®

1 + 3x + x3 sin 1
x2 si x ̸= 0

1 si x = 0
.

a. Démontrer que la fonction f possède un développement limité en 0 à l’ordre 2.
b. Justifier que la fonction f est dérivable en 0, mais qu’elle n’est pas de classe C1.

a. La fonction x 7→ sin 1
x2 est bornée donc : lim

x→0
x sin 1

x2 = 0.
On en déduit que f admet en 0 le développement limité à l’ordre 2 suivant :

f(x) =
(0)

1 + 3x + x2o(x)

b. Comme f admet un développement limité à l’ordre 2 en 0 alors par troncature f admet
un développement limité à l’ordre 1 en 0, et donc f est dérivable en 0.
On peut ajouter que f ′(0) = 3, car il s’agit du coefficient de degré 1.
Ceci peut être vérifié directement :

f(x) − f(0)
x − 0 = 3 + x2 sin 1

x2 −→
x→0

3

Donc f est dérivable en 0 et f ′(0) = 3.
Démontrons que f n’est pas de classe C1 en 0.
Tout d’abord, f est dérivable su R∗ et :

∀x ∈ R∗ f ′(x) = 3 + 3x2 sin 1
x2 − 2 cos 1

x2

La fonction x 7→ cos 1
x2 n’admet pas de limite en 0.

Pour justifier ceci on considère les deux suites (un) =
Ä

1√
2πn

ä
et (vn) =

Ä
1√

2πn+π

ä
.

Ces deux suites convergent vers 0. Si g admettait une limite ℓ en 0, alors par composition
les deux suites (g(un)) et (g(vn)) tendraient vers ℓ, mais c’est impossible car elles sont
constantes, égale à 1 et à −1.
Ainsi la fonction f ′ n’admet pas de limite en 0, donc elle n’est pas continue et f n’est
pas de classe C1.

Cet exemple montre qu’une fonction peut admettre un développement limité à l’ordre 2
en un point sans être deux fois dérivable.
La fonction f n’est en fait même pas de classe C1. Donc cet exemple montre aussi qu’une
fonction peut admettre un développement limité à l’ordre 1 sans être de classe C1.
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8 Démontrer que la fonction logarithme népérien est de classe C∞ et donner ses
dérivées successives.

On démontre par récurrence sur n > 0 la propriété Pn : la fonction ln est n fois dérivable,
sa dérivée n-ème est :

∀x ∈ R∗
+ ln(n)(x) = (−1)n−1 (n − 1)!

xn

9 Calculer les dérivées successives de :
f : R −→ R

x 7−→ x3e3x

On pose a(x) = x3 et b(x) = e3x.
Les fonctions a et b sont de classe C∞ sur R, de dérivées successives :

∀k ∈ N ∀x ∈ R a(k)(x) =
® 3!

(3−k)!x
3−k si 0 ⩽ k ⩽ 3

0 sinon.
et b(k)(x) = 3ke3x

Par produit la fonction f est de classe C∞, et grâce à la formule de Leibniz on obtient
ses dérivées successives :

∀n ∈ N ∀x ∈ R f (n)(x) = 3ne3x

Å
x3 + nx2 + n(n − 1)

3 x + n(n − 1)(n − 2)
27

ã
1 Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

f1 : x 7→ x arctan x − 1
2 ln (1 + x2) f2 : x 7→ arccos

√
1 − x2

f3 : x 7→ ln
»

1+cos x
1−cos x

f4 : x 7→ arctan sh x f5 : x 7→ arccos 1
ch x

f6 : x 7→ ln | tan x| f7 : x 7→ 2 arctan
»

1+x
1−x

− arcsin
√

1 − x2

On obtient :

f ′
1(x) = arctan x f ′

2(x) = x
|x|

√
1−x2 f ′

3(x) = − 1
sin x

f ′
4(x) = 1

ch x
f ′

5(x) = x
|x| ch x

f ′
6(x) = tan x + cot x

f ′
7(x) =

Ä
1 + |x|

x

ä
1√

1−x2
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2 Déterminer l’ensemble de définition, l’ensemble de dérivabilité et la fonction dérivée
de chacune des fonctions suivantes.

f1 : x 7→ cos
√

x f2 : x 7→ arcsin 3−x
2 f3 : x 7→ ln (x +

√
x2 − 1)

f4 : x 7→
®

ln(x + 1) si x ⩾ 0,
x

1−x
sinon f5 : x 7→

»
1+cos x
1−cos x

f6 : x 7→ x
»

1+x
1−x

f7 : x 7→ x
1+

√
1−x2 f8 : x 7→ ⌊x⌋ +

√
x − ⌊x⌋

f3 : x 7→ ln (x +
√

x2 − 1)

Le réel
√

x2 − 1 est défini si et seulement si x2 − 1 ⩾ 0, donc si et seulement si
x ∈ ]−∞, −1] ∪ [1, +∞[.
Si x ⩾ 1 alors x +

√
x2 − 1 est strictement positif, donc f3(x) est défini.

Si x ⩽ −1 alors x +
√

x2 − 1 < x +
√

x2 = x + |x|, comme x est négatif alors
x +

√
x2 − 1 < 0 donc f3(x) n’est pas défini.

Finalement f3 est définie sur D3 = [1, +∞[.

Si x > 1 alors x2 −1 > 0. La fonction racine carrée est dérivable sur R∗
+ et la fonction

ln est dérivable sur son ensemble de définition, donc par composition la fonction f3
est dérivable sur ]1, +∞[.

Étudions la dérivabilité de f3 en 1.

On écrit pour tout x > 1 :

f3(x) − f3(1)
x − 1 =

ln
(
x +

√
x2 − 1

)
x − 1

On sait que
ln (u) ∼

(1)
u − 1 et lim

x→1

Ä
x +

√
x2 − 1

ä
= 1

donc par composition de limites :

f3(x) − f3(1)
x − 1 ∼

(1)

x +
√

x2 − 1 − 1
x − 1 = 1 +

√
x + 1√
x − 1

Ceci donne :
lim
x→1

f3(x) − f3(1)
x − 1 = +∞

La fonction f3 n’est donc pas dérivable en 1.

Finalement f3 est dérivable sur ]1, +∞[ et on calcule :

∀x ∈ ]1, +∞[ f ′
3(x) =

1 + 2x
2
√

x2−1

x +
√

x2 − 1
= 1√

x2 − 1
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On peut démontrer de plus que f3(x) ∼
+∞

ln x, et tracer la courbe suivante :

x

y

1

y = f3(x)

f5 : x 7→
»

1+cos x
1−cos x

La fonction f5 est définie si cos x ̸= 1 et si 1+cos x
1−cos x

⩾ 0. La première condition est
valide si et seulement si x n’est pas multiple de 2π, la première est toujours valide,
car : ∀x ∈ R − 1 ⩽ cos x ⩽ 1
La fonction f5 est donc définie sur R \ {2kπ | k ∈ Z}.
Si x ̸= π + 2kπ pour tout k ∈ Z alors 1+cos x

1−cos x
> 0.

Donc par quotient et composition la fonction f5 est dérivable sur R \ {kπ | k ∈ Z}.
On calcule, pour tout x dans cet ensemble :

f ′
5(x) = − sin x

(1 − cos x)2

…
1 − cos x

1 + cos x
= − sin x

1 − cos x

 
1

(1 − cos x)(1 + cos x)

= − sin x

|sin x|
1

1 − cos x

On étudie maintenant la dérivabilité en π + 2kπ.
Comme la fonction est 2π-périodique, il suffit d’étudier sa dérivabilité en π.
On peut utiliser le théorème de limite de la dérivée, ou revenir à la définition de la
dérivabilité, ce que nous faisons ci-dessous.
Le taux d’accroissement de f5 en π est :

f5(x) − f5(π)
x − π

= 1
x − π

…
1 + cos x

1 − cos x

On pose h = x − π. Alors :

f5(x) − f5(π)
x − π

= 1
h

 
1 − cos h

1 + cos h
∼

(h→0)

1
h

…
h2

4 = |h|
2h

On en déduit :

lim
x→π

<

f5(x) − f5(π)
x − π

= −1
2 lim

x→π
<

f5(x) − f5(π)
x − π

= 1
2

Ainsi f5 est dérivable à gauche et à droite en π, de dérivées f ′
g(π) = −1

2 et f ′
d(π) = 1

2 .
Elle n’est donc pas dérivable en π.
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La courbe de f5 est la suivante :

π 2π 3π0

1

y = f5(x)

On peut ajouter qu’il est possible de simplifier l’expression de f5 dès le départ, en
multipliant par une quantité conjuguée ou en utilisant les formules en t = tan x

2 :

∀x ∈ R \ {2kπ | k ∈ Z} f5(x) = |sin x|
1 − cos x

=
∣∣∣∣ 1
tan x

2

∣∣∣∣
Cette dernière expression en particulier explique bien l’aspect de la courbe.

f7 : x 7→ x

1 +
√

1 − x2

Cette fonction est définie sur [−1, 1]. Par composition et quotient elle est continue.
Toujours par composition elle est dérivable sur ]−1, 1[, de dérivée :

∀x ∈ ]−1, 1[ f ′(x) = 1√
1 − x2

(
1 +

√
1 − x2

)
Le théorème de limite de la dérivée montre qu’elle n’est pas dérivable en ±1, mais on
peut aussi calculer la limite du taux d’accroissement :

f(x) − f(1)
x − 1 =

√
1 − x +

√
1 + x√

1 − x
(
1 +

√
1 − x2

) −−→
x→1

+∞

Ceci montre que f n’est pas dérivable en 1, et de même en −1.
f8 : x 7→ ⌊x⌋ +

√
x − ⌊x⌋

Cette fonction a été étudiée dans l’exercice 4 de la feuille de TD A10.
Nous avons vu qu’elle est continue sur R, et que sa courbe est la suivante :

1 2 3 4-1 0

1

2

3

4

-1

y = f8(x)
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La fonction x 7→ ⌊x⌋ est dérivable sur R \ Z, de dérivée nulle. Pour tout x ∈ R \ Z,
comme x − ⌊x⌋ > 0 alors par composition f8 est dérivable en x.
Ainsi f8 est dérivable sur R \ Z, de dérivée :

∀x ∈ R \ Z f ′
8(x) = 1

2
√

x − ⌊x⌋

Pour la dérivabilité en un point n entier on calcule les limites à gauche et à droite du
taux d’accroissement. On rappelle :

∀x ∈ [n − 1, n[ f8(x) = n − 1 +
√

x − n + 1
∀x ∈ [n, n + 1[ f8(x) = n +

√
x − n

Donc :

lim
x→n

<

f8(x) − f8(n)
x − n

= lim
x→n

<

√
x − n + 1 − 1

x − n
= lim

x→n
<

1√
x − n + 1 + 1

= 1
2

lim
x→n

>

f8(x) − f8(n)
x − n

= lim
x→n

>

√
x − n

x − n
= lim

x→n
>

1√
x − n

= +∞

On en déduit que f8 est dérivable à droite en n, de dérivée f ′
d(n) = 1

2 , mais qu’elle
n’est pas dérivable à gauche.

3 Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes.
Étudier leurs prolongements par continuité et la dérivabilité de ceux-ci.

f1 : x 7→ x sin 1
x

f2 : x 7→ x2 sin 1
x

Les fonctions f1 et f2 sont définies sur R∗, de classe C∞ par composition.
Comme la fonction |sin| est majorée par 1 alors :

∀x ∈ R∗
+ |f1(x)| ⩽ |x| et |f2(x)| ⩽

∣∣x2∣∣
Par théorème d’encadrement, les deux fonctions tendent vers 0 lorsque x tend vers 0.
On peut donc les prolonger par continuité en posant f1(0) = f2(0) = 0.
Étudions maintenant leur dérivabilité en 0, grâce à leurs taux d’accroissement.

∀x ∈ R∗ f1(x) − f1(0)
x − 0 = sin 1

x
et f2(x) − f1(0)

x − 0 = x sin 1
x

= f1(x)

Nous avons vu que la fonction x 7→ sin 1
x

n’admet pas de limite lorsque x tend vers +∞.
Donc la fonction f1 n’est pas dérivable en 0. Par contre la fonction f2 est dérivable en 0,
de dérivée f2(0) = 0.

page 8/14



MPSI – Mathématiques Corrigé partiel du TD A11 : Dérivation

Voici l’allure des courbes de ces fonctions :

x0 1−1

1

−1

y = f1(x)

x0 1−1

1

−1

y = f2(x)

La fonction f2 est un exemple de fonction dérivable dont la dérivée n’est pas continue. En
effet, on a démontré qu’elle est dérivable sur R, que sa dérivée en 0 est 0, et on calcule :

∀x ∈ R f ′
2(x) =

®
2x sin 1

x
− cos 1

x
si x ̸= 0

0 si x = 0

La fonction x 7→ 2x sin 1
x

tend vers 0 lorsque x tend vers 0, mais la fonction x 7→ cos 1
x

n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. On le démontre de la même façon que pour
x 7→ sin 1

x
.

Donc f ′
2(x) n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. En particulier elle ne tend pas

vers f ′
2(0), et donc elle n’est pas continue.

Ainsi la fonction f2 est dérivable mais sa dérivée n’est pas continue.
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4 Établir les égalités suivantes.

a. ∀x ∈ [−1, 1] arcsin (2x2 − 1) = 2 arcsin |x| − π

2

b. ∀x ∈ [−1, 0[ ∪ ]0, 1] arctan
√

1 − x2

x
=
ß

arccos x si x > 0
arccos x − π si x < 0

a. On pose : f(x) = arcsin(2x2 − 1) − 2 arcsin |x|
On utilise les équivalences :

∀x ∈ R −1 ⩽ 2x2 − 1 ⩽ 1 ⇐⇒ −1 ⩽ x ⩽ 1
−1 < 2x2 − 1 < 1 ⇐⇒ −1 < x < 0 ou 0 < x < 1
−1 ⩽ |x| ⩽ 1 ⇐⇒ −1 ⩽ x ⩽ 1
−1 < |x| < 1 ⇐⇒ −1 < x < 1

La fonction x 7→ 2x2 − 1 est définie et dérivable sur R.
La fonction arcsin est définie et continue sur [−1, 1] et dérivable sur ]−1, 1[.
La fonction x 7→ |x| est définie et continue sur R, dérivable sur R∗.
Par composition et soustraction, la fonction f est définie et continue sur [−1, 1] et
dérivable sur ]−1, 0[ ∪ ]0, 1[.
Sa dérivée est :

∀x ∈ ]−1, 0[ ∪ ]0, 1[ f ′(x) = 4x»
1 − (2x2 − 1)2

− 2 x

|x|
1»

1 − |x|2

= 4x

2|x|
√

1 − x2
− 2x

|x|
√

1 − x2
= 0

Comme sa dérivée est nulle alors f est constante sur tout intervalle. Elle est donc
constante sur ]−1, 0[ et ]0, 1[.
Par continuité, f est constante sur [−1, 0] et [0, 1], donc sur [−1, 1].
En effet, si K est la valeur de f sur ]0, 1[ :

∀x ∈ ]0, 1[ f(x) = K

Alors :
lim
x→0

f(x) = lim
x→1

f(x) = K

Or comme f est continue en 0 et en 1 alors :

lim
x→0

f(x) = f(0) et lim
x→1

f(x) = f(1)

On en déduit que f(0) = f(1) = K, donc f est constante sur [0, 1] égale à K.
On procède de même sur [−1, 0], donc finalement f est constante sur [−1, 1].
On calcule f(0) = −π

2 donc f est constante égale à −π
2 sur [−1, 1], ce qui donne le

résultat demandé.
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b. Soit f(x) = arctan
√

1−x2

x
.

Cette fonction est définie sur D = [−1, 0[ ∪ ]0, 1], continue par composition et quotient.
Elle est dérivable sur D′ = ]−1, 0[ ∪ ]0, 1[, également par composition et quotient.
On calcule :

∀x ∈ D′ f ′(x) = −1√
1 − x2

= arccos′ x

Comme ]−1, 0[ et ]0, 1[ sont des intervalles alors il existe deux constantes K1 et K2
telles que :

∀x ∈ D′ f(x) =
®

arccos x + K1 si x ∈ ]−1, 0[
arccos x + K2 si x ∈ ]0, 1[

Comme f est continue sur D alors ces égalités se prolongent à D :

∀x ∈ D f(x) =
®

arccos x + K1 si x ∈ [−1, 0[
arccos x + K2 si x ∈ ]0, 1]

Les valeurs en −1 et 1 montrent que K1 = −π et K2 = 0, donc :

∀x ∈ [−1, 0[ ∪ ]0, 1] f(x) =
®

arccos x − π si x < 0
arccos x si x > 0.

5 Étudier les fonctions suivantes.

f1 : x 7→ arcsin x

1 + x2 f2 : x 7→ arccos 2
√

x

x + 1 f3 : x 7→ arccos th x + arcsin 1
ch x

f2 : x 7→ arccos 2
√

x
x+1

On étudie d’abord la fonction g : x 7→ 2
√

x
x+1

Cette fonction est définie sur R+, par quotient elle est dérivable sur R∗
+, de dérivée :

∀x ∈ R∗
+ g′(x) = 1 − x√

x(x + 1)2

On obtient le tableau de variations suivant :
x

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

+ 0 −

0

1

0

Pour la limite en +∞ on a utilisé l’équivalence : g(x) ∼
+∞

2
√

x
x

= 2√
x

−→ 0

La fonction arccos est définie et continue sur [−1, 1], dérivable sur ]−1, 1[.
Par composition et d’après le tableau de variations ci-dessus, la fonction f2 est définie
est continue sur [0, +∞[, dérivable sur ]0, 1[ ∪ ]1, +∞[.
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Sa dérivée est :

∀x ∈ ]0, 1[ ∪ ]1, +∞[ f ′
2(x) = x − 1√

x(x + 1)|x − 1|

Pour la dérivabilité en 0 et en 1 on applique trois fois le théorème de limite de la
dérivée :
•la fonction f2 est continue sur [0, +∞[
•la fonction f2 est dérivable sur ]0, 1[ ∪ ]1, +∞[
•les limites de f ′

2 sont :

lim
x→0

f ′
2(x) = +∞ lim

x→1
<

f ′
2(x) = −1

2 lim
x→1

>

f ′
2(x) = 1

2
D’après le théorème de limite de la dérivée f2 n’est pas dérivable en 0, elle est dérivable
à gauche en 1 de dérivée −1

2 et à droite en 1 de dérivée 1
2 .

Ces deux dernières dérivées sont différentes donc f2 n’est pas dérivable en 1.

On obtient le tableau de variations suivant :
x

f ′
2(x)

f2(x)

0 1 +∞

−∞ − −1
2

1
2 +

π
2

0

π
2

Puis la courbe :

x

y

0 1

π
2

y = f2(x)

f3 : x 7→ arccos th x + arcsin 1
ch x

Les fonctions hyperboliques sont définies et dérivables sur R.
On sait que :

∀x ∈ R ch x ⩾ 1 et (ch x = 1 ⇐⇒ x = 0)

Ceci montre que :

∀x ∈ R 1
ch x

∈ ]0, 1] et
Å 1

ch x
= 1 ⇐⇒ x = 0

ã
La fonction arcsin est définie et continue sur [−1, 1] et dérivable sur ]−1, 1[.
Par composition la fonction x 7→ arcsin 1

ch x
est définie et continue sur R, dérivable

sur R∗.
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La fonction arccos est définie et continue sur [−1, 1] et dérivable sur ]−1, 1[. Or on
sait que la fonction th est dérivable et :

∀x ∈ R − 1 < th x < 1
Par composition la fonction x 7→ arccos th x est définie et dérivable sur R.

Par somme la fonction f3 est définie et continue sur R et dérivable sur R∗.
Sa dérivée est :

∀x ∈ R∗ f ′
3(x) = − 1

ch x
− sh x

ch x|sh x|
Comme sh x est du signe de x alors :

∀x ∈ R∗ f ′
3(x) = − 1

ch x

Å
1 + x

|x|

ã
Ceci donne :

∀x ∈ R∗ f ′
3(x) =

{
− 2

ch x
si x > 0

0 si x < 0
En particulier, comme R− est un intervalle alors la fonction f3 est constante sur R−.

Pour la dérivabilité en 0 on utilise le théorème de limite de la dérivée :
•la fonction f3 est continue sur R
•la fonction f3 est dérivable sur R∗

•les limites de f ′
3 sont :

lim
x→0

<

f ′
3(x) = 0 lim

x→0
>

f ′
3(x) = −2

D’après le théorème de limite de la dérivée la fonction f3 est dérivable à gauche en 0
de dérivée 0 et à droite de dérivée −2.
Ces deux dérivées ne sont pas égales donc la fonction f3 n’est pas dérivable en 0.

On obtient le tableau de variations :
x

f ′
3(x)

f3(x)

−∞ 0 +∞

0 −2 −

π π

0

Puis la courbe :

x

y

0

π
y = f3(x)
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6 Soit u : R → C une fonction dérivable. Démontrer que la fonction
f : R −→ C

t 7−→ eu(t)

est dérivable et donner sa dérivée.

On note x et y les parties réelles et imaginaires de u. Alors x et y sont deux fonctions
réelles, et pour tout t ∈ R : u(t) = x(t) + iy(t)
On en déduit :

∀t ∈ R eu(t) = ex(t)eiy(t) = ex(t) cos y(t) + iex(t) sin y(t)

Comme la fonction u est dérivable alors par propriété ses parties réelles et imaginaires
sont dérivables, donc x et y sont dérivables.
Les fonctions exponentielle, cosinus et sinus sont dérivables, donc par composition et
produit les fonctions t 7→ ex(t) cos y(t) et t 7→ ex(t) sin y(t) sont dérivables.
Or ces fonctions sont les parties réelles et imaginaires de la fonction t 7→ eu(t), donc par
propriété cette fonction est dérivable.
On calcule sa dérivée :

∀t ∈ R f ′(t) =
Ä
x′(t)ex(t) cos y(t) − y′(t)ex(t) sin y(t)

ä
+ i
Ä
x′(t)ex(t) sin y(t) + y′(t)ex(t) cos y(t)

ä
= ex(t)((x′(t) + iy′(t)) cos y(t) + i(x′(t) + iy′(t)) sin y(t))
= ex(t)(x′(t) + iy′(t))(cos y(t) + i sin y(t))
= ex(t)u′(t)eiy(t) = u′(t)eu(t)

On a démontré que la formule (eu)′ = u′eu est valable aussi si u est une fonction complexe.
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