Lycée Bellevue — Toulouse pour le 13 avril 2026
MPSI — Mathématiques

{ Devoir a la Maison n°11 ]

On considere la fonction F': R, — R
z Int

1 1+1¢2
1. (a) Justifier que F est bien définie et de classe 6.

Donner sa dérivée et ses variations.

Tr ——

(b) Calculer le développement limité de F' a 'ordre 3 au voisinage de x = 1.

arctanx .
{ sixz >0

2. (a) Soit ¢ la fonction définie sur R par : ¢(x) = x

1 six=0.
Démontrer que ¢ continue sur R, .

(b) Démontrer que : Vz >0 F(z)=arctanzlnz — / ©(t) dt.
1

(c) En déduire que F' est prolongeable par continuité en 0.
On note F le prolongement par continuité de F' a R..
On note K = ﬁ(O), ce réel est appelé constante de Catalan.
(d) La fonction F' est-elle dérivable & droite en 07
3. (a) Démontrer que : Vo >0 F(z)=F(2)
(b) Que peut-on dire de F' au voisinage de 400 ?
(c¢) Donner un développement asymptotique a deux termes de F' en +o0.
4. Tracer l'allure de la courbe représentative de F', en admettant que K ~ 0,9.
Faire figurer aussi la parabole d’équation y = i(x —1)%

On cherche maintenant a calculer K.

s 1 n—larctan &
5. Pour tout n € IN* on pose : u,, = — + — + T
P & 2n kz::l k

Justifier en utilisant un résultat du cours que la suite (u,) converge vers K et que

_ — 1
U, K(+m)0(n2).

6. La méthode suivante est de complexité en temps similaire mais n’utilise pas la fonction
arc-tangente ni la valeur de 7.
(a) Soit k € IN et > 0. Calculer I(z) = / tFInt dt.
1
n Lok . t2n+2
= 1) + (=1 ——
1+¢2 kz:%( ) (=1) 1+1¢2
(c) Soit n € IN et x € ]0, 1] fixés. Donner une majoration de la forme :

(b) Démontrer que : ¥Yne€ N Vt >0

n

F() = 32 (1) Laule)| < L)

k=0

ou 'entier m est a expliciter.
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n 1 k
(d) On pose pour tout n € N : v, = go: (Q(k; +)1)2
1

Démontrer que: VYne N |K —uv,| < m

(e) Ecrire un programme en Python calculant la valeur de K & 10710 prés.

Donner cette valeur.
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