Lycée Bellevue — Toulouse 13 avril 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°11 ]

1. (a) La fonction f : t +— 114132 est définie sur R7, continue par quotient de fonctions

continues. Pour tout # € R’ lintervalle [1,z] ou [z,1] est inclus dans RY donc
I'intégrale / f(t)dt est définie. Ainsi F' est définie sur R .
1

D’apres le théoreme fondamental, comme f est continue sur R’ alors F' est la
primitive de f qui s’annule en 1. Ainsi F' est dérivable et :

Inz

Vo e RY F’(x):f(x):m

Cette dérivée est négative sur |0, 1], positive sur [1, 400, donc F' est décroissante
sur |0, 1] et croissante sur [1, 4+o00].

Par quotient la fonction f est de classe €™ sur R’. Ainsi F' est dérivable et F" est
de classe 6°°, donc F est de classe 6°°.

(b) On calcule d’abord le développement limité de F'(z) a l'ordre 2 au voisinage de
x = 1. Pour cela on pose h =2 —1:

Fla)= FO+h) =n(l+h)—— = S +h)

2+2h+h% 2 1+ (h+ $h?)

Comme (h + %hQ) ﬁ 0 alors :
H

1

1 1.\
S h2> (h h2) h2
1+ (h + 3h?) < o) \hEght) o)

1

Ceci donne :

1 1 1 1 3
F/(]_ ‘I— h/) = 2<h — §h2 + 0(h2)) (1 — h + §h2 + 00(h2)> = §h — Zh? ‘I— OO(hQ)

On applique le théoréme de primitivation des développements limités. Comme F’
admet un développement limité a l'ordre 2 alors F' admet un développement limité
a lordre 3. Sachant que F'(1) = 0 ce développement limité est :

1 1
F(l + h) = ZhQ — Zhg} + 00(h3)

On a donc obtenu le développement limité de F' au voisinage du point x =1 :

F(e) = 3o =17 = 3l = 1P +oul(o = 1))
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2. (a) Par quotient de fonctions ne s’annulant pas la fonction ¢ est définie et continue sur
RR? . Démontrons qu’elle est continue en 0 également.

Le développement limité
arctanx = x + og(x)
donne
o) = 1+ oo(1)
donc ¢ admet 1 pour limite en 0. Ainsi ¢(x) — ©(0), et ¢ est continue en 0.
T—
Finalement ¢ est continue sur R, .

(b) Soit u et v les fonctions définies sur R par u(t) = arctant et v(t) = Int. Ces deux
fonctions sont de classe 6" sur R% donc sur tout intervalle [1, ] ou [z, 1].

Par intégration par parties, en fixant z > 0 :

Fz) = /1 W ()t dt = [u(t)v(t)]j— /1 “u(t)'(8) dt

zarctant

=arctanxzlnz — /

dt = arctanzInx — / o(t) dt
1 1

Ceci est bien la formule demandée.
(¢) Tout d’abord I’équivalence arctan 5 donne :

arctanz Inz ~ zlnzx
0

Par croissances comparées (z lnx) — 0, donc (arctan z In z) — 0.
T—r T—

La fonction ¢ est continue sur [0, 1] donc la fonction

0,1] — R
T —> /lmgo(t) dt

est définie sur [0, 1], et d’apres le théoreme fondamental c¢’est une primitive de .
Elle est a fortiori continue et ainsi :

[y — [fowar

z—0 Jq

La formule démontrée dans la question précédente montre que F' admet une limite
finie en O :

T 1
lim F(z) = ili% (arctana: Inx — /1 go(t)) = /0 o(t)dt

z—0

1

Ainsi F est prolongeable par continuité en 0, en posant F/(0) = / o(t) dt.
0

d) La limite de F’ en 0 est :
(d)

~ 1
lim F'(z) = lim nx2:_
= o1t
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La fonction F est continue sur Ry et dérivable sur RY.

D’apres le théoreme de limite de la dérivée, comme F’ admet une limite infinie en
0 alors F' n’est pas dérivable en 0.

De plus, cette limite étant —oo, sa courbe représentative admet une demi-tangente
verticale en x = 0, orientée vers le bas.
3. (a) Soit = réel strictement positif.

On applique le changement de variable u = % .

* La fonction t — u = % est de classe 6" sur I'intervalle [1, ﬂ ou [i, 1} (selon la

position de x par rapport a 1).
e Sa dérivée est % = —L ce qui donne du = —(%)th puis dt = —-Ldu.

e Par changement de variable :

F(l)_/i Int dt—/$ In i (—u)d _/m nu _ F2)
) S 1+t _114_1%2 “ u_11+u2 w= e

Ceci est bien le résultat demandé.
Autre méthode. on dérive la fonction G : z — F(z) — F(1).

Si z € R alors % est défini et appartient a R donc la fonction G est définie sur
R’ . Elle est dérivable par composition de fonctions dérivables, de dérivée :

In i
Vo e R} G/(x)—F’(x)—< 1>F’<1) e 1 g

g2 x) 1422 914—%2

Comme R’ est un intervalle ceci implique que G est constante. Or G(1) = 0, donc
G est nulle sur RY, ce qui donne bien :

1
Vo e RY F(z) = F()
(b) Comme F(2) = F(z) pour tout « > 0 alors :

lim F(z)= lim F<1> = lim F(y)

T—+00 T——+00 €T y—0
Par continuité de F en O :

tiy Fly) = F(0) = K
Ainsi F admet K = F(0) pour limite en 400 également : l_1>rJ1rr1 F(x)=K
(c) On sait que F(x) P K. Pour obtenir un développement asymptotique a deux

termes de F' on cherche un équivalent de F'(z)— K en +o0. Pour ceci on pose h = %,

et alors : ¢
F(x)—K:F(%) —K=Fh)-K

Ceci donne :

h 1
F(h)—K:arctanhlnh—/1 go(t)dt—/o o(t)dt
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Par relation de Chasles :

F(h) — K = arctanhlnh — /Ohgp(t) dt (1)

h
La fonction h > / @(t) dt est la primitive de ¢ qui s’annule en 0, donc elle est

dérivable. D’apres la formule de Taylor-Young elle admet alors le développement
limité a l'ordre 1 en 0 suivant :

/Ohgo(t) dt = 0+ (0)h + op(h).

h
Comme ¢(0) = 1 alors : / o(t)dt 5 h.
0

Par contre on sait que arctanhlnh 5 hlnh. Comme h = oy(hlnh) alors :

h
/ @(t) dt = op(arctan h1n h).
0

L’égalité (1) montre donc que :

F(h) — K ~ arctanhlnh ~ hlnh.
(0) (0)

Ainsi : 11
F) K ~ n; __Inz

x (+o0) T T

Ceci donne le développement asymptotique suivant :

Inz Inz
F(:L’) = K —_ + 014)4,00()
T T

Ainsi la convergence de F' vers K est relativement lente.
4. On sait que F est décroissante sur ]0, 1], croissante sur [1, +-o00[, que F(0) ~ 0,9, F(1) =
0 et lim, o F = F(0).
On sait aussi que la courbe admet une demi-tangente verticale en x = 0.

Grace au développement limité de F' en 1 on sait que la courbe est proche de la parabole
d’équation y = i(x — 1)? au voisinage du point d’abscisse 1. On peut aussi remarquer
que la courbe est au-dessus de cette parabole si x < 1, et en-dessous sinon.

On obtient une courbe comme la suivante.
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1
5. On utilise la méthode des Trapezes pour calculer K = / @(t) dt.
0

Pour tout n € IN* on pose :

1n1

ZsO( )

R, + S,

=Xt L=t

1

Comme ¢ est continue alors la suite (7},),en+ converge vers / ©(t) dt, et la convergence
0

est en O(-3).

On calcule, pour tout n € IN* :
T = 5,000) + 3 > 0() + 5500(1).

Comme (1) = 2<22L i ¢ £ 0 et ¢(0) = 1 alors :

rctan =

Z + g
Il s’agit bien de la suite notée (u,) par I’énoncé, et donc la suitre (u,)nen+ converge
vers K, et u, — K = O40(5).
tk+l

6. (a) Soit k € IN et z > 0. Pour tout ¢ € R% on pose u(t) = 177 et v(t) = Int. Ces deux

fonctions sont de classe €* sur R% . Par intégration par parties :

/ tFIntdt = /x (t)v(t) dt
[ k+1 :| karl Inz :L‘k+1 -1

il -

k+1 T ok+1 (k41)2

(b) Soit n € IN et t > 0. Alors (—t?) # 1, donc la formule de somme des termes d’une
suite géométrique donne :

n n 1 — (_t2)n+1
Z(_l)kt% — Z(_tQ)k —
k=0 k=0 1—(=1?)
1 — (_1)n+lt2n+2 B 1 ( 1)n+1 t2n+2
1+¢2 12 1+¢2

On obtient bien la formule demandée.
(c) Soit n € N et x €]0, 1[. Par linéarité de I'intégrale :

F(x) - zn:(—l)kfgk(x) = /13:(11-1;12 — Xn:(—l)kt% lnt) dt

k=0 k=0
T 1 n
= [ Int[ —— =Y (D) | at

Jim (1+t2 2=

D’apres la formule obtenue dans la question précédente :
n . . Ly 122
F() = 3 (-1 l(a) = [ (=) et
(z) = Y (=1) I() . (—1) el

k=0
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On utilise ensuite I'inégalité triangulaire, en remarquant que x < 1 :
g g

< /
xT

1++¢2

n

F(z) = Y (=1) ()

k=0

2n+2

Int|dt

Pour t € [z, 1], comme Int est négatif et ﬁ—? est positif alors :

n k 1 t2n+2
F(z)— S (=11 < [ —iphtd
(l’) kz::o< ) Qk(x> X ; 1+ 2 n
Pour tout ¢ € [z, 1] comme JitQ < 1 alors par croissance de 'intégrale :
1 ¢2n+2 1 x
/ ———Intdt < / —t*" 2 Intdt :/ " Intdt
T 1 + t2 T 1

Ainsi par transitivité on obtient la majoration :

n

F(z) = Y (=1)" ()

k=0

< Lopya()

(d) On a démontré que :
A e ] — gkt

k+1 N (k+1)2

VEe N  VzeR: Ix(z) =

Pour tout k € IN fixé, par croissances comparées :

2"lne — 0
x—0

On en déduit : ]
Ik:(x) x_m; (k?+1)2

L’inégalité obtenue dans la question précédente est valable pour tout z € |0, 1] :

n

F(r) - kZ:(_l)k—f%(f) < Loppa()

Vr €]0,1]

La fonction F' admet K pour limite en 0, et nous venons de montrer que les fonctions
x +— Ix(z) admettent une limite finie en 0. Par théoreme de comparaison :

lig | F() = 3(-1)Tlw)| <l (B
. mo(=1)F 1
d’ K- "~ | <
ot ‘ ,;1 (2 + 1)2 (2n + 3)2
Ceci donne :

1

N |K—-v|< 7753

vn & | onl (2n +3)2
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(e) Par le théoréme d’encadrement la suite (v,) converge vers K.

On peut approcher la valeur de K en calculant v, pour un n suffisamment grand.
Pour obtenir une approximation & 1071° pres, il faut obtenir un entier n tel que :

|K —v,| <1071

Ce sera le cas si :

1
- < 10—10
(2n + 3)?

Cette derniere inégalité équivaut a 2n + 3 > 10°, donc a n > 49 999.

Toutefois ce dernier calcul est inutile si 'on écrit le programme suivant :

# Calcul de K & eps prés

eps=1e-10

S=0

k=0

while (2*k+3)**(-2)>eps:
S+=(=1) *xk/ (2%k+1) ¥*2
k+=1

print (S)

Ce réel est appelé constante de Catalan, du nom du mathématicien Eugene Charles Ca-
talan (Belgique, 1814 — 1894). On ne sait pas encore s'il est rationnel ou non, bien qu’on
lui connaisse plus de 31 milliards de décimales, dont les premieres sont :

K ~0,9159655941772190150546035149323841107741493742816721342664981 . ..
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