Lycée Bellevue — Toulouse pour le 31 mars 2025
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°12

Le but de ce devoir est de résoudre les équations différentielles de la forme
any(n) + an—ly(n_l) + aly/ + oYy = 0 (*)

ou n est un entier naturel, ao,...,a, sont des complexes, et I'inconnue est une fonction
y : R — C dérivable n fois .

Soit P = a, X" + --- + ap un polynéme a coeflicients complexes.

On note Ep I'équation différentielle (x) ci-dessus, et Ep 'ensemble de ses solutions.

1. Soit P un polynoéme de degré n, c’est-a-dire P = a, X" + - - - + ag avec a,, # 0, et y une
solution de I'équation Ep, c’est-a-dire une fonction y : R — C dérivable n fois vérifiant
I’équation Ep.

Démontrer que y est de classe C*°.
On note dorénavant C* l'espace vectoriel C*(R, C).

Pour tout polynéme P = a, X" + - -+ + ap € C[X] on définit 'application :
bp: C*® — C*™

k=0
2. Démontrer que 'application ®p est bien définie et que c¢’est un endormorphisme de C*.
Quel est son noyau ?
3. Démontrer que l'application @ : C[X] — L(C*) est linéaire.
P +—— ®&p
4. Démontrer que pour tous polynémes P = ZaiXi et () = ijXj i Ppg=Ppodg.
i=0 3=0
5. Soit P et () deux polyndémes premiers entre eux.
On souhaite démontrer que Epg = Ep © Eq.
On note R = PQ.
(a) Justifier que Ep et Eg sont des sous-espaces vectoriels de Efg.
(b) Justifier qu’il existe deux polynémes U et V' tels que :

VyeC”  y=opody(y) + PgoPy(y).

(c) En déduire que Er = Ep + Eg.

(d) Démontrer de méme que Ep et Eg sont en somme directe, et conclure.
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6. Soit o un complexe, n un entier naturel non-nul et P = (X — «a)".
(a) Soit y € C® et 2 : t +— e %'y(t). Démontrer que : y € Ep <<= 2" =0
(b) En déduire que Ep = {t — A(t)e* | A € C,_1[X]}.
(c) Donner la dimension de Ep.

7. Démontrer par récurrence forte sur le degré de P :
VP e C[X] dim Ep = deg P.

On peut maintenant démontrer (mais ce n’est pas demandé) le théoréme suivant :
p

Théoreme. Soit ag, ..., a, des complexes et £ l'équation différentielle :
any™ + an_1y™ TV + -+ ary +agy =0

Soit P = a, X" + --- + ag, soit ay,...,q, ses racines complexes, my,...,m, leurs
ordres de multiplicité respectifs, si bien que :

P =a, H (X — ag)™.
k=1
Alors les solutions de l’équation différentielle £ sont les fonctions y définies par :

Vte R y(t) =D Ap(t)e ! awvec  Yk=1,...r Ay € Cy41[X].
k=1

De plus, l’ensemble de toutes ces solutions est un espace vectoriel de dimension deg P.
& J

8. Résoudre dans C*> I’équation différentielle :

y@ — 11y 418y —8y = 0.

page 2/2



