Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. A12
Intégration

@ Soit f :[0,1] — R continue telle que :

Démontrer que f est constante égale a 1.

On démontre que (f — 1)% est la fonction nulle.

En effet, par linéarité :

/Ol(f—l)zz/()l(f2—2f+1):/Olf2—2/01f+/011:1—2+1:o,

La fonction f est continue donc la fonction (f — 1)? est continue.

Elle est positive d’intégrale nulle donc d’apres le théoreme de positivité elle est nulle, ce
qui montre que f =1 : f est constante égale a 1.

TI'tn
@ Pour tout n € N on note : I, = — costdt.
o n!
7Tn+1
Démontrer que : Vn e N I,| < }
4 [l < (n+1)!

En déduire la limite de la suite (1,,).

Soit n € N fixé. D’apres l'inégalité triangulaire :

T T "
|I,| = — costdt g/ — cost|dt (1)
o n! o |n!
On encadre la fonction ¢ — |5 cost| sur le segment [0, 7] :
vt € [0, 7 0< |—cost| < |—|=—
n! n! n!
Par croissance de l'intégrale :
T T
/ — cost dté/ —dt (2)
o |n! 0 n!

Par transitivité de la relation d’ordre, les inégalités (1) et (2) donnent :

wn
11| < / e

0o n!
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On calcule cette derniere intégrale :

" 1 [t"“ T L
o n! nln+1l,  (n+1)
On a donc démontré :
7Tn+1
Vn e N 0< || <
(n+1)!

D’apres le théoréme des croissances comparés, pour tout a € R la suite (a™) est négligeable
devant la suite (n!). Par décalage on en déduit : 7" = o((n + 1)!)
n+1

Ainsi lim — = héore ’ 1 ite (1.
insi lim CESN 0 et donc par théoreme d’encadrement la suite (I,,),en converge

vers 0.

(3) Soit a un réel strictement positif et f un fonction continue par morceaux sur [—a, al.

Démontrer que :

a. Si f est impaire alors : / f(t)dt =0.

b. Si f est paire alors : / £(t)dt = 2/af(t) dt.
—a 0

On pourra utiliser le changement de variable u = —t.

a. Soit u = —t. Alors du = —dt donc par changement de variable :
/aaf(t) dt = /a_af(—u) (—du) = /aaf(—u) du
Comme [ est impaire alors par linéarité :
/aaf(—U) du = /aa—f(u) du = —/aaf(u) du

Comme wu est une variable muette :

| swyau=—[" jyat
Les trois égalité ci-dessus donnent ’ ft)dt = — ’ f(t)dt.

Ceci montre que : / f(t)dt=0

b. Soit ©w = —t. Par changement de variable, puis en utilisant la parité de f :

/Oaf(t) dt = /Oaf(—u) (—du) = /Oaf(u) du = /Oaf(t) dt

D’apres la relation de Chasles :

/af(t)dt:/Oaf(t)dtJr/Oaf(t)dt:Q/Oaf(t)dt

—a
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@ Soit f une fonction continue par morceaux sur R et T-périodique (7" > 0).

Démontrer que :

Va € R 1f+Tf@)dt=LATf&)dt

Soit a un réel quelconque. On utilise la relation de Chasles puis le changement de variable
u =1t — T dans la seconde intégrale :

LWH}YwdtziLTf@ﬁﬁ—+/;+Tf@)=1LTf@yﬂ-+%ff@L+Zvdu

Comme f est T-périodique :

[ rwar s s myau= [ gwar+ [“fadu= [ s+ [

D’apres la relation de Chasles :

(LTf@yn-szf@)dt::ATfu)dt

Finalement :

[ swar= [ g

@ En utilisant les sommes de Riemann, calculer :

3 1
h:/ﬁm b:/a#
1 0

3
.« Soit Iy = [
1
On pose [a,b] = [1, 3] puis f(t) = t* pour tout t € [a, b].
Soit n € IN* fixé. Pour £k =0,...,n on note x;, = a + k:b_Ta, ce qui donne xp =1+ k:%
Les sommes de Riemann associées a f sur I'intervalle [a, b] sont les réels :

n—1

Vne N R,(f) =22 f()

k=0

Soit n € IN* fixé. On calcule grace a la linéarité de la somme :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Ro(f) =23 (U4 k3)") = 222 (L ki K%)= 2301+ 53k + 53k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On connait les formules :

Vn € N Zkzw Zk2:n(n+1)(2n+1)
k=1 2 = 6
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Elles montrent que :

2+4(1n;)+?;<1i)(22>

On en déduit : nETOORn(f) =24+4+ % = 2?6
Or la fonction f est continue sur l'intervalle [1, 3], donc selon le théoreme de Riemann

3
la suite (R, (f)) converge vers / f(t)dt. Ceci donne :
1

[1:§

On peut vérifier ce résultat grace au théoreme fondamental, puisqu’on connait une

primitive de f :
3 £1° # -1 2
A 3], 3 3

1
e Soit 12:/ et dt.
0

On pose [a,b] = [0, 1] et pour tout ¢ € [a,b] :  f(t) =€
Soit n € IN* fixé. Alors :

- . . b—&nil 1n1k 1n1
memat ke S = il Raf) = TS ) = S 3R = O3 (e 2l

. . L . 1
Il s’agit de la somme d’une suite géométrique de raison e=, donc :

1 t=(en)” e
Bulf) =5 % L—en  nfen—1)

L’équivalence usuelle (e* — 1) ~ u montre que (en — 1) ~ L donc :
q ( )5 que ( ) oay:

R, ~ e—1
N

On en déduit que 1_1)15{1 R,.(f) = e—1. Or la fonction f est continue donc d’apres le

b
théoreme de Riemann la suite (R, (f)) converge vers / f(t)dt, c’est-a-dire vers I5.

En conclusion :

1226—1

On vérifie ce résultat en utilisant le théoréme fondamental :

1 1
Igz/etdt:[et] =e—1
0 0
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n k
@ Calculer :  lim ZTQLL@
n

_>
n—-+o0o el

On remarque que :

“n+k n(l+ %) 1 1+ £
LB S () nis e ()
On pose : '
+1
Vie R f(t)—1+t2
On pose également a = 0 et b = 1.
Soit n € N*. Pour tout k£ =0,...,n on a alors xk:a+k‘b_7‘l:% donc :
" n+k 1 &L b—ad
S 12 = n) = n) = S
PP YL R SCARRAT)

On aboutit a la somme de Riemann S, (f).

Or la fonction f est continue, donc par théoréme de Riemann la suite (5,,) converge vers
b

/ f(t)dt. On calcule cette intégrale :
a

' 7 In2

1
dt = [arctant+ iln(l-ﬁf) i = Z+7

114t
o 1+1¢2

[ ryar=

On a donc démontré :

" nt+k T In2

I Ty T, Rl
nilfoo,;nuk? 17
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(7) Soit I =]1,+o0] et :

@ dt
a. Calculer A(x) = i
x 1

b. Démontrer que pour tout x € I :
TA(z) < ®(z) < 22 A(x).
c. Justifier que ® peut étre prolongée par continuité a I'intervalle I = [1, +o0], et que
ce prolongement est de classe 6.
d. Calculer un développement limité de ®(z) en z = 1 a l'ordre 3.

a. En remarquant une fonction du type %’ on obtient A(x) =1n2.

b. Pour tout ¢ € [z,z*] on a z < t < 22

_1
tint

c. Par théoreme de comparaison ¢ (z) — n2.
On pose (1) =1n2.
On sait que pour tout z € I : ¥'(x) = = (voir exemple dans le cours).
Comme };LH% ®'(z) = 1 alors d’apres le théoreme de limite de la dérivée @ est de classe
6" sur T et (1) = 1.
d. On calcule ®'(1 + h) 0 1+24— % + o(h?) puis :

On multiple par et on applique la croissance de I'intégrale.

h* R 3
@(1+h)61n2+h+z—@+o(h ).

Calculer les dérivées des fonctions suivantes sur RY.

2z vV  COS vz
fiz) = | ntdt fz(oc)z/1 ™" dt f:a(x):/: ttd’f f4($):/¢ 1t+di4‘

2x
e fi(z) = Intdt
2
Soit I une primitive de la fonction ¢ + Int sur R%. Alors :
2x
VeeR,  filz) = {Fl(tﬂ — F1(22) — F1(2)

2

La fonction F; est dérivable car c¢’est une primitive, donc par composition et soustrac-
tion f; est dérivable et :

Vo e RY fi(x) = 2F/(2z) — 0 = 21n(22)
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Soit F, une primitive de la fonction ¢ — e** sur R. Alors :
Jz

veeR,  fla)=[BO] =B - B)

1
La fonction Fy est dérivable car ¢’est une primitive, et la fonction x — /x est dérivable
sur RY donc par composition et soustraction fo est dérivable sur R et :

1 e~ ”

:ﬁFQI(\/E)_0:2\/§

Vo e R fo(x)

3z cost
. fs(x):/ Tdt

Soit F3 une primitive de la fonction ¢ +— %St sur R% . Alors :

3z
Ve eR,  fy(a) = [Fg(t)]z — Fy(32) — Fy(z)
La fonction F3 est dérivable car c¢’est une primitive, donc par composition et soustrac-
tion f3 est dérivable et :

VreRL  fila) =3FiBr) - Fila) = O

x
Ve tdt
. fulz) = / v
L 1+t
Soit Fy une primitive de la fonction ¢ — # sur R. Alors :
* ﬁ 1
Ve eR)  fue) = |B(t)] = B(VE) - Fi(%)
Va

La fonction Fj est dérivable car c¢’est une primitive, les fonctions x — /x et x — ﬁ
sont dérivables sur R, donc par composition et soustraction f; est dérivable et :

. 1 1 1
Ve e RL  fi(z) = ﬁﬂ(\/@ - <_2x\/§>F‘i(\/E>
1
1 1 7
1

T l+a?
On remarque que : Vz € R} fi(x) = arctan’z

Comme R est un intervalle on peut en déduire qu’il existe un réel k¥ € R tel que :
Vo e R fa(z) = arctanz + k

Comme f4(1) = 0 alors on obtient k = —%, et donc :
Vo e R} fa(z) = arctanz — %

On pouvait obtenir ce résultat en calculant directement fy(x), soit a 'aide du change-

de variable u = 2, soi i la f u
ment de variable u = £“, soit en reconnaissant la forme T
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@ Exprimer I'inégalité Taylor-Lagrange pour la fonction exponentielle avec a = 0,
x =1, a un ordre n quelconque. En déduire :

y (1 11 1 1)_

Si f est de classe 6" sur R et f"™1) est majorée par un réel M alors I'inégalité de
Taylor-Lagrange au point a = 0 s’écrit

) 2, f<"><0>xn)

21 n!

|x|n+1

(n+1)!

Ve € R |f(x)—<f(0)+f’(0)x+

La fonction exponentielle est de classe 6™ sur R, donc on peut lui appliquer I'inégalité
de Taylor avec reste intégral a tout ordre n € IN en a = 0.

Si f = exp alors f*) = exp pour tout & € N et donc f*)(0) = 1.

De plus sur l'intervalle [0, 1] la fonction f(™*1) = exp est majorée par e. Ceci donne :

SL’Q " xn-ﬁ-l
e —(1+a+= 4+ <e

ve e (0,1] 2] ! (n+1)!

En particulier pour x = 1 on obtient :

1 1 e
e—|\1+14+—=4+---+ <

2! n! (n+1)!
On définit :
i N =1 ! L _§- 1
Alors : .
Vn € N —Up| < ——
ne e = | (n+1)!

Par théoréeme d’encadrement la suite (u,),eN converge vers e.

Cette convergence est tres rapide :
e — Uy e

Ceci montre que (e — u,) = o(), et donc la convergence de (u,) vers e est de vitesse
factorielle.
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Calculer de deux fagons différentes : [ = / We“ dt.
0

Nous avons démontré dans le chapitre sur la dérivation que la dérivée de la fonction
t > eM est t > AeM, ceci méme pour A complexe.

En conséquence une primitive de ¢ — e est t %e”. On calcule donc :
1.7 —-1-1
I = [,e”} = =2

(A [

D’autre part, par définition de I'intégrale d’une fonction complexe :
I :/ Re(e™) dt+2’/ Im(e™) dt
0 0
Ceci donne :

I= /ﬂcostdt—l—i/ﬂsintdt: [Sintr#—i[—cost]7r =0+i[—(-1)— (-] =2
0 0 0 0

On obtient I = 27 dans les deux cas.

1
T+

dt.

V3
Calculer : [ = /
0

On écrit la forme algébrique de la fonction ¢ — t—_lH ;

1 t—1 t 1

t+i 2+1 £2+1 2+l

On en déduit :

V3 1 V3¢ V3 o1
1:/ ,dt:/ 7dt—z’/ ot
o t+1 o t2+1 o t2+1

1 ) V3 V3
= [ln‘t +1@ —i[arctant]
2 0 0

Soit finalement : .
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Calculer les intégrales suivantes.

1 1000 dt z dz
I:/t2t3 1) dt I:/ _ & [:/—
! 0 (" +1) ? 1 29t—1 ’ z sinx + tanz
F(z) = / et dt Is = / (1— )2 dt I = / sin(Int) dt

0 1

Les réponses sont :

7 3 In3 1
I = L, =81+ 2Inl L=—2_ =
1=5 =81+ glnld 3T 74 T 6
1 z22+1 2 3 e +1
= — — - Izi I:
Fz) =3 5 ¢ 57 R 6 2

e Pour I; on reconnait la forme u/u®.
1 R
o Pour I, on pose x = t3, ce qui revient a t = z°.
. 1 .
La fonction 2 — 2* est de classe €', et 4£ = 322, ce qui donne dt = 3z*dx.

Par changement de variables :

10 322 dx
12:/
1 2x—1

On pose maintenant y = 2z — 1. Alors z = y—“ la fonction y — y+1 est de classe 6,
et fi—m = 1 ce qui donne dz = 1dy.
Y 2 2

Par changement de variables :

193 724 19 (
L= S
? 1 y 8

3 19 1
1 Yy

On calcule :
]2:2|:y22+2y+1n|y|:|19_:(13+38+1n19—;—2>
_2(18;20 36—|—ln19> :3(9;5+2+m819>
:81—1—211119

171
* Pour I3 le changement de variable ¢ =tan3 donne: I[3= %/\/3 (t — t) dt
3

o Pour F(z) il faut intégrer par parties en posant u(t) = 2 et v'(t) = te™*".
e Pour 5 on utilise un changement de variable t = sinx ou ¢ = cos x, puis on linéarise.

e Pour Iz on utilise le changement de variable v = Int, puis on utilise les complexes :
sinu = Im (e™).
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Pour tout x € R, calculer :

F(z) = / 1] dt.
0
Démontrer que cette fonction est continue.

On connait pas de primitive de la fonction partie entiere. D’ailleurs, cette fonction n’étant
pas continue, il n’est pas dit qu’elle en admette une.

Nous allons voir que ce n’est pas le cas : comme la fonction partie entiere est en escalier
sur tout segment, alors elle admet une intégrale sur tout segment.

Nous allons obtenir une fonction F': x — / |t] dt définie sur R mais qui n’est pas une

0
primitive de x — |z | car elle n’est pas dérivable sur R.

Soit x un réel positif fixé. On cherche a calculer la surface :

o—
o—
o—
o—<
o—<
0
1 n
—¢—1

Notons n = |[z]. On constate que la surface colorée contient n — 1 rectangles de largeur
1, dont les hauteurs vont de 1 & n — 1, et un rectangle de largeur (x — n) de de hauteur

n. on en déduit : .
.

/Othjdt:Z(lxk)—f—(x—n)Xn

k=1
De fagon plus précise on peut utiliser la relation de Chasles :

T n—1 ,p41 T n=1 k41 x n—1
/mdt:z/ LtJdt—k/LtJdt:Z/ kdt—l—/ndt:Zk—l—n(:c—n)
0 k=0"F n k=0"F n k=0
Ceci donne :

/OthJdt:n(nQ_U+n(x—n):n<n;1+x—n> :n<w—n—2i_1>

On peut exprimer cette intégrale uniquement en fonction de x :

Vr € Ry F(z) = |z] (m - LZUJ;‘ 1)
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On peut remarquer que pour de grandes valeurs de x, cette intégrale est a peu pres égale
2
a %-. Effectivement, si x est grand alors la courbe de la fonction partie entiére ressemble

a la premicre bissectrice des axes, d’équation y = x, dont l'intégrale de 0 a z est %-.

On peut également démontrer que cette formule est aussi valable pour x négatif.

Démontrons que la fonction F' est continue sur R.

Comme la fonction partie entiere est continue sur R \ Z alors par produit et somme la
fonction F est continue sur R\ Z.

Soit n un point de Z.

e Siz€[n—1,n[alors |[z] =n—1, donc F(z) = (n—l)(x— g)
« Siz € [n,n+1[alors 2] =n, donc F(z) = n(z — ).

Ceci donne : . .
lim F(x) = (n=1n et lim F(x) = nin=1)
zn 2 zomn 2

De plus F(n) = @ Ainsi F(z) admet F'(n) pour limite lorsque z tend vers n :

lim F'(z) = F(n)

r—n

Donc F' est continue en n.

Ceci est valable pour tout entier n donc F' est continue sur Z, et finalement F' est continue
sur R.

On peut tracer I'allure de la courbe de F'.
On remarque que :

e siz € |0,1] alors F(x)

e six € [l,2]alors F(x)

e sixz e [2,3]alors F(x) =
[—1,0[ alors F(z) =

0
T —
2x
e siz €

e etc.

On obtient une courbe comme ci contre. 11
On observe une certaine ressemblance avec
une parabole.

9 1 0

On constate également que la fonction F' est dérivable sur R\ Z, sa dérivée est 0 sur |0, 1],
1 sur |1,2[, 2 sur ]2, 3[, etc. En fait sa dérivée en x non entier est |z|.
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. 3] Calculer les intégrales suivantes (n € IN) :

n 1 nm
L = /Mln ) dt ]2:/ el®) dz ]3:/ |3u — 1| du ]4:/ |cos t| dt
0 0 0
Réponses :
e" —1 5
[1:3—21112 12: 1 13:* [4—277,
6_

Pour le calcul de I; on remarque que : 2 <e! <= In2<t

Par relation de Chasles :

In2 1
I = / Min (2, et) dt + Min (2, et) dt
0

In2

In2 1
:/ ddt+ [ 2dt=(2-1)+2(1-In2)=3—2In2.
0 In2

e Pour I, on utilise la relation de Chasles :

n—1 .piq n—1 L4
IZZZ/I{: eLtJdt:ZA €dt Z@—i
k=0 k=0

e De méme pour I3 :

1 1 L 1
]3:/3|3u—1|du+/ |3u—1|du:/3(1—3u)du+ (Bu—1)du= -
0 3 0

1
3

e En enfin pour I, :

]4—/ |cost|dt—i—Z/

|cost\dt—|—/ |cos t| dt

s
km nm 3

kr+%

—/ costdIH—Z/

costdt+/ —1)"costdt
nr—%

7-(-_7

On peut remarquer que (—1)¥cost = cos (t — /mr) puis utiliser les changements de

variable ¢t = u + km, qui sont de classe 6" avec & =1 :
kn+Z nmw
I4:/ costdt—l—Z/ Cost—lmr dt + cos (t —nm)dt
0 k7r—f nr—=o

2

0
—/ Costdt—l—wacostdIH—/ﬂcostdt
3 -3

™

:n/acostdt:2n

jus
2
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Pour tout n € IN* on définit la fonction :
fn : [07 1] — R

2 1 1
" {n Slm<t<g

0 sinon.

n—-+0o n—-+00

Calculer  lim /Olfn(t) dt et /01< lim fn(t)> dt.

Soit n € IN*. La fonction f,, est en escalier. On calcule :

1 T m 1 1 1 n
/of() 0 Odt + " + %O " n n+1 n+1

n+1

1
On en déduit :  lim </ fu(t) dt> =1
0

n——+00
Soit maintenant ¢ € [0, 1] fixé. Si t = 0 alors f,(t) = 0 pour tout n € IN*, car 0 < 5.
Si t > 0 alors il existe N € N tel que % < t. Il suffit de poser N = BJ + 1. On a alors :

1
Vn € IN* n>N = —<t donc f,(t)=0
n

Ainsi la suite (f,,(t))nen+ est stationnaire en 0, et donc 1_131 fn(t) = 0.

1
L’intégrale la fonction nulle est nulle donc : / < 1_1)2(1 fn(t)> dt =0.
0 n oo

Remarque. Cet exercice montre un principe important :
On ne peut intervertir une limite et une intégrale.

En effet dans I’exemple ci-dessus, la limite de 'intégrale de f, n’est pas égale a I'intégrale
de la limite.
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Démontrer que les suites suivantes convergent et déterminer leurs limites.
" k “ 1 " ndk?
a. U, = —_ b. u, = C. Uy = _
" Z_:n2+k2 " ;5n—2k " kz::ln6+k6

1 & o & n
Z —n2+3n e.unzﬁ(ﬂ+\/4_l+~--+\/2_)

2n 1 n . ]{5
f.un:nzﬁ g.un:H\/l—i-E.

k=n+1 k=1

1 In2 1o 1

; dt = 22 b. u, , dt=-In>

& Un T T4 g2 2 U e Jo 52t 23
142 T 1 1 2
. , dt = = d. u, ,/ dt = =
Gl T Jo T+ 40 12 Un o Jo VI ot 3
1 1
s [Tt = £ ou, / dt = -
. u n—+oo Jo In2 “ n—too Jo (1 +1)2 2

1
g. un—>exp</ 1n(1+t)dt> =-
0

n—+00

Pour tout cet exercice on pose a = 0 et b = 1. Ensuite pour tout n € IN on définit la
subdivision (zx)o<k<n OU T = % pour tout k allant de 0 a n.

a. On constate que :

1
Vn € IN* U, —Z n
k
i+ (5)
Posons pour tout t € [0,1] : f(t) = 173
Alors :
. b—ad
Vn € N Up, = > flay)
[y

Il s’agit de la somme de Riemann S,(f).

La fonction f est continue sur [0, 1] donc par théoreme de Riemann la suite (S, (f))nen
1

converge vers / f(t)de.
0

On calcule cette intégrale :

/f L/ S dt = {;mp+ﬁ@;:%f

Ainsi la suite (uy,),en+ converge vers 1%2
1

b. On procede de méme que dans le (a). On obtient u, = S,(f) avec f(t) = ;.

Cette fonction est continue sur [0,1] donc par théoreme de Riemann la suite (u,)

converge vers
1o 1 1.5
/ (ﬁ:{—mw—zﬂ —ln?
05— 2t 2 s 2 3
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C.

t2
1426 -
Cette fonction est continue sur [0,1] donc par théoréme de Riemann la suite (uy)

converge vers

On procede de méme que dans le (a). On obtient u,, = S, (f) avec f(t) =
1

1 ¢2 1 ! T
/ dt = [ arctan t‘ﬂ = —
0o 1416 3 0o 12
1

On procéde de méme que dans le (a). On obtient u, = 5,(f) avec f(t) = 4=

Cette fonction est continue sur [0,1] car 1 + 3¢ > 0 sur ce segment donc par théoreme
de Riemann la suite (u,) converge vers :

1
|

On constate que pour tout n € N* :  wu,, = —225
n

On proceéde de méme que dans le (a). On obtient u, = S,(f) avec f(t) = 2! = et'"2.
1

Cette fonction est continue sur [0, 1] donc par théoréme de Riemann la suite (uy)
converge vers :

n2ql
/letIHth: |:€tl 2:| _ L
0 In2J, In2

On change l'indice en posant j = k — n, ce qui donne :

2n 1 n 1.
Up =N — =N —
k:ZnHk:2 j;(n+j 2 n];( )

On procede de méme que dans le (a). On obtient u,, = S,,(f) avec f(t) = ﬁ

Cette fonction est continue sur [0, 1] donc par théoréme de Riemann la suite (uy)

converge vers :
1] 11t 1
0 (141)2 1+tl, 2

On écrit u,, de la fagon suivante :

n % n 1 %nlnlﬁ
weN = [1(1+5)" = [ (En0eD) = FEN
n k=1

k=1

On note alors v, = In(u,) pour tout n € IN* :
1& k
Vn € IN* vy = —Zln <1+>
ni= n

Posons, pour tout ¢ € [0,1] :  f(t) = In(1 +¢)
Alors :
Vn € IN* vy, =

page 16/47



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A12 : Intégration

Il s’agit de la somme de Riemann S, (f).

La fonction f est continue sur [0, 1] donc par théoréme de Riemann la suite (S, (f))nen
1 1
converge vers / ft)dt = / In(1+ ¢) dt.
0 0

On utilise le théoreme d’intégration par parties.

Pour tout ¢ € [0, 1], soit u(t) =t et v(t) = In(1 4 t). Alors u et v sont de classe 6" sur
[0, 1], de dérivées u/'(t) = 1 et v'(t) =
On en déduit :

L
1+t°

| ) dt = / W (0e(t)dt = [u(t)o(r)]

Ceci donne :

/Olf(t)dt: [tln(l%—t)r)—/Ollitdtzln2—/ol<1—t_'_ll> dt

1
—n2— [t—ln(l +t)] —om2—1
0
Ainsi la suite (v,,)nen+ converge vers 21n2 — 1.

2In2-1 _ 4
=2

Comme u,, = e’ alors la suite (uy),en+ converge vers e
1
[6] Soit f: [0,1] — R continue telle que / f=3
0

Démontrer que f admet un point fixe.

Soit g = f — Id. Alors g est continue par somme, et son intégrale sur [0, 1] est :

/Olg(x)d$=/01(f($)—:U)dx:/olf(:v)dx—/olxdx:;_;:0

On applique le théoreme de positivité :
1
Soit g continue et de signe constant. Si/ g =0 alors g =0.
0
Supposons que g est de signe constant. Comme elle est continue alors d’apres le théoreme

de positivité elle est identiquement nulle.

Si maintenant g n’est pas de signe constant alors elle prend au moins une valeur positive
et une valeur négative, et comme elle est continue alors d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires elle s’annule en un point.

Dans tous les cas g s’annule en au moins un point, donc elle admet un point fixe.
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Soit f, g deux fonctions continues de [a, b] dans R, avec g positive. Démontrer qu’il

existe ¢ € [a, b] tel que :

[ fwga= ) [ oty

La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc bornée. Notons [m, M| = f([a,b]).

Comme g est positive alors :
Vte[a,b]  mg(t) < f(t)g(t) < M g(t).

Par croissance de l'intégrale et linéarité :
b b b
m/ g(t) dt < / F(t)g(t) dt < M/ g(t) dt

Sif f g = 0 alors g est nulle par théoreme de positivité. En effet elle est positive et continue.
Dans ce cas tout réel ¢ de [a, b] convient.

Sinon [’ > 0 donc on peut écrire :

[ oty ar
a > g

mLHt—— <M

/a g(t)dt

b
Comme f([a,b]) = [m, M] alors il existe ¢ tel que f(c) = L 1o

Jo

, et donc :

b

[ rwg0a = 1) [ ooy

Soit f : [a,b] — R continue telle que :

a a a ’
En considérant une combinaison linéaire judicieuse, démontrer que f est constante

égale a O ou a 1.

On fait apparaitre un carré : on remarque que f2—2f3+ f4 = f2(1— f)%. Or par linéarité :

[—2pamy= [ -ofr[r
Ceci donne;
[ ra-p2 =0

La fonction f2(1 — f)? est positive, continue car f est continue. Son intégrale sur [a, b] est
nulle donc par théoreme de positivité elle est nulle.
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Comme f%(1 — f)* =0 alors :
Vo € 0,1] (f(x)=0  ou  f(z)=1)

Comme f est continue alors f =0 ou f =1, i.e., f est constante égale a 0 ou a 1.

En effet, si f prenait les deux valeurs 0 et 1 alors d’apres le théoreme des valeurs inter-

1

médiaires, comme elle est continue, il existerait z € [0,1] tel que f(z) = 3.

[9] Soit f : [a,b] — R continue telle que :

/abf(t)dt:/abtf(t)dt:()

Démontrer que f s’annule au moins deux fois.

Si f ne s’annule pas alors f est de signe constant. Par théoreme de positivité, f étant
continue, comme ff f=0alors f =0.

Cette contradiction montre que f s’annule en un point ¢; € [a, b].
Par linéarité : , , ,
/a (t— ) f(t)dt = / LF(t) dt —tl/a F(t)dt = 0.
Supposons que f ne s’annule qu’en ;.
Alors la fonction g : t — (t — t1) f(t) est de signe constant sur [a,t;] et sur [ty,D].
Si ces deux signes sont égaux alors par théoréeme de positivité g = 0, ce qui contredit le
fait que f ne s’annule qu’en t;.
Donc g est de signes différents sur [a,t;] et sur [¢1,b], positive sur 'un d’entre eux et
négative sur I'autre.
Alors f est de méme signe sur les deux intervalles, et comme f;’ f=0alors f =0.

Ceci contredit le fait que f ne s’annule qu’en ¢, et donc f s’annule au moins deux fois.

Soit f : [0,27] — R convexe et de classe 6°.

2m
Démontrer que : f(t)costdt > 0.
0

Comme f est de classe 62 alors on peut appliquer deux intégrations par parties successives.

On obtient :
27

/%f(t) costdt = f'(2m) — f'(0) —/ f"(t) costdt
0 0
Ceci donne :
27 2 27 2
/0 f(t)costdt:/o f (t)dt—/o f (t)costdtz/o £ = cost) dt

Comme f est convexe alors f” est positive, et t — 1—cost est positive, donc par croissance
de l'intégrale :

2
/ f(t)costdt > 0.
0
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Soit f I'application définie par :

f: R? — R

(a,b) r—>/ aq:+b dz.
1)(x —2)

a. Démontrer que f est linéaire.

b. On pose u; = (1,1) et uy = (1, —2). Démontrer que la famille (uy,us) est une base
de R2. Donner les coordonnées d'un vecteur quelconque u = (a,b) dans cette base.

c. Calculer f(uy) et f(us).
d. Expliciter f(a,b) pour tout (a,b) € R2.

a. Méthode 1. Par la caractérisation des applications linéaires.
Soit u = (a,b) et v = (a’,') deux éléments de R?, et A un scalaire.
Alors Au+v = (Aa+a’, \b+ ') donc :

 T(Aa+d)r+ (A + D)
fOou+n) = [ Gi@—2 ©
Ceci donne :
[ Maw +0b) + (azc—irb’ ax +b ar 4+
f(A“H})_/o @+ Dz —2) /Ag;+1 =2  @re—2 "

La linéarité de 'intégrale :

(1, ) € 6([a,0], R)> VA eR /ab(Af+g):A/abf+/abg

montre que :

f(/\u—i-v):)\/l

ar +b dx—i—/l ax+b
0o (z+1)(x—2) (

g = M)+ £ )

On a démontré que :
V(w,v) € (RD)?  VYAeR  fhu+v)=\f(u)+ f(v)

D’apres la caractérisation des applications linéaires f est linéaire.
Méthode 2.

Par linéarité de 'intégrale :

9 1 x 1
V@) €RT - flab) :/0 Trne= ar D™

1 z 1 1
- =yt e @

On pose :

1 x 1 1
O‘:/o Grn@—2 ¥ /3:/0 Gre—2 %
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Alors « et § sont deux réels, et f est 'application :

f: R? —R
(a,b) — aa+bp
Par propriété des formes linéaires, f est linéaire.

En effet toute forme linéaire de R? dans R est de la forme (z,y) — ax + by oli a et b
sont deux réels.

b. Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, donc ils forment une famille libre.

La famille (u;,us) est une famille libre de deux vecteurs de R?, qui est de dimension
2, donc c’est une famille libre maximale.

La famille (uy, us) est donc une base de R2.

Soit u = (a,b) un vecteur de R?. Alors il existe un unique couple (A1, \2) de réels tel
que u = A\ju; + Aaug, ce qui revient au systeme :

{)\1—|— )\2:a
)\1—2)\2217

L’unique solution est : (A, Ao) = (242, 452)

Le fait que ce systéme admet une et une seule solution pour tout (a,b) € R? prouve
que la famille (u1, uz) est une base de R?, ce qui rend inutile la partie ci-dessus ol on
justifie qu’elle est libre maximale.

2a+b’ aT—b)

Finalement les coordonnées du vecteur (a,b) dans la base (ug, ug) sont : (24

2a +b a—>b
== U1—|— (%)

3 3

En d’autre termes : Y(a,b) € R? (a,b)

c. On calcule :

e e (T e

f(us) :/ol(x—l—xl)_(j—Q) dx:/ol:c—li—ldm: [ln|x+1|};:ln2

d. On a démontré dans la question b que :

_2a+b a—>b

V(a,b) € R? (a,b) = uy + Us
3 3
Comme f est linéaire alors :
20+ b a—b
Viah) ER? )= 250 ) + o )
D’apres la question précédente :
2a+b —b
V(a,b) €RE flab) = — a; m2+ 2212
Finalement : ob) 102
V(a,b) € R?  fla,b) = —(Hg)n
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1 Z5277,
Pour tout n € N on note : I, = / ——dt.
0o 1+41¢2
1
a. Démontrer que pour tout n e N: 0< /[, < —.
2n+1

En déduire que la suite (I,,) converge.

b. Calculer I, + I, 1.
1

on—+1

1
c. Déterminer la limite de la suite :  wu, =1 — 3 + R + - (=1)"

a. On fixe un entier naturel n pour cette question et la suivante.
On utilise la croissance de I'intégrale, en partant de ’encadrement :

vt € [0,1] 1+t2>1 et 0Lt
t2n

donc 0 < <t

1+1¢2
Par croissance de l'intégrale :

1 1 ¢2n 1
/Odtg/ dt</t2"dt
0 0o 1+ ¢2 0

Ceci donne :
2041 71 1
2n+11, 2n+1
Comme lim = 0 alors par théoreme d’encadrement lim I, = 0.
n—+oo 2n + 1 n——+o0o
b. On utilise la linéarité de l'intégrale :
1 t2n 1 t2n+2 1t2n + t2n+2
IL,+1,1=[| —=dt — t:/idt
= Ty YT e 0 1+
On en déduit :
1420 (1 4 12) 1 1
I, +1, :/ 7dt:/ 2 dt =
i o 141 0 2n +1
c. On peut écrire u,, de la fagon suivante :
" 1
n — -1 k
! kz::o( okt

D’apres la question précédente :

n

Uy = ,;(—1)k(fk + I1t1)

On remarque un télescopage, que 'on met en évidence en utilisant le changement de
variable / =k + 1 :

n n n n+1
Up = > (=D L+ > (1) L = D (D) + Y (=D)L,
k=0 k=0 k=0 (=1
n n+1
=3 (D", = > (V)L = Iy — (= 1) Ly
k=0 k=1
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On a donc démontré que :
Vn € N Up = ]0 + (_1)n]n+1

On a démontré précédemment que la suite (I,,),en converge vers 0, donc par décalage
la suite (I,,11)nen converge vers 0, et ainsi la suite (u,)nenw converge vers I.

On calcule : )

dt = [arctan t} _T
0 4

1
0o 1+ ¢2

Iy =

En conclusion :

1 1 1 T
li (1_ Z4 o4 (=1)" ):
i 5T5 " +( )2n+1 1

Pour tout entier positif n on pose : I, = / ® sin"¢ dt.
0

a. Calculer I et I;.
b. Démontrer que la suite (1,,) est convergente.
c. A laide d’une intégration par parties démontrer que :

Vn € N (n+2)I0 = (n+ 1)1,

d. Démontrer que la suite ((n + 1)1, [541),cn €st constante et donner sa valeur.
e. En déduire la limite de la suite (1,,)nen-

f. Justifier que :
Vn € N [n+2 < In—l—l < [n

En déduire que les suites (I, )nen €t (111)nen sont équivalentes.

g. Démontrer que : [, ~ \/l.
2n

Les intégrales / ®in"t dt et / ® cos™t dt sont appelées intégrales de Wallis.
0 0

Elles permettent de démontrer plusieurs résultats important, comme la valeur de I'inté-
+oo

grale de la gaussienne, la somme Z%, ou la formule de Stirling.
k=1

a. On calcule :

jus jus T jus jus
Ioz/Qldt:[tr:— et Ilzfgsintdt:[—costr:l
0 0 2 0 0
b. On démontre que la suite (I,),en est décroissante et minorée.
Soit n un entier naturel fixé.
Site [0, g] alors 0 <sint < 1, donc :

Vi e [o, g} 0 < sin"t < sin”t
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Par croissance de 'intégrale :
0< /2sin"+1tdt < /QSin"tdt
0 0

Ceci est valable pour tout n donc on a démontré que :
Vn € N 0<1n+1<]n

La suite (1,,)n,en est minorée par 0 et décroissante, donc elle converge.
c. Soit n € IN fixé. On commence par expliciter I, :

™

Iyyo = /Esin"”tdt
0

On pose v/ (t) = sint et v(t) = sin"™! ¢. Alors u(t) = — cost et v/(t) = (n+1) costsin™ t.
Les fonctions u et v sont de classe 6" sur le segment [O, g} Le théoreme d’intégration
par parties donne :

Wl

Inyo = [— costsin™*! t} + /g(n + 1) cos® tsin™ ¢ dt
o Jo
On calcule :
Livo=0+(n+ 1)/5(1 — sin®¢) sin™ t dt
0

=(n+1) (/QSin” tdt — /Esin’”r2 tdt) par linéarité
0 0

=(n+1)(In — Lny2) = (n+ 1)L, — (n + 1) L4

Ceci donne :
(n+4+2)Ip2 = (n+1)I,
C’est le résultat attendu.
d. En multipliant le résultat de la question précédente par I, on obtient :

Vn E ]N (n + 2)[n+1In+2 - (n + 1)InIn+1

Ceci montre que la suite ((n + 1)1, 1,41 )nen est constante : deux de ses termes consé-
cutifs sont égaux.

Pour n = 0 on obtient (n + 1)I,1,41 = Iy, = 5 d’apres la question 1.

On en déduit donc : .
Vn € N (n + l)InIn+1 = 5

e. La formule précédente peut s’écrire :

™

VneN Iy, =-—"
ne T o)

(3)

On sait depuis la question 1 que la suite (1,,),en est convergente. Notons £ sa limite.

Par décalage la suite (I,,11),en converge également vers (.
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Par produit la suite (7,1, 1)nen converge vers (2.

Or la suite <ﬁ>nem converge vers (.

Par unicité de la limite, I'égalité (3) montre que ¢* = 0, et donc £ = 0.
En conclusion la suite (I,,),en converge vers 0.
f. On sait que la suite (I,,)nen est décroissante, donc :

Vn € N In-i—? < In+1 < In

Comme la suite ((n+41)1,1,41) est constante égale a 7 alors aucun I, ne peut étre nul.
Mais on sait que les termes I,, sont positifs, ils sont donc strictement positifs.

Par division par [,, on obtient :

I, I,
Vn e N 2 <t <

D’apres la question ¢, comme (n + 2)1,.o = (n+ 1)I, alors :

n+1 < In+1

4 IN <
ne n+2 I,

<1

Or lim 21 = 1. donc par théoréme d’encadrement :
n+2 )
lim Int1

n—+oo [,

=1

Ceci montre que les suites (I, )nen €t (1n41)nen sont équivalentes.
g. La formule (3) nous a donné :

T
Vn e N LI, = ———
" T o+ 1)
On en déduit : . .
P~Il, 1 =——~—
n T 2n+1)  2n
En d’autres termes :
. 2nl?
lim =1
n—-+oo T
Tous les termes sont positifs donc :
. vnl,
lim =1

Ceci donne I’équivalence :
[T
I, ~ —
+oo V 2n

On a prouvé que la suite (1,,) converge vers 0, mais on en a aussi donné un équivalent.
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T sint 2
Démontrer que : / S dt
0

ntt (4o n

On part de :
vt € [0, 7] n<n+t<n+mw

Comme la fonction sinus est positive sur [0, 7] alors :
sint sint _ sint
< <

vt € |0,
[ W] n+n7 n+t - n

Par croissance de l'intégrale :
/ sint dt < / sint dt < / Smtdt
on+m on+t 0 n

2 </7fsint dt<2
n+n Jon+t n

T sint 2
/ dt ~ =
on+t (+oo)n

Par linéarité :

Par théoréme d’encadrement :

Lemme de Lebesgue v1

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe 6.

b
Démontrer que : / f(t)sin(nt) dt — 0.

b
On note pour tout n € N: I, = / f(t)sin(nt) dt

On applique la théoréeme d’intégration par parties. On pose v(t) = —% cos(nt). La fonction
v est de classe 6" et sa dérivée est v'(t) = sin(nt).

La fonction f est aussi de classe 6" donc par intégration par parties :
1 b1
I, = {— —f(t) cos(mf)} + f/ f'(t) cos(nt) dt
n a nNJa

Comme f est de classe 6" alors les fonctions f et f’ sont bornées sur le segment a, b].
Notons M et M’ des bornes de leurs valeurs absolues :

vielab] [fOI<SM et [f() <M

On a alors :
Vt € [a,b] |f'(t) cos(nt)] < M’

Par inégalité triangulaire puis croissance de 'intégrale :

/a " F(#) cos(nt) dt‘ < / L 7(8) cos(nb)|dt < / "M dt = M'(b— a)
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De plus, par inégalité usuelle pour les réels :

M

SN

|~ (0cos(nt)| | < 2 (150) costaut)| + | (a) costna)) <

a

On en déduit, encore par inégalité triangulaire pour les réels :
1
Vn e N |I,| < —=(2M + M'(b — a))
n

Par théoréeme d’encadrement la suite ([,,) converge vers 0.

Lemme de Lebesgue v2

b
Soit f : [a,b] — R une fonction. Démontrer que : / f(t)sin(nt) dt — 0.

n—+00
a. Si f est constante.
b. Si f est en escalier.
c. Si f est continue par morceaux.

b
On note pour tout ne N: [, = / f(t)sin(nt) dt
a. Supposons que f est constante égale a A. Alors :

COS(nt)} = z(cos(m) — cos(nb))

b
Vn € IN* In:)\/sin(nt)dt:)\[— .

Le cosinus étant borné, par théoreme d’encadrement la suite (7,,) converge vers 0.
b. On utilise une subdivision (xy, ..., z;,) du segment [a, b] adaptée a la fonction f.

D’apres la relation de Chasles :
Yn e N I—Z/ t)sin(nt) dt
Tp—1

La fonction f est constante sur les segments [x;_1, x| quitte a remplacer ses valeurs
aux bornes de ces segments. D’apres ce qui précede :

VE=1,...,m /wk f(t)sin(nt)dt — 0

k1 n—-+o0o

La somme de ces m suites d’intégrales converge donc vers 0, et (I,,) converge vers 0.
c. On suppose maintenant que f est continue par morceaux.

Soit € > 0. D’apres le théoreme d’approximation il existe une fonction f; en escalier

telle que f—e < fy < f. Onaalors |f — fi] < € puis par linéarité, inégalité triangulaire
et croissance de l'intégrale :

/f sin(nt) dt—/f1 sin nt)dt'

b

- (F(t) = fi(t)) sin(nt) dt
/ I(f (1)) sin(nt)| dt
</5dt:5(b—a)
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La fonction f; est en escalier donc d’apres la question précédente :

n—-+00

/f1 )sin(nt)dt — 0

Il existe donc un entier NV tel que :

Vn e N n=>N —

b
/ f1(t) sin(nt) dt‘ <e
Or par inégalité triangulaire :

)sin(nt) dt| — / f1(t) sin(nt) dt'

) sin(nt) dt—/ f1(t) sin(nt) dt'
On en déduit :

Vn e N n>N = t)sin(nt)dt| <e(l14+b—a)

Sie > 0 alors On a donc

démontré que :

Ve >0 N e N Vn e N n>N = |I|<e¢

> 0, donc ceci est valable en remplagant € par ;

€
b—a+1 a+1

Ceci signifie exactement que la suite (1,,) converge vers 0.

SoitaGRiet: Vn €N Sn:Zk;a.

k=1

a. Justifier que pour tout £ € IN :

k+1
[ ear< ks
k

b. En déduire un encadrement de S,, par deux intégrales.
na—l—l

a+1
c. Retrouver ce résultat grace aux sommes de Riemann.

Démontrer que S, ~

a. La fonction t +— t“ est croissante sur R, car a > 0.
Pour tout ¢t € [k, k+1] : k* <t* < (k+ 1)~

On obtient 'encadrement désiré par croissance de I'intégrale.

b. Par relation de Chasles :
n n+1
/t“dtgsng/ t* dt.
0 1

On calcule :
a+1 a+l
n <5, < (n+1) 1
a+1 a+1
Puis :
(a+1)S, Nt o1
I< no+l <+ n - potl
na—i—l

Par théoreme d’encadrement S,, ~ .
a+1
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TL
¢. On remarque : a1 Z( )

13 (kN 1
La fonction t — t% est continue donc —Z () — | t*dt.

nk:l n n—-+4o0o 0
) S 1 na+1
On en déduit — donc S,, ~ )
notl notoo 41 a+1

1
Pour m et n entiers positifs on pose : I, = / (1 —¢)"t™dt.
0

Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour calculer la valeur de I,,,,.

On pose pour tout x € R :  f(z) = 2™ !

Ceci car le reste intégral est :

[remE

On posera a =0, x = 1, et on souhaite trouver une fonction f qui vérifie f™+D(t) = \t™
ol \ est une constante. La fonction f :t s t™T"L semble convenir.

Cette fonction est de classe 6*° sur R et ses dérivées successives sont :

(m +n+ 1)' m+n+1—k
VEeN VzeR  fO@)={ (m+n+1-k)!

0 sinon.

sio<k<m+n+1

En particulier pour x =0 :

0 sik#m+n+1
Vk € N fW@:{ 7

(m4+n+1)! sik=m+n+1
La formule de Taylor a I'ordre n, pour a =0 et £ = 1 donne :

idt

On en déduit :

1 1! 1—-¢)" 1
1:/(m+n—|— )tm< ) gt (m+n+ /tml—t
0 m)! n! min!

et donc :
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1 1 1
[19] Pour tout n € IN* on pose : u, = 1—§+§—---—|—(—1)"_1—.
n
a. Expliciter la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction f : x +— In(1+x)
en xr = 0.

b. En déduire que la suite (u,)nen+ converge et donner sa limite.

a. La fonction f est définie sur I'intervalle I = |—1, +o0o[ et de classe 6™ sur cet intervalle.

Elle est donc de classe 6" pour tout n € IN, et on peut appliquer la formule de Taylor
avec reste intégral au point a = 0.

On démontre par récurrence que :

—1)F 1k —1)!
Vke N*  Vrel ) (z) = ¢
€ x € f¥(x) L
Ceci donne : W) (L)

FE(0 —1)F

Vk € IN* =
© K k
La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit alors, pour tout n € IN* :
1.2 1’3 (_1)n—1xn x(_l)n(x _t)n
Ve el In(1 =r— 4+ =+ —— / — ¢
T € n(l+z)==x 2+3 + - AN

La partie polynomiale de ce développement est le développement limité de f. En ef-
fet, on sait que la formule de Taylor-Young et la formule de Taylor avec reste intégral
donnent la méme partie polynomiale, et la formule de Taylor-Young donne le dévelop-
pement limité de f.
b. Pour x =1 la formule ci-dessus devient :
Vn € N n2=u —l—(—l)”/l(l_t)ndt
" o (L)
On en déduit :

(I—t)"
Vn € N —In2| = ’/ aro '

On encadre :

a-o _ 1

t 1 < <
V S [07 ] 0 (l—l—t)”'H (1_|_t)n+1

Par croissance de l'intégrale :

11—t L
o [ ae [
0 (1—|—t>n+1 0 (1+t)n+1

| (1+ﬂﬂﬂl 1( 1> 1
- =|—2 | =Z(1—-=)<=
/0 (1+t)n+t at { —-n 1y n 2" n

Par transitivité de la relation d’ordre :

On calcule :

1
Vn € IN* 0< |u, —In2| < =

Comme (2) converge vers 0 alors d’aprés le théoréme d’encadrement la suite (uy,)

converge vers In 2.
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Démontrer que :

. n . x2k+1 ‘

On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus en 0 a 'ordre 2n + 1, ou n
est un entier naturel.

La fonction sinus est de classe 62" sur R.

Ses dérivées successives sont : cos, — sin, — cos, sin, etc.

Leurs valeurs en 0 sont : 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0... Leurs valeurs absolues sont majorées par 1.
L’inégalité de Taylor-Lagrange donne :

I 22+ | |22
Vz e R Si —( — =+ = -+ (=) >\
g R R TR ] V2501 S @t
Pour tout réel x le théoreme de croissances comparées donne : LHE x—| =0
n o n!
La suite extraite ( %) converge donc aussi vers 0, puis par théoreme d’encadrement :
n . x2k+1
li —1)'———— | =sinx.
veeR o lm (é( U oT 1)!) i
. . o z dt
Soit f la fonction définie par : Vr € R flz) = / —
0o 1+ cos?t

a. Justifier que f est bien définie sur R et impaire.

=

Justifier que f est de classe 6™, décrire ses variations.

c. Soit x € [0, 5 [ Calculer f(z) a I'aide du changement de variable u = tant.
3 dt

d. En déduire la valeur de: a = —_
0o 1+ cos?t

e. Démontrer que pour tout z € R :

flz+m) = fz)+ f(7)
f. En déduire que la fonction g : z — f(z) — %‘“x est périodique et représenter la

courbe de f.

_ 1
1+cos? x

La fonction ¢ est définie et continue sur R, donc sur tout segment [0, x| ou [z, 0]. Son
intégrale sur ce segment est donc définie, et ainsi f(z) est définie tout x € R.

a. Pour tout x € R on pose :  ¢(x) =

La fonction f est donc bien définie sur R.

Soit z un réel. Alors :  f(—z) = /_x dt
0

1+ cos?t
On applique le changement de variable u = —t. L’application ¢ — —t est de classe 6"
et du = —dt, ce qui montre que :
x —du z du
J(=2) = /0 1+cos?(—u)  Jo 1+cos?u —/(@)
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La fonction f est définie sur R qui est symétrique par rapport a zéro, et pour tout
r € Rona f(—x) = —f(x). Ceci montre que f est impaire.

b. Comme la fonction ¢ est continue sur U'intervalle R alors le théoreme fondamental
montre que f est une primitive de .

Ainsi f est dérivable de dérivée . Comme la fonction ¢ est de classe “€°° (par quotient)
alors f est de classe 6™

La fonction ¢ est strictement positive, et f' = ¢, donc f’ est strictement positive puis
f est strictement croissante.

c. Soit = appartenant & [0, 7 [. Pour tout ¢ € [0, 2] on pose u = tant.

2
La fonction ¢ tant est de classe 6" sur [0, 2] car [0,2] C [0, Z].
De plus % =1+tan’t=1+u?donc: dt=

1+u2
1 1

i . s 2, _
Ensuite les formules de trigonométrie donnent : cos*t = 5 Ten?i = 112

Par changement de variable :

du
f(x) _ /tan:c Thu? _ /tanx du
o 1+ ﬁ 0o 2+ u?

On calcule cette derniere intégrale :
t }ta” ! tan
0

tanz | du
f(x) = / = arctan — = — arctan
0

214 (%) f[ V2 V2 V2

On a donc démontré que :

Va € [O, g[ flz) = £ arctan

d. La fonction f est continue sur R, donc elle est continue en 7 et ainsi :

£(3) = lim f@)

2%

La formule de la question précédente est valable pour tout x € [0, g[ donc :
f (ﬂ') i \/§ ¢ tan
im — arctan
Comme
) T

hm tanx = 400 et lim arctan X = —

x?g X —4o00 2
alors;
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e. Soit x € R. D’apres la relation de Chasles :

f(a:—|—7r):/ox+7rdt :/Owdt +/ac+7r dt

14 cos?t 14 cos?t r 14 cos?t

) N /ac+7r dt
T o
r 1+ cos?t

On applique le changement de variable u = t — 7w dans la seconde intégrale.

L’application « — t — 7 est de classe €' et du = dt. Par changement de variable :

/W+w dt /w du /Wﬂ’ dt /w du 1)
_— = = _— _— €T
= 1+cos?t 0o 1+ cos?(u+ ) = 1+cos?t 0 1+cos?u

On obtient le résultat attendu :

VeeR  f(x+m) = f(x)+ f(n).

= f(=3) + f(m).
) = 2.
La fonction g est définie par g(z) = f(z) — *2. On constate que :

f. Pour x = —7 la formule précédente donne :  f(%)
Comme f est impaire on en déduit :  f(m ) =2f(5

VeeR  gla+m) —g(r) = fatm) — f(2) (ot m) 4w = f(x) —~20=0

Ceci montre que la fonction g est m-périodique.
On en déduit :

Vk e Z fkm) = 20k = \éilmr.

On peut démontrer que :

2 t
£ <k7r + arctan an m)

2 V2

En ajoutant que f'(0) = et f’(Z) =1 on trace une courbe comme la suivante.

vk € 7, Vxekﬂ—g$w+g fla) =

_ V2. .
oy 2([//
S EEREEEEEEEERS 7y = f(x)
4 |
- |
/ |
4 |
2
S
| |
- ! |
| |
g ’ 1 l
_ - 10 s T 3
2 7 2 2
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Pour tout x € R on pose :

a.

b.

(@) = /0$\/t4 Tidt

Démontrer que pour tout z € R, :

ZEB 3

= < f(z) < % + .
En déduire un équivalent de f en +oo.

a. Soit x € R,. Alors :

b. Comme 9”3—3 +2 ~ £ alors par théoreme d’encadrement :  f(z) ~

Vte[0,z] <t 1<tt 2t 41

Ceci donne :

Vte[0,2] <V 1<+

Par croissance de l'intégrale :

/t2dt</ \/t4+1dt</ (t*+1)dt
0 0 0

On en déduit :

23 3
3
z?
5

3

(+00) (+00)

2x et

Pour tout z € R* on pose : f(z) = / n dt.

Justifier que f est bien définie sur R*.

. Démontrer que f est dérivable, calculer sa dérivée, puis décrire ses variations.

c. Soit z > 0. Justifier I’encadrement :

Vit € [z, 2x] e < et < e,

En déduire un encadrement de f sur RY.

. Donner un encadrement similaire de f sur R*.

e. Déterminer les limites de f en 4o0.

= 00

Justifier que f est prolongeable par continuité en 0. On notera f la prolongement
obtenu.

A Paide du théoréme de limite de la dérivée, démontrer que f est de classe 6* en 0.
Donner un développement limité a 'ordre 3 de f en O .
Tracer l'allure de la courbe de f.

a. On définit la fonction ¢ : x +— %

Cette fonction est définie sur R*, et de classe 6°° par quotient.
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Soit x un élément de R*. Si z est positif alors 0 < x < 2z donc [z, 2z] C R*. Ainsi ¢
2z
est continue sur [z, 2x] donc 'intégrale / ©(t) dt est définie.

Si x est négatif alors 2z < x < 0 donc [2z,z] C R*. Ainsi ¢ est continue sur [2z, x]

T 2z
donc l'intégrale / ©(t) dt est définie, puis son opposé / ©(t) dt Pest aussi.
2

X €T
Finalement f(x) est définie pour x strictement positif ou strictement négatif, donc f

est définie sur R*.

b. Comme ¢ est continue sur les intervalles R et R* alors elle admet une primitive sur
ces deux intervalles. On choisit une fonction ® définie sur R*, dont les restrictions a R
et a R* sont des primitives de ¢. Ainsi ® est une primitive de ¢. Ceci permet d’écrire :

2x

VeeR*  f(z) = / " o) dt = [@(t)] — ®(22) — B(x)

T

La fonction ® est dérivable car ¢’est une primitive, donc par composition et combinaison
linéaire la fonction f est dérivable et :

Ve e R f(x) =20 (22) — ®'(2) = 2p(22) — p(z) = ——

On peut factoriser cette expression :

e*(e* — 1)

Vo € R f'(x) = "

L’expression e* — 1 est du signe de z, donc f’ est strictement positive sur R*.

Ainsi f est strictement croissante sur R et sur R*.

c. Soit # € R*. Si t € [z,2x] alors e < €' < e* car la fonction exponentielle est
croissante. Comme t est strictement positif sur [z, 2z] alors :

e 6t 621
Vt € [z, 2x] 7<?<7

Par croissance de l'intégrale :

2z pT 2x ot 20 ,2x
/ e—dtg/ e—dtg/ Ca
. 1 A .t

2z dt 2z dt
of T <iw<s T

Par linéarité :

2z dt
On calcule que / 5= [In [¢]2* = In(22) — In(z) = In 2, donc

xT

Vo e RY e“In2 < f(z) < e? 1n 2 (4)

d. Soit x € R*. Si t € [2z,z] alors e < el < e car la fonction exponentielle est
croissante. Comme ¢ est strictement négatif sur [2z, z] alors :

2z t
Vt € [2x, x] S %

ex
5
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Par croissance de l'intégrale :

2x t T

Te Te Te
/—dt}/—dt}/—dt

20 T 20 t 2 t

Par linéarité et en multipliant par —1 :

2z dt 2z dt
[ T <t@<e [

2x

Comme / it = 1In2 alors :

xT

Ve € RY e In2 < f(r) <eIn2 (5)

e. On sait que : m (e’In2) = +oo

li
T—+

Par théoreme de comparaison on déduit de (4) que :

A, 1) = treo

. ) . 2 s x —
On sait que : im (e**In2) = Il_l}I_noo (eIn2) =0

Par théoreme d’encadrement on déduit de (5) que :

lim f(z)=0

T—r—00

f. On utilise encore les encadrements (4) et (5) mais pour les limites de f en 0 & gauche
et a droite. En effet, comme

lime®In?2 = lime**In2 = In 2
x;>0 z;>0

alors d’apres le théoreme d’encadrement :
lim f(x) =In2
z—0
>
Comme
lime**In2 = lime®In2 =1n?2
z—0 z—0
< <
alors d’apres le théoreme d’encadrement :

lim f(x) =In2
:D?O

Les limites a gauche et a droite sont égales donc f admet In 2 pour limite en O :

lim f(z) =In2

z—0

Ceci montre que f est prolongeable par continuité en posant f(0) = In2.

On note toujours f ce prolongement par continuité.
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g. On sait que f est dérivable sur R*, de dérivée :

e*(e* — 1)

Ve eR f(r) ="

L’équivalence (e* — 1) 57 montre que 1% f'(z) =1. Ainsi :

o f est continue sur R
e f est dérivable sur R*

« lim f/(x) = 1
D’apres le théoreme de limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
De plus, comme f/(0) = glclg(l) f'(z) alors f’ est continue en 0, et donc f est de classe 6"
en 0.
h. Comme f/(z) = <=L alors :

2

2 3 7
f(x) o <1+$—|—:;+0(x2)><1+a2:+"2+0(x2)> 5 1+§x+6x2—|—0(x2)

—

Par primitivation et comme f(0) = In2 alors :

3 7
— In2 9 2 3 3
f(zx) 5o taot+ a4+ T + o(z?)

i. L’encadrement (4) montre que f est supérieure a la fonction z — e*In2; donc la
croissance de f est tres rapide.

D’apres la question précédente elle admet pour tangente en x = 0 la droite d’équation
y =In2 + x et la courbe est au-dessus de cette tangente au voisinage de 0.

On obtient une courbe comme la suivante.
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Soit f : Ry — R continue, dérivable en 0.
2z
On pose : Vze R, ®(z) :/ fff)dt

a. Démontrer que ® est bien définie sur R, de classe 6", et donner sa dérivée.
b. Soit g : t — w. Justifier que g est prolongeable par continuité en 0.

c¢. Démontrer que la fonction W : z +— [** g(¢)dt admet une limite en 0 et donner cette
limite.

d. En déduire que ® est prolongeable par continuité en 0. Quelle est alors sa valeur en
07

e. Démontrer que la fonction ainsi prolongée est de classe 6* en 0 et donner sa dérivée
en 0.

a. Siz € Ry alors l'intervalle [z, 27| est inclus dans R7.

a ronction ¢ — —* est continue sur onc sur |r, zr|, € onc lmtegrale xT) es
La fonction ¢ — L& est conti R d 22], et donc l'intégrale ® t
bien définie.

Ceci montre que ® est bien définie sur R
Notons h(t) = I " Cette fonction est continue sur R’ donc elle admet une primitive
que l'on note H. D’apres le théoreme fondamental :

Vo e R O(z) = H(2z) — H(x).

La fonction H est dérivable de dérivée h. Par composition et combinaison linéaire la
fonction ® est dérivable de dérivée :

f(2z) — f(z)

T

Ve e R, @ (x) =2H'(2z) — H'(z) = 2h(2z) — h(z) =

b. Comme f est dérivable en 0 alors g(t) = 1(0).

La fonction g est continue sur R7 par quotient, elle admet une limite en 0 donc elle
est prolongeable par continuité a R, en posant g(0) = f(0).
On note toujours g le prolongement par continuité de g.

c. La fonction g est continue sur R, donc elle admet une primitive G sur R, laquelle est
dérivable de dérivée g.

D’apres le théoreme fondamental :
2x
VeeR,  W(r)= / g(t) dt = G(22) — G(x).

Comme G est dérivable sur R, alors elle est continue, et donc :

U(z) — G(0) — G(0) = 0.

z—0

d. Par linéarité de l'intégrale :

Vo e R, W(z) = QIWdt: %fff) dt—/%f(to) dt = &(z) — f(0) In2.
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On en déduit :
Vo € RY O(z) = V(x)+ f(0)In2.

Comme V¥(z) tend vers 0 lorsque x tend vers 0 alors :

O(x) — f(0)In2.

On peut donc prolonger ® par continuité en 0 en posant ®(0) = f(0)In 2.
e. On utilise le théoreme de limite de la dérivée.

On écrit :

Vo e R ®(z) = fm); @) _, T

Comme f est dérivable en 0 alors :
@' (2) — 2f(0) ~ (0) = /'(0)

On aurait aussi pu utiliser la formule de Taylor-young a I’ordre 1. Comme f est dérivable
en 0 alors :

f(@) = f(0) + f(0)z + op(x)
Ceci donne :

q)/(x) _ f(QI‘) B f(I) _ f/(O)QI — f/(O)ZE + OO(x) _ f/(o) + 00(1> N f/(o)

x T z—0

On en déduit :

e La fonction ® est continue sur R,.
« La fonction ® est de classe 6" sur R
¢ ¥(a) — f(0)

Par théoréme de limite de la dérivée la fonction ® est de classe €' sur R, et ®(0) =

1'(0).

Soit ¢ : R — R une fonction continue, et :

f: xl—>/ (z — t)p(t) dt.
0
a. Justifier que la fonction f est bien définie.
b. Démontrer qu’elle est dérivable et exprimer sa dérivée en fonction de (.

xT
a. La fonction ¢ est continue donc la fonction ® : z — / ©(t) dt est définie, d’apres le
0
théoreme fondamental c’est une primitive de .

Par linéarité la fonction f s’écrit :
fla) == / o(1)dt — / to(t) dt = 2®(x) — / to(t) dt
0 0 0

Par produit la fonction v : t — to(t) est continue donc la fonction x — / to(t) dt est
0

définie et c¢’est une primitive de .

Ainsi f est définie sur R.
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b. Les primitives sont dérivables donc par produit et somme la fonction f est dérivable.
Comme f(z) = 2®(z) — / to(t) dt alors :
0
VeeR  f(z) = ®(z) + zp(z) — zp(z) = O(x)

Ceci montre que f est une primitive d’une primitive de .

Ou méme : f est la primitive s’annulant en 0 de la primitive s’annulant en 0 de ¢.

Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et :

VeeR  f(z) = /Oxgo(t) cos(x — t) dt.

a. Justifier que f est dérivable.
b. Justifier que f est deux fois dérivable et déterminer une équation différentielle dont
elle est solution.

a. On développe le cosinus, puis par linéarité de 'intégrale :

x

VeeR  f(zx)=cos x/wgo(t) costdt + sin x/ @(t)sint dt
0 0

Les fonctions t — ¢(t)cost et t — ¢(t)sint sont continues donc d’apres le théoreme
T

fondamental les fonctions = — / ©o(t) costdt et x +— / ©(t) sint dt sont définies et en
0 0
sont des primitives.

Par produit et somme la fonction f est dérivable, et :
VeeR  f'(z)=—sin x/ow@(t) costdt + cos® z ¢(7)
+ cos x/omgo(t) sint dt + sin®z ¢(x)
= p(x) — sin x/omgo(t) costdt + cos x/orgo(t) sint dt (%)

=p(x) — /io(t) sin(x — ) dt par linéarité
0

b. L’expression (x) montre que la fonction f’ est dérivable si la fonction f est dérivable.
On calcule sa dérivée :

VeeR  f'(z) = ¢'(x) — cos x/xgo(t) costdt — sinz cos z ()
0
— sin :c/x(p(t) sint dt + cos z sin x ¢(x)
0
= ¢'(z) — /xgo(t) cos(z —t)dt
0

On retrouve la fonction f, donc finalement : f” = ¢’ — f.

Ceci montre que f est une solution de I’équation différentielle i + y = ¢'.
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Soit ¢ : R — R une fonction continue, et :

1
f:x |—>/ o(tx) dt.
0
a. Justifier que la fonction f est bien définie.
b. Démontrer qu’elle est dérivable sur R* et continue en 0.

c. On suppose que ¢ est dérivable en 0. Démontrer que f est dérivable en 0 et donner

f'(0).

1
a. Si z = 0 alors f(z) est bien défini, et f(0) = /0 0(0)dt = (0).

Soit z un réel non-nul. On effectue le changement de variable u = tx. La fonction
t — tx est dérivable, et dt = xdt. On en déduit :

1 1 r=
Ve e R / (tz)dt = 7/ o(u) du.
0 xJo
Comme ¢ est continue sur R alors I'intégrale / ¢(u) du est bien définie, et donc f(x)
0

est bien définie si z est non-nul.
b. Pour tout € R on note ®(z) = / o(t) dt.
0

Cette fonction est bien définie car ¢ est continue, et d’apres le théoréeme fondamental
c’est une primitive de .
On a montré dans la question précédente que :

Ve e R f(x):{i(b(x) six#0

©(0) siz=0.

La fonction ® est dérivable sur R, donc par quotient la fonction f est dérivable sur R*.
De plus, comme ®(0) et la fonction ® est dérivable en 0 de dérivée (0) alors :

O(x) — 9(0)

x—0 x—>0/

fx) =

Ceci montre que f est continue en 0.
c. Comme ¢ est dérivable en 0 alors :

p(x) = ¢(0) + ¢'(0)x + oo ().
Par primitivation de développement limité :

2

D(w) = (0) + p(0)z + £'(0) 5 + on(e?).

On en déduit : | .
f(z) = —@(x) = ¢(0) + ¢'(0)5 + 0o(2)-

Ceci montre que f est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = “Dléo).

page 41/47



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD A12 : Intégration

Soit f :[0,2] — R continue. Calculer :
1

lim n| (f(z+ 1) — f(z))da.

n—+o00 0

La fonction f est continue sur [0, 2] donc elle admet une primitive sur cet intervalle, que
I’on note F.

Par linéarité de l'intégrale :

/Ol(f(x—l—i)—f(x))dx:/olf(:r;—l—i)dav—/olf(x)dx

Le changement de variable t = x + % dans la premiere intégrale donne :

1

A?@+iﬁu:/ﬁ”ﬂww.

n

On en déduit :

/Ol(f( +1)— d:c—/ f dx—/f ) dx

=F(1+1) - F(%) - FQ1)+ F(0)

Ainsi :

n[ (et 2) = f(2) do

Comme la fonction F' est dérivable de dérivée f alors :

w [ (Fle+ D) = F) de —— F(1) = £(0).

n—-+0o00

Pour tout x € R on pose :

SlIl X COb T

f(z) :/0 arcsin \/_dt—f—/ arccos v/t dt

a. Donner I'’ensemble de définition de f, sa parité et sa périodicité.
b. Démontrer que f est dérivable et donner sa dérivée. Que peut-on en déduire ?

a. Soit z un réel. Alors les intervalles [0,sin? z] et [0, cos? z] sont inclus dans I'intervalle
[0, 1], sur lequel les fonctions ¢ —+ arcsin v/f et ¢+ arccos v/t sont définies et continues.

Ceci montre que f est définie sur R.

Il est immédiat que f est paire et m périodique, car :

VeeR  f(—x) = f(x) et flx+m) = f(z).

On peut donc restreindre ’étude de f a Iintervalle [O, g}
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b. Les fonctions ¢ ~ arcsin v/t et ¢ — arccos v/t sont définies sur [0, 1] et continues.
Elles admettent donc des primitives sur [0, 1].

Soit A la primitive de t — arcsin v/t qui s’annule en 0 et B celle de ¢ — arccos v/t qui
s’annule en 0. Alors :

Ve e R f(z) = A(sin®x) + B(cos® z).
Par composition et somme f est dérivable, de dérivée :

VeeR  f/(z)=2sinzcosz(A'(sin’z) — B'(cos’ z))

= 2sin x cos x(arcsin [sin x| — arccos |cos x|)
Siz e [0, g] alors sinx > 0 et cosz > 0 donc :
arcsin |sin z| = arcsinsinz = z et arccos |cos x| = arccoscosr = x

Ceci grace aux propriétés :

T

Vo e [—5, 5} arcsinsinz = x et  Vxel0,m] arccoscosz = x.

Ceci montre que :

Vo € [0, g] f'(z)=0.

’T} est un intervalle alors f est constante sur [O, g]

12
Comme f est paire et m-périodique alors f est constante sur R.

Comme [O

On peut calculer f(0) par intégration par parties, changement de variable u = cost et
linéarisation, mais le plus simple est de calculer f(7) :

f(%) = /Eal"CSin Vidt + /5arccos Vidt
0 0

-

N

(arcsin V/t + arccos \/%) dt = / : dt =
0

e

T
2

On en déduit :

VeeR  f(zx)=

AN
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1
Pour tout = € R on pose : f(z) = /0

a.
b.

dt
x4t

Justifier que la fonction f est bien définie et décroissante.
Déterminer ses limites en 400 et en 0.
c. Démontrer que pour tout (z,a) € (R*)? :
|z —a
z)— fla)] < .
7(@) ~ fla) < 2

a.

En déduire que f est continue.
. Démontrer que f est dérivable et donner sa dérivée.

Indication : deviner quelle fonction g conviendrait pour f' et démontrer que f est
dérivable de dérivée g.

Pour z € R?, fixé posons ¢, (t) = —.

[0, 1] et continue, donc f(z) est définie.

Comme f(x) est définie pour tout € R* alors la fonction f est bien définie sur RY.

Alors la fonction ¢, est définie sur le segment

Soit z et y deux réels tels que 0 < x < y. Alors :

1 1

vt e [0,1 >
0,1] x4+ttt T oy 4ttt

Par croissance de l'intégrale :

/1 dt >/1 dt
ox+tt T Joy+td

On a donc démontré que :

Vr,y) e (RL)®  2<y = [f(z)>=[f(y)

La fonction f est décroissante.
Soit x € R%. Sit € [0,1] alors # < +t* <2+ 1, donc :

1 1 1

Yt 0,1 < <
€01 r+1 x4+t Tz

Par croissance de l'intégrale :

/1 dt </1 dt < Ld¢
orx+1 Joax+tt T x

Ceci donne : ) |
Vo e R? < < -
r e vy T+ 1 f(z) T

Par théoreme d’encadrement :  f(x) = 0

La fonction f tend vers 0 en 400, et on peut ajouter I’équivalence :

@) ~ -

(+o00) T
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Pour la limite en 0 on remarque que si ¢ € [0, 1] alors t* < ¢. On en déduit :

1 1
<
x4+t o+ td

/1 dt </1 dt
ox+t Jox+tt

Vo € RY In <1+;) < f(x)

vt € 0,1]

Par croissance de l'intégrale :

Ceci donne :

Comme In(1+ 1) —y too  par théoreme d’encadrement :  f(x) — T
T— T—

c. Soit x et a deux réels strictement positifs. Alors par linéarité :

@ =10 = [ = = [ i ©)

dt =
r+tt a+t x4+ t*)(a+t)

On écrit :

(x 4+ t*)(a +t*)

la — x| ]a—x!_\x—a\
(z+t)(a+tY) ~ ax ax

Vit € [0,1]

Par inégalité triangulaire et croissance de I'intégrale :

/01 (x + ?4)_(;+ t4) dt' S /o1

On a bien justifié que :

(x + t4)_(a + t4)

1 _
dt < / o= al 4
0 axr

[f(z) = fla)| =

Wra) e (B! 17) — fla)] < 22

Soit a € R fixé. Comme a est non-nul alors :

|z —af

— 0
ax r—a

Par théoreme de comparaison :

f@) = (@] — 0 etdonc  f(z) —> f(a)

T—a

Ceci montre que f est continue en a
Ainsi f est continue en tout point de R’ donc f est continue.
d. Soit @ € R%. On a alors, d’apres 'égalité (6) de la question précédente :

. f@)=fla) 1 1 a-u _ [ dt
Ve € R} \ {a} T —a _gc—a/o(x+t4)(a+t4)dt__/o(:C+t4)(a+t4)

Attention : en vertu de 'exercice 4 ci-dessus on ne peut en déduire :

T — —/1<1' ! )dt
a o (@t )@+t o \eoa (z + 1) (a + 4)
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On doit donc démontrer que ceci est vrai.

Soit x € R différent de a. On commence par écrire :

o) =)
o

r—a a+ t*)?

- ‘_/01 (z + t4c)1za Ty /Ol(ajttzx)z

Par linéarité :

_.Al (z—a) m‘ (8)

z+t4)(a + t4)?

'_/01 (z + t4c)1€a T T /Ol(ajttziy

Par inégalité triangulaire :

/01 (x +(;i)?aaﬂ)L t4)? dt‘ S /01

Comme a et z sont strictement positifs :

(z —a)
(@ + t4)(a + t1)2

:/01 r=al 4 ()

(@ + t4)(a + t1)2

|z — al | — al
<

vt € [0,1] Gr ot P2 S 2

Par croissance de l'intégrale :

1 |z — a Hz — al |z — al
dt g/ dt = 10
/o (x +t*)(a + t4)? 0o xza? ra? (10)

Les équations et inéquations (7) a (10) donnent par transitivité :

; f(x) = f(a) /1 dt |z — a
Ve e R\ {a} ' T +o(a+t4)2 S a2
Comme % —> 0 alors:
o) =Sl _,
r—a = Jo (a+t4)?
Ceci démontre que la fonction f est dérivable en a, de dérivée f'(a) = — / Ldr
q ) 0 (a,+t4)2 .

Finalement la fonction f est dérivable, de dérivée :

.t
Vo € R f(x)——/om_#)?
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