Lycée Bellevue — Toulouse 3 mai 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°7

Probléme d’analyse : L’intégrale de Gauss. (21 points)
Partie A : Définition. (6 points)
1. (2 points) On définit la fonction p : R — R

T — e

Cette fonction est définie sur R et continue.
En conséquence l'intégrale / ©(t) dt est bien définie pour tout = € R, donc la fonction
0

f est bien définie.

D’apres le théoreme fondamental de I'analyse la fonction f est une primitive de .
Elle est donc dérivable de dérivée .

Comme f’ = ¢ et ¢ est continue alors f est de classe C!.

Comme ¢ est strictement positive alors f est strictement croissante sur R.

2. (2 points) Soit x > 1. D’apres la relation de Chasles :

1 2 z 2
(@) :/ et dt+/ et dt.
0 1

Comme 1 < z alors :
Vt € [1, ] 1<t donc —2<—t puis e’ <et.

Par croissance de l'intégrale :

xX 2 xX
/ et dt </ e tdt.
1 1

On en déduit : N
Ve>1  f(z) < f(1)+/ et dt.
1

3. (2 points) On calcule, pour tout > 1 :
/ e tdt = {— e_t] =et—e 7
1 1

/ e tdt <el.
1

T

Comme e~ * > 0 alors :

Ceci donne :
Ve >1 flz) < f() +e .
La fonction f est donc majorée sur U'intervalle [1, +o0o[ par le réel f(1) + e~ 1.

Elle est croissante et majorée sur [1, +o00[ donc par théoreme de la limite monotone elle
admet une limite finie en +o0.
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Partie B : Deux fonctions définies par des intégrales. (8 points)
1. (1 point) Soit x un réel.

La fonction t — ¢(t) est définie et continue sur [0, 1].

Par produit et composition la fonction ¢ + e*#(®) est définie sur [0, 1] et continue.

Comme ¢ ne s’annule pas sur [0, 1] la fonction ¢ +— e;fg) est définie sur [0, 1], et par

quotient elle est continue.

1 1 pze(t)
Les intégrales / e?Ddt et / ——dt  sont donc définies.
0 0 o(t)

Ceci étant valable pour tout z € R, les fonctions g et h sont définies sur R.
2. (1 point) Soit I un intervalle, n un entier naturel, f une fonction de classe C"™! sur I.
Soit a un point de I et M un majorant de ‘f("“)’. Alors :

n+1

n (k)a
Ve el ’f(x)—zf kf)(ac—oz)’C

|z —af
(n+1)!

<M

3. (1 point) Posons n =1, a = 0, et soit f la fonction exponentielle.
Soit x un réel. On note I = [0,z] siz > 0et I = [z,0] si x < 0.
La fonction f est de classe C? sur I, de dérivée seconde f” = exp.
Cette dérivée est majorée par e si x > 0 et par 1 si x < 0, donc par e~* dans ce cas.
Elle est donc majorée par el*!l dans tous les cas.
On pose donc M = el®l. Par application de I'inégalité de Taylor-Lagrange au point  :
[ x’
¥ —1—a| < MEL = ekl
| <M= i
Il s’agit du résultat attendu.
4. (2 points) Soit (z,u) € R? avec u # 0. Par définition de g et h :

— 1/ rlelatu)e(®) 1 pr(t) 1
g(@ +u) —g(x) h(z) = ~ / e W _/ T _/ o) qt.
u ul\Jo (1) 0 ©(t) 0

Par linéarité de l'intégrale :

_ 1 [ eme(t) qup(t) _ pze(t)
ga+w —g@) o /<e el — _W(w)dt
0
€

up(t)

- /oluso(t) (e =1~ up(t)) dt.

Par inégalité triangulaire :

g(z +u) — g(x) / e oo
—h < vl — 1 — t))|dt
- @< ), feam @ up(t))
1 prp(t)
wel®) 1 — up(t)| dt.
o Tup ()] @)




MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°7

En utilisant la question précédente :

Vi € [O 1] ere(t) ‘eutp(t) P (t)‘ - ere(t) y (usp(t))26|ugo(t)|
L Tup)l U Tup] T2 |
Sachant que — e™#®) L el#v®l et % = |uep(t)] :
viea] e 90— 1~ ()| < | 2< N (et

Par croissance de l'intégrale :
1 pre(t)
o Jup(t)]

Ceci donne, par linéarité de l'intégrale :

e ® — 1 —ugp(t)] dt < / Hue Ol et iuiei gy
0 2

U 1
~ hiz)| < |2|/0 (o(t) el HUDISO g )

’g(ﬂf +u) —g(@)

5. (a) (0,5 point) La fonction ¢ est continue sur le segment [0, 1] donc par théoréme des
valeurs extrémes elle est bornée sur ce segment, et donc la fonction |p| admet un
maximum sur [0, 1], que 'on note M.

(b) (1,5 points) Par définition de M :
vt € [0,1] lo(t)] < M.
Comme (|z] + |u|) est positif et la fonction exponentielle est croissante :
wte0,1]  eleHublel o c(el+uhM
Par produit de termes positifs :
W [0,1] [l el < oty

Par croissance de l'intégrale :

1 1

/ (o(t)|elHuDl Ol g < / Mellel M g4

0 0

La fonction t s Me(#+DM egt constante donc :
/1Me<|x|+|u|>M dt — MelziHuby
0

Par transitivité, en utilisant I'inégalité (1) :

|;4 Ao llalHubr @)

u
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6. (1 point) Par composition la fonction u +— %'M@WHU‘)M est continue, donc sa limite
lorsque u tend vers 0 est sa valeur en u =0 :

lim MMe(IIHIHI)M =0
u—0

Par théoreme d’encadrement, l'inégalité (2) donne :

- <g<x +u)—gla) ,m)) .,

u—0 u

De fagon équivalente :

La fonction g est donc dérivable en x, de dérivée ¢'(z) = h(x).

Comme ceci est valable pour tout x € R, alors la fonction g est dérivable sur R de
dérivée g’ = h.

Partie C : Calcul. (7 points)

La fonction ¢ : t — —(1+4#%) est continue sur R et ne s’annule pas, donc on peut appliquer
le résultat de la partie précédente : g est dérivable et ¢’ = h.

1. (1 point) Les fonctions x + 2% et g sont dérivables, donc par composition la fonction
G est dérivable, et :

VreR  G'(z) =2zg (2*) = 2zh(2?).

Par définition de h et de ¢ :

1
VeeR  G'(z)= 290/ e 1) gt
0

On en déduit :
1 2 2,2 2 1 5
VieR  G'(z)= 2.T/ e e dt = 2z / e~ 4t
0 0

Il s’agit du résultat attendu.

2. (1 point) On fixe un réel x et on applique le changement de variable u = tx a Uintégrale.

La fonction t — tz est de classe C!, de dérivée &% = z, donc z dt = du, puis :

dat
25(]6_$2/16_(m)2 dt = 26_3”2/
0 0

2

On sait que pour tout x € R:  f(z) = / e du et fl(x)=e"".
0
On en déduit bien :

1 T
e~ (0% 4t = 26_3”2/ e du.
0

VeeR  G'(z)=2f"(x)f(x).
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3. (2 points) La fonction z + 2f(z)f(z) est la dérivée de la fonction = — f(z)?, et la
fonction G’ est celle de G. Comme R est un intervalle alors il existe une constante réelle
K telle que :

VieR  f(2)*=G(x)+ K.

En particulier pour z = 0 on obtient f(0)? = G(0) + K.
0 2

Or f(0)? = (/ et dt) =0, et :
0

1 Lo dt !

G(0) = ¢(0) :/olgo(t)dt:_ TTE —{arctanthz —%.

Ceci montre que K = 7.
4. (1,5 points) Soit x € R. Par inégalité triangulaire :
1 e?e(t)

~Jo Jo(t)]

La fonction ¢ est la fonction ¢ — —(1 + %), ce qui montre que :

()

o(t)

@)l =gt < [

Vee[0,1] )< -1 et o) > 1.

On en déduit :

1
vte[0,1]  2Pe(t) < —2® et —— <1
|o(8)]
Par application de la fonction exponentielle, qui est croissante, puis produit de termes
positifs :
e2e(t)

|0 ()]

vVt € [0,1]

Par croissance de l'intégrale :

1 ,720(t) 1
C  _dt< / e dt = e
o |o(t)] 0

Ceci est valable pour tout € R, donc par transitivité I'inégalité (3) donne :

2

Vex e R |G(z)] <e ™.

5. (1,5 points) On sait que :  lim e = 0.

T—+400

Par théoreme d’encadrement, 'inégalité (4) montre que : G(x) P 0.
xX oo

On rappelle que 'on note I = EIJP f(z). Comme f est croissante et f(0) = 0 alors [

est, positive.
On a démontré que : Yz e R f(z)* = G(x)+ .

Par unicité de la limite on en déduit I? = T, donc I = @
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Probléme d’algebre : Noyaux emboités. (21 points)

Partie A : Suites d’entiers. (4 points)
1. (2 points) Par théoreme, comme la suite (u,) est croissante et majorée alors elle est
convergente.
Soit ¢ sa limite. Par définition, pour tout € > 0 il existe un entier N tel que :

VneN n>2N = |u,—/{|<ec

, comme ¢ > 0 alors il existe un entier p tel que :

=

En particulier pour € =
Vn e N nzp — K—iéun<5+i.

L’intervalle [€ — i, l+ ﬂ est de largeur %, donc il contient au plus un seul entier.
Or il contient u,, qui est un entier. Donc il ne contient pas d’autre entier.

Pour tout n > p, comme u,, est entier et appartient a cet intervalle alors u,, = u,.
Ceci montre que la suite (u,,) est stationnaire en u,.

2. (a) (1 point) Soit k € {0,...,n— 1}. Alors :
Uk+1—vk:uk+1—(k’+l)—un+k::(uk+1—uk)—1.

Comme la suite (ug)ocp<n €st strictement croissante alors ug1 — ug > 0.
Comme uy1 et ug sont entiers alors ugy 1 — uy est entier, et donc wgyq — up > 1.
Ceci donne v 1 — v = 0, ceci pour tout K = 0,...,n — 1, donc la suite (vx)o<k<n
est croissante.

(b) (1 point) Si ug = 0 alors vy = 0.
La suite (vg)o<k<n €st croissante donc pour tout £k =0,...,n: vg = vp.
Ceci donne v, > 0 donc u > k.

Partie B : cas général. (17 points)
1. (1 point) Soit u un élément de ker f*. Alors f*(u) = Op, puis :

FFHu) = f(fH () = f(0r) = 0g

En effet f est linéaire donc f(0g) = Og.
Ceci montre que v appartient au noyau de f*+1,
L’inclusion ker f* C ker f**! est donc démontrée.

2. (2 points) L’inclusion de la question précédente donne :
Vk € N dimker f* < dimker f**1 donc ap < Ayt

La suite (ax)ren est donc croissante.
De plus, pour tout k& € N, comme f* est un endomorphisme de E alors ker f* est un
sous-espace vectoriel de F, et donc :

dim ker f* < dim E.

Ceci donne a; < n, donc la suite (ag)ren est majorée par n.

La suite (ax)ken est croissante et majorée donc par théoreme elle converge.

Comme elle est composée d’entiers alors d’apres la premiere question de la partie A
ci-dessus elle est stationnaire.
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3. (1 point) Soit N I'ensemble des entiers naturels k tels que ay = ag. .

Alors N est une partie de N. Elle est non-vide car la suite (a)ren est stationnaire, i.e.,
constante a partir d’un certain rang.

Toute partie non-vide de N admet un élément minimal, donc N admet un élément
minimal, que l'on note p.
4. (2 points) Nous savons que la suite (ay)o<k<p €st croissante.
Par minimalité de p : Vk <p ap < agy1.
Ceci montre que la suite (ax)o<k<p €st strictement croissante.
Comme f° = Idg alors ker f° = {0g}, donc ag = dimker f* = 0.
D’apres la question 2(b) de la partie A : Vk=0,...,p ax > k.
En particulier a, > p. Comme a, < n alors p < n.
5. (a) (1 point) Soit u € ker f**1. Alors f**1(u) = 0g donc :

PP ) = (f7 o A7) (w) = f5 (u) = 0.

Ceci donne f*7P(u) € ker fP+.

(b) (1 point) Nous savons déja que ker f* C ker f*+1,
Pour démontrer I'inclusion inverse considérons un élément u de ker f¥+1.
D’apres la question précédente f*~P(u) € ker fPHL.
Par définition de p on a a, = a,41. On sait que ker f? C ker fP*! donc par égalité
des dimensions ker f? = ker fP*!,
Ainsi f*7P(u) € ker fP, ce qui donne fP(f*P(u)) = Og, puis f*(u) = Og, et enfin
u € ker fF.
On a démontré que ker f**1 C ker f*.
Par double inclusion : ker f*+! = ker f*.

6. (a) (1 point) Soit u € im f*1. Alors il existe v € E tel que u = f*1(v). Ceci s'écrit

v = f*(f(v)) et donc u € im f*.
On a démontré que im f*1 C im f*.

(b) (1 point) On peut appliquer le théoréme du rang aux endomorphismes f? et fP*!
car F est de dimension finie. Il donne :

dim £ = dim ker f? + dim im f*
et dim E = dimker 7! + dim im fP*'.

On sait que dimker f? = dimker fP™!, donc les deux égalités ci-dessus impliquent
dimim f? = dimim fP+!.

D’aprés la question précédente im fP™' C im fP, donc par égalité des dimensions
im fPH = im fP.
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7. (2 points) On démontre d’abord que im f Nker f* = {0g}.
L’image et le noyau d’un endomorphisme de E sont des sous-espaces vectoriels de F/|

donc im f? et ker fP sont des sous-espaces vectoriels de E; et ainsi ils contiennent son
vecteur nul. On a donc {0g} C im f? N ker f?

Réciproquement, considérons un élément u de im f? Nker fP. Comme u € im f? alors il
existe v € E tel que u = fP(v). Comme u € ker f? alors f?(u) = 0g. On aboutit donc
a f(v) = 0g, i.e., v € ker f2P.

Comme 2p > p alors ker fP = ker f?P. En effet la suite (ay)ren est stationnaire a partir
du rang p donc a, = as,, et U'inclusion ker f? C ker f* montre que ker f? = ker f2P.
On en déduit v € ker fP, puis fP(v) = 0g et enfin u = Op.

On a démontré que im f? Nker f* C {0g}.

Par double inclusion on obtient im f? N ker f* = {0g}.

D’apres le théoreme du rang :
dim £ = dimim f? + dim ker f?.
Par caractérisation de la somme directe en dimension finie :
E =im f? & ker f*.

8. (a) (2 points) Soit u € im fP. Alors il existe v € E tel que u = fP(v), donc f(u) =
fP(f(v)), puis f(u) € im fP. Ainsi im f? est stable par f.
Soit u € ker fP. Alors fP(u) = 0, donc f(f?(u)) = Og, ce qui s’écrit aussi fP(f(u)) =
O, donc f(u) € ker fP. Ainsi ker f? est stable par f.

(b) (2 points) L’application f; est un endomorphisme de im f?.

Démontrons qu’elle est injective.
Soit u € ker f1. Alors w € im f? et f(u) = Og. Ainsi u € ker f et donc u € ker f?,
car ker f C ker fP. Donc u € im fPNim f?, et comme im f? et ker f? sont en somme
directe alors u = Og.

Ceci montre que ker f; = {0}, donc f; est injective.

Comme im fP est un sous-espace vectoriel de F qui est de dimension finie alors
im fP est de dimension finie. L’application f; est un endomorphisme de im f? qui
est de dimension finie, par corollaire du théoreme du rang comme elle est injective
alors elle est bijective.

Finalement f; est un automorphisme de im f?.

Si u € ker f? alors fP(u) = 0 et donc f5(u) = 0g.

Ceci est valable pour tout u € ker f?, donc fI est ’endomorphisme nul de ker f7.
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9. (1 point) Soit r = dimim f? et m = dimker f7.
Alors r +m =n, car £ = im f? & ker fP ou par théoreme du rang.
Notons (e, ..., e,) une base de im f? et (e,41,...,€,) une base de ker f?.

Comme E = im fP & ker f? alors d’apres le théoreme de la base adaptée la famille
B = (e1,...,e,) est une base de E.

On sait que im f? est stable par f et im f? = Vect (eq,...,e,).

Soit i € {1,...,r}. Comme e; € im f? alors f(e;) € im fP, donc f(e;) s’exprime en
fonction de eq,...,e,.

Ceci montre que dans chaque colonne 1 a r de la matrice de f dans la base B, les lignes
r + 1 & n sont nulles.

On sait que ker f? est stable par f et ker f? = Vect (€,41,...,€n).
Soit i € {r+1,...,n}. Comme e; € ker f? alors f(e;) € ker fP, donc f(e;) s’exprime
en fonction de e,y1,...,€,.

Ceci montre que dans chaque colonne r + 1 a n de la matrice de f dans la base B, les
lignes 1 a r sont nulles.

Nous avons justifié que A, la matrice de f dans la base B, est une matrice par blocs de

la forme :
B Or,m
= (o, %)

ol B est une matrice carrée de taille (r,7), N est une matrice carrée de taille (m,m),
et Oy, Oy, sont les matrices nulles de tailles respectives (r,m) et (m,r).

Pour la matrice de f? dans la base B on procéde de méme :

Soit i € {1,...,r}. Comme ¢; € im fP alors fP(e;) € im fP, donc fP(e;) s’exprime en
fonction de eq, ..., e,.

Ceci montre que dans chaque colonne 1 a r de la matrice de f? dans la base B, les
lignes r + 1 a n sont nulles.

On sait que f? est nulle sur ker f?.

Soit i € {r +1,...,n}. Comme e; € ker f? alors f?(e;) = 0p.

Ceci montre que les colonnes r + 1 a n de la matrice de f? dans la base B sont nulles.
Nous avons justifié que la matrice de fP dans la base B est une matrice par blocs de la

forme :
C O'r,m
Om,r Om

ou C est une matrice carrée de taille (r,7) et 0,, est la matrice nulle de taille (m,m).

On peut ajouter que cette matrice est AP. En effet, comme A = Mp(f) alors :

vkeN A" = (Mp(f)" = Ms(f).

Comme A est une matrice diagonale par bloc alors A? = (Bp 0 )

0 NP
Par unicité on en déduit C = BP et NP = (.
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