Lycée Bellevue — Toulouse pour le 1°* juin 2026
MPSI — Mathématiques

[ Devoir a la Maison n°13 ]

Partie A. Regle de d’Alembert

Soit (uy)nen une suite strictement positive.

On suppose que la suite (“Zﬂ) N admet une limite ¢ € R.
n /n

Cas n°1. On suppose que £ < 1.
(a) Soit ¢ un réel strictement supérieur a ¢. Démontrer qu’il existe un entier p tel que
pour tout n = p: Upt1 < QUp.
(b) En déduire, pour tout n > p, une majoration de u, de la forme wu,, < K¢" ou K ne
dépend pas de n.

(c) Démontrer que la série de terme général u,, converge.
Cas n°2. On suppose que ¢ > 1, éventuellement ¢ = +ooc.

En s’inspirant de la question précédente, démontrer que la série de terme général wu,,
diverge.

Cas n°3. Montrer que si £ = 1 alors la série > u,, peut converger ou diverger.

Partie B. Une application

n!

Pour tout n > 1, soit u, = —.
nn

1. A laide de la partie précédente déterminer la nature de la série > u,,.
2. Retrouver ce résultat en utilisant la formule de Stirling.

Partie C. Regle de Raabe-Duhamel

Soit v un réel et (u,),en+ une suite strictement positive telle que :

1
Un+1 _ l_Oé‘f‘O()

Uy, (+00) n n?

Soit (v, )nen+ la suite définie par :
Vn € IN* vy, =In((n+1)%upy1) — In (n%uy,)

1. Démontrer que la série de terme général v,, est absolument convergente.
2. En déduire qu’il existe A € R tel que wu, ( ~ ))\n%.
+oo

3. Que peut-on en déduire sur la convergence de la série Y u,, ?
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Partie D. Une série d’intégrales

zdt
Pour tout n € IN* et = € R . F, :/771
our tout n et x 4 on pose (x) ) BT D)
1. Soit n € IN* fixé.

(a) Démontrer que la fonction F), est bien définie sur R, et donner ses variations.
(b) Démontrer que la fonction F), est majorée sur R, .

z dt
On pourra écrire F,(z) = F,(1) +/1 [

En déduire qu’elle admet une limite finie en +o00.

On note dorénavant I,, = lim F,(z)
T—+00
2. Soit n € IN*,
(a) Déterminer une fonction g, telle que pour tout = € R, :

L E(@) + gule)

Fo(z) — Fop(x) = in

(b) En déduire une relation entre I,, et I, 4.

3. En utilisant la partie précédente déterminer la nature de la série ) I,,.
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