Lycée Bellevue — Toulouse 29 avril 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°13

Interpolation d’Hermite

Partie A. Existence et unicité

1. Pour tout réel a I'application de spécialisation P +— P(«) de E dans R est linéaire.
L’application de dérivation P +— P’ de E dans F est aussi linéaire.
Par composition, pour tout « I'application P — P’(«) est linéaire.
Les quatre composantes de 'application ® sont linéaires donc ® est linéaire.
2. Par définition le noyau de ® est ’ensemble des polynémes P de E tels que ®(P) = 0,
donc
VPeE Peker® <= P(a)=P(a)=P()=P(b)=0.
Ceci signifie que a et b sont racines de P d’ordre de multiplicité au moins 2.

Si P est un polynéme non-nul de E alors P est de degré au plus 3 donc la somme des
ordres de multiplicité de ses racines ne peut excéder 3. Il ne peut donc admettre deux
racines doubles distinctes, et comme a et b sont distincts alors P ne peut étre dans le
noyau de .

Ceci montre que ker ® = {0g}.
3. Comme ker ® = {0z} alors par propriété ® est injective.
D’apres le théoreme du rang, E étant de dimension finie :

dimker ® 4+ dimim ® = dim F.

Comme E = R3[X] alors F est de dimension 4, comme ker ® = {0z} alors ker ® est de
dimension nulle. Donc dimim ® = 4.
Comme im ® C R* et dimim ® = dimR* alors par théoréme im ® = R*, ce qui montre
que P est surjective.
L’application ® est injective et surjective donc elle est bijective. Elle est linéaire donc
c¢’est un isomorphisme.

4. Les conditions P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), P(b) = f(b) et P'(b) = f'(b) s’écrivent
©(P) = (f(a), ['(a), f(b), ['(b)).
Le quadruplet (f(a), f'(a), f(b), f'(b)) appartient & R*.
Comme P est bijective alors ce quadruplet admet un et un seul antécédent par ¢ dans
R5[X], que I'on note P.

Il existe donc un unique P € R3[X] vérifiant les quatre conditions recquises.
5. (a) Soit P, = (X —a)*(X —b) et P, = (X —a)(X —b)2
Ces polyndmes sont unitaires, ils appartiennent a E car ils sont de degré 3.

Ils admettent a et b pour racines, et a est racine double de P, b est racine double
de P,. Ils verifient donc bien les conditions demandées : Pi(a) = Py(b) = P{(a) =0
et Py(a) = Py(b) = Py(b) = 0.
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(b) On calcule les polynémes dérivés des P;, en utilisant les définitions de ¢ et de d :

Pl =2(X —a)(X —b) + (X —a)? = (X —a)(3X — 2b— a)
Py= (X —b)2+2(X —a)(X —b) = (X —b)(3X —b— 2a)
Py =2(X = 0)(X —¢) + (X = b)* X =b)(X —a)
P, =2(X —a)(X —d) + (X — a)? = 3(X — a)(X —b).

I
w
—~~

Ceci permet de calculer, en notant (ey,...,es) la base canonique de R? :
o(P) = (O 0,0, (b —a) ) = (b—a)’ey
®(Py) = (0, (a—1)*,0,0) = (b—a)’e
@(Pg):(b a)® ooo) = (=ap,
O(Py) = ( 3 ) 0) = —7(b;a)3€3

Notons B = (®(F,), P(Fy), P(Ps), P(Py)). Comme la famille (eq,...,eq4) est une
base de R* et (b — a) # 0 alors la famille B est une base de R*.

De plus @ '(B) = (P, ..., P;). L’image d’une base par un isomorphisme est une
base donc la famille (P, ..., P;) est une base de E.

(c) Comme @ est un isomorphisme alors ®~! est linéaire, et comme (b — a) # 0 alors :

@_1(61) = ﬁpg ®_1(62) = ﬁpg
q)_l(eg) = _ﬁpgl ¢_1(€4) = ﬁpl.

Toujours par linéarité de @~ on en déduit que pour tout (z,y, z,t) € R* :

O (z,y,2,t) = D (wey + yey + zez + tey)
=20 ey) +y® Hey) + 20 (e3) + 1@ (ey).

Soit f une fonction dérivable sur [a,b]. Le polynéme d’interpolation d’Hermite de

f sur [a,b] est P =®7(f(a), f'(a), f(b), (b)), donc :
)

2f(a) Pt f'(a 2f0) p . _f'0)

P=Goap T p—ap b—a® *" (b—a)?

Py — P.
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Partie B. Majoration de l’erreur (9 points)

1. On applique le corollaire de I'inégalité des accroissements finis :

La fonction g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, et |¢| est majorée par K, donc
la fonction g est K-lipschitzienne sur [a, b].

Ceci signifie que :
V(z.y) € a0 g(w) = 9(y)| < Kl —yl.
en particulier, pour y = ¢ on obtient :
Vo € [a,b] lg(z)| < K|z —¢|.

Comme c et x sont dans 'intervalle [a, b], leur différence est inférieure a b — a. De fagon
plus précise, comme a < c< bet a <z <balors:

a<xr<b et —b< —-c<a puis a—b<z—c<b—a.
Ceci donne |z — ¢| < (b — a), et par transitivité :
vz €la,b]  |g(z)] < K(b—a).

Le lemme est démontré.
2. (a) La fonction f est de classe C* par hypothése, la fonction p est de classe C* car elle
est polynomiale. Comme d = f — p alors d est de classe C*.
La fonction p est polynomiale de degré 3, donc sa dérivée d’ordre 4 est nulle, et par
linéarité d¥ = f& — p) = f&),
Comme p est la fonction polynomiale d’interpolation d’Hermite sur [a,b] alors

f(a) = p(a), f(b) = p(b), f’(a) = p'(a), f/(b) = p’(b), ce qui donne :
d(a) =d(b) = d'(a) = d'(b) = 0.

(b) La fonction d étant de classe C* sur [a,b], elle est continue et dérivable sur tout in-
tervalle inclus dans [a, b], de méme que f’ et f”. On peut donc appliquer le théoréme
de Rolle a ces trois fonctions :

Comme d(a) = d(b) alors d’apres le théoreme de Rolle il existe ¢; € |a, b tel que
d'(c;)=0.
Comme d'(a) = d'(c1) et d'(c;) = d'(b) alors il existe ¢a € Ja, 1] et ¢z € ]ey, b] tels
que d’(c2) = d"(c3) = 0.
Comme d"(cg) = d"(c3) = 0 alors il existe ¢4 € e, 3] tel que d”(cy) = 0.
Comme ¢4 € [a,b] il s’agit bien du résultat demandé.

(c) Comme f est de classe C* sur le segment [a, b] alors sa dérivée quatrieme est définie

et continue. Par théoreme une fonction continue sur un segment est bornée, donc
™ est bornée sur [a, b], ce qui signifie qu'il existe un réel M tel que :

vrela b |fP@)| <M
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(d) On applique le lemme aux fonctions d”, puis d”, puis d’, et enfin d, avec K = M,
puis K =M(b—a), K=M0b—a)’>et K =M(b—a).
La fonction d” est dérivable sur [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que d”’(c) = 0, et pour
tout = € [a,b] on a ’d(4)($)’ = ‘f(4) (x)‘ < M. D’aprés le lemme :

V€ [a,b] |d" (z)| < M(b— a).

La fonction d” est dérivable sur [a, b], il existe ¢ € [a,b] tel que d’(c) = 0, et pour
tout x € [a,b] on a |d”(x)] < M(b— a). D’apres le lemme :

Vo € [a,b] |d"(z)] < M(b— a)’.

La fonction d’ est dérivable sur [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel que d'(¢) = 0, et pour
tout = € [a,b] on a |d"(x)] < M(b— a)? D’apres le lemme :

Va € [a,b] |d'(z)| < M(b—a).

La fonction d est dérivable sur [a,b], on a d(a) = 0 et pour tout = € [a,b] on a
|d'(z)] < M(b—a)®. D’apres le lemme :

Vo € [a,b]  |d(z)] < M(b—a).

3. (a) Puisque M est un majorant de ‘ f(4)‘ sur [a,b] alors M est aussi un majorant de
‘f(‘*)’ sur [zg_1, Ty
En remplacant a et b par x;_; et x, le résultat de la question précédente donne :

Yt € [l‘k_l, l‘k] |f(t) — pk(t)| < M(ﬁk — fk_1)4.

Comme x, — )1 = I’_Ta alors on obtient :

Vt € [wpy,xn]  [f() = pe()] < M<b;la> .

(b) Par linéarité de l'intégrale :

[* rwa- [ p dt| _

k—1 Tk—1

[ - minar 0

k—1

D’apres I'inégalité triangulaire :

/ﬂ:lf(t) —pe(t)dt| < /::kl\f(t) — pi(t)| dt. 2)

Nous venons de démontrer que :

Vte [men el |F@) — pe(t)] <M<b;a> .
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Par croissance de l'intégrale, comme x_1 < xy, alors

[F 0 -noas [ M(b;“) .

[ 150 mojar < (222 ®)

k—1 n

Ceci donne

Par transitivité de la relation d’ordre les inéquations (1), (2), (3) donnent

[ rma- [ o < M(b;“f.

(c) D’apres la relation de Chasles :
b b T n Tk
t)ydt — [ h(t)dt = t)dt | + h(t)dt |.
[ rwae= [nar=32( [ ) + ([ neo )

k=1

Comme h = py sur chaque intervalle [xj_;, x| alors :

(o) e S mon)

/abf(t) dt — /abh(t) Q=3

k=1

Par linéarité de la somme :

/abf(t> dt_/abh(t) dtzlczn;(/;:f(t) dt—/:::pk(t) dt)_

L’inégalité triangulaire pour les réels donne :

b b n
f(t) dt—/ h(t) dt| <Y

1/% ()

k—1

- /: pr(t) dt‘

Et donc d’apres la question précédente :

/abf(t)dt—/ t)dt| < EZ: (b_a>5:M(b_a)5.

n4
Ainsi I'approximation de l'intégrale de f par celle de h est d’ordre 4.

page 5/6



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°13

Partie C optionnelle. Calcul de ’approximation de I’intégrale

b )
1. On peut calculer 'intégrale / (t —a)(t —e)dt en écrivant (t —e) = (t —a) + (a — ),
ou en utilisant le Changementade variable u =t — a. On obtient :

(b'—a)j""Q_(e_a)(b.—a)j'i'l:(b_a)j+1 b.—a_e.—a .
J+2 j+1 j+2 j7+1

/ab(t—a)j(t—e)dt:

2. Comme dans la question précédente on obtient pour tout j € N :

/b(t—b)j(t— e)dt = (a — b)it! (ba b e>'

74+2 5+1

Avec les valeurs ¢ = 3¢t et d = 32=2 on en déduit :

2 2

/ bP1 (t)dt = — b 12(1)4 / bPQ(t) ar = 12(1)4

/P3 b:la) /abP4(t)dt:—(b_4a)4.

3. Dans la question 5(c) de la partie A on a obtenu :

 2/(a) f'(a) 2£(b) 1)
(N (s e T A R o A (o
Par linéarité de I'intégrale on en déduit :
b b—a / / (b - a)2
| P@dt = (f(a) + F0) 757 + (F'(@) = S () =75

4. En remplagant [a, b] par [xy_1, 2] on obtient :

[ p0)de = () + o) "+ (o) - Fa &=

5. Grace a la relation de Chasles on obtient :

[mar =3[ mttyae =22 (S st + S stw) + Lo @ - o)

k=1

On remarque 'apparition des sommes de Riemann R,,(f), S,(f) puis T,,(f) :

(b —a)?
12n?

Ho(f) = 5 (Ralf) + Su(F) -

(b—a)’
12n2

(f'(b) = f'(a))

=T(f) - (f'(b) = f'(a)).

b
La partie B montre que cette valeur est une approximation de l'intégrale / f(t)dt et
a

que leur différence est un O(#), ce qui est meilleur que T, (f) qui donne une approxi-
mation en O(#)
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