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Corrigé du Devoir à la Maison no13

Interpolation d’Hermite

Partie A. Existence et unicité

1. Pour tout réel α l’application de spécialisation P 7→ P (α) de E dans R est linéaire.
L’application de dérivation P 7→ P ′ de E dans E est aussi linéaire.
Par composition, pour tout α l’application P 7→ P ′(α) est linéaire.
Les quatre composantes de l’application Φ sont linéaires donc Φ est linéaire.

2. Par définition le noyau de Φ est l’ensemble des polynômes P de E tels que Φ(P ) = 0,
donc

∀P ∈ E P ∈ ker Φ ⇐⇒ P (a) = P ′(a) = P (b) = P ′(b) = 0.
Ceci signifie que a et b sont racines de P d’ordre de multiplicité au moins 2.
Si P est un polynôme non-nul de E alors P est de degré au plus 3 donc la somme des
ordres de multiplicité de ses racines ne peut excéder 3. Il ne peut donc admettre deux
racines doubles distinctes, et comme a et b sont distincts alors P ne peut être dans le
noyau de Φ.
Ceci montre que ker Φ = {0E}.

3. Comme ker Φ = {0E} alors par propriété Φ est injective.
D’après le théorème du rang, E étant de dimension finie :

dim ker Φ + dim im Φ = dimE.

Comme E = R3[X] alors E est de dimension 4, comme ker Φ = {0E} alors ker Φ est de
dimension nulle. Donc dim im Φ = 4.
Comme im Φ ⊆ R4 et dim im Φ = dimR4 alors par théorème im Φ = R4, ce qui montre
que Φ est surjective.
L’application Φ est injective et surjective donc elle est bijective. Elle est linéaire donc
c’est un isomorphisme.

4. Les conditions P (a) = f(a), P ′(a) = f ′(a), P (b) = f(b) et P ′(b) = f ′(b) s’écrivent
Φ(P ) = (f(a), f ′(a), f(b), f ′(b)).
Le quadruplet (f(a), f ′(a), f(b), f ′(b)) appartient à R4.
Comme Φ est bijective alors ce quadruplet admet un et un seul antécédent par Φ dans
R3[X], que l’on note P .
Il existe donc un unique P ∈ R3[X] vérifiant les quatre conditions recquises.

5. (a) Soit P1 = (X − a)2(X − b) et P2 = (X − a)(X − b)2.
Ces polynômes sont unitaires, ils appartiennent à E car ils sont de degré 3.
Ils admettent a et b pour racines, et a est racine double de P1, b est racine double
de P2. Ils verifient donc bien les conditions demandées : P1(a) = P1(b) = P ′1(a) = 0
et P2(a) = P2(b) = P ′2(b) = 0.
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(b) On calcule les polynômes dérivés des Pi, en utilisant les définitions de c et de d :

P ′1 = 2(X − a)(X − b) + (X − a)2 = (X − a)(3X − 2b− a)
P ′2 = (X − b)2 + 2(X − a)(X − b) = (X − b)(3X − b− 2a)
P ′3 = 2(X − b)(X − c) + (X − b)2 = 3(X − b)(X − a)
P ′4 = 2(X − a)(X − d) + (X − a)2 = 3(X − a)(X − b).

Ceci permet de calculer, en notant (e1, . . . , e4) la base canonique de R4 :

Φ(P1) =
(
0, 0, 0, (b− a)2

)
= (b− a)2e4

Φ(P2) =
(
0, (a− b)2, 0, 0

)
= (b− a)2e2

Φ(P3) =
(

(b−a)3

2 , 0, 0, 0
)

= (b−a)3

2 e1

Φ(P4) =
(
0, 0, (a−b)3

2 , 0
)

= − (b−a)3

2 e3

Notons B = (Φ(P1),Φ(P2),Φ(P3),Φ(P4)). Comme la famille (e1, . . . , e4) est une
base de R4 et (b− a) 6= 0 alors la famille B est une base de R4.
De plus Φ−1(B) = (P1, . . . , P4). L’image d’une base par un isomorphisme est une
base donc la famille (P1, . . . , P4) est une base de E.

(c) Comme Φ est un isomorphisme alors Φ−1 est linéaire, et comme (b− a) 6= 0 alors :

Φ−1(e1) = 2
(b−a)3P3 Φ−1(e2) = 1

(b−a)2P2

Φ−1(e3) = − 2
(b−a)3P4 Φ−1(e4) = 1

(b−a)2P1.

Toujours par linéarité de Φ−1 on en déduit que pour tout (x, y, z, t) ∈ R4 :

Φ−1(x, y, z, t) = Φ−1(xe1 + ye2 + ze3 + te4)
= xΦ−1(e1) + yΦ−1(e2) + zΦ−1(e3) + tΦ−1(e4).

Soit f une fonction dérivable sur [a, b]. Le polynôme d’interpolation d’Hermite de
f sur [a, b] est P = Φ−1(f(a), f ′(a), f(b), f ′(b)), donc :

P = 2f(a)
(b− a)3P3 + f ′(a)

(b− a)2P2 −
2f(b)

(b− a)3P4 + f ′(b)
(b− a)2P1.
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Partie B. Majoration de l’erreur (9 points)

1. On applique le corollaire de l’inégalité des accroissements finis :
La fonction g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, et |g′| est majorée par K, donc
la fonction g est K-lipschitzienne sur [a, b].
Ceci signifie que :

∀(x, y) ∈ [a, b]2 |g(x)− g(y)| 6 K|x− y|.

en particulier, pour y = c on obtient :

∀x ∈ [a, b] |g(x)| 6 K|x− c|.

Comme c et x sont dans l’intervalle [a, b], leur différence est inférieure à b−a. De façon
plus précise, comme a 6 c 6 b et a 6 x 6 b alors :

a 6 x 6 b et − b 6 −c 6 a puis a− b 6 x− c 6 b− a.

Ceci donne |x− c| 6 (b− a), et par transitivité :

∀x ∈ [a, b] |g(x)| 6 K(b− a).

Le lemme est démontré.
2. (a) La fonction f est de classe C4 par hypothèse, la fonction p est de classe C4 car elle

est polynomiale. Comme d = f − p alors d est de classe C4.
La fonction p est polynomiale de degré 3, donc sa dérivée d’ordre 4 est nulle, et par
linéarité d(4) = f (4) − p(4) = f (4).
Comme p est la fonction polynomiale d’interpolation d’Hermite sur [a, b] alors
f(a) = p(a), f(b) = p(b), f ′(a) = p′(a), f ′(b) = p′(b), ce qui donne :

d(a) = d(b) = d′(a) = d′(b) = 0.

(b) La fonction d étant de classe C4 sur [a, b], elle est continue et dérivable sur tout in-
tervalle inclus dans [a, b], de même que f ′ et f ′′. On peut donc appliquer le théorème
de Rolle à ces trois fonctions :
Comme d(a) = d(b) alors d’après le théorème de Rolle il existe c1 ∈ ]a, b[ tel que
d′(c1) = 0.
Comme d′(a) = d′(c1) et d′(c1) = d′(b) alors il existe c2 ∈ ]a, c1[ et c3 ∈ ]c1, b[ tels
que d′′(c2) = d′′(c3) = 0.
Comme d′′(c2) = d′′(c3) = 0 alors il existe c4 ∈ ]c2, c3[ tel que d′′′(c4) = 0.
Comme c4 ∈ [a, b] il s’agit bien du résultat demandé.

(c) Comme f est de classe C4 sur le segment [a, b] alors sa dérivée quatrième est définie
et continue. Par théorème une fonction continue sur un segment est bornée, donc
f (4) est bornée sur [a, b], ce qui signifie qu’il existe un réel M tel que :

∀x ∈ [a, b]
∣∣∣f (4)(x)

∣∣∣ 6M.
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(d) On applique le lemme aux fonctions d′′′, puis d′′, puis d′, et enfin d, avec K = M ,
puis K = M(b− a), K = M(b− a)2 et K = M(b− a)3.
La fonction d′′′ est dérivable sur [a, b], il existe c ∈ [a, b] tel que d′′′(c) = 0, et pour
tout x ∈ [a, b] on a

∣∣∣d(4)(x)
∣∣∣ =

∣∣∣f (4)(x)
∣∣∣ 6M . D’après le lemme :

∀x ∈ [a, b] |d′′′(x)| 6M(b− a).

La fonction d′′ est dérivable sur [a, b], il existe c ∈ [a, b] tel que d′′(c) = 0, et pour
tout x ∈ [a, b] on a |d′′′(x)| 6M(b− a). D’après le lemme :

∀x ∈ [a, b] |d′′(x)| 6M(b− a)2.

La fonction d′ est dérivable sur [a, b], il existe c ∈ [a, b] tel que d′(c) = 0, et pour
tout x ∈ [a, b] on a |d′′(x)| 6M(b− a)2. D’après le lemme :

∀x ∈ [a, b] |d′(x)| 6M(b− a)3.

La fonction d est dérivable sur [a, b], on a d(a) = 0 et pour tout x ∈ [a, b] on a
|d′(x)| 6M(b− a)3. D’après le lemme :

∀x ∈ [a, b] |d(x)| 6M(b− a)4.

3. (a) Puisque M est un majorant de
∣∣∣f (4)

∣∣∣ sur [a, b] alors M est aussi un majorant de∣∣∣f (4)
∣∣∣ sur [xk−1, xk].

En remplaçant a et b par xk−1 et xk, le résultat de la question précédente donne :

∀t ∈ [xk−1, xk] |f(t)− pk(t)| 6M(xk − xk−1)4.

Comme xk − xk−1 = b−a
n

alors on obtient :

∀t ∈ [xk−1, xk] |f(t)− pk(t)| 6M

(
b− a
n

)4

·

(b) Par linéarité de l’intégrale :∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1
f(t) dt−

∫ xk

xk−1
pk(t) dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1
f(t)− pk(t) dt

∣∣∣∣∣. (1)

D’après l’inégalité triangulaire :∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1
f(t)− pk(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ xk

xk−1
|f(t)− pk(t)| dt. (2)

Nous venons de démontrer que :

∀t ∈ [xk−1, xk] |f(t)− pk(t)| 6M

(
b− a
n

)4

.
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Par croissance de l’intégrale, comme xk−1 6 xk, alors

∫ xk

xk−1
|f(t)− pk(t)| dt 6

∫ xk

xk−1
M

(
b− a
n

)4

dt.

Ceci donne ∫ xk

xk−1
|f(t)− pk(t)| dt 6M

(
b− a
n

)5

. (3)

Par transitivité de la relation d’ordre les inéquations (1), (2), (3) donnent∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1
f(t) dt−

∫ xk

xk−1
pk(t) dt

∣∣∣∣∣ 6M

(
b− a
n

)5

·

(c) D’après la relation de Chasles :
∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
h(t) dt =

n∑
k=1

(∫ xk

xk−1
f(t) dt

)
+

n∑
k=1

(∫ xk

xk−1
h(t) dt

)
.

Comme h = pk sur chaque intervalle [xk−1, xk] alors :
∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
h(t) dt =

n∑
k=1

(∫ xk

xk−1
f(t) dt

)
+

n∑
k=1

(∫ xk

xk−1
pk(t) dt

)
.

Par linéarité de la somme :∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
h(t) dt =

n∑
k=1

(∫ xk

xk−1
f(t) dt−

∫ xk

xk−1
pk(t) dt

)
.

L’inégalité triangulaire pour les réels donne :∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
h(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1
f(t) dt−

∫ xk

xk−1
pk(t) dt

∣∣∣∣∣.
Et donc d’après la question précédente :∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(t) dt−

∫ b

a
h(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1
M

(
b− a
n

)5

= M
(b− a)5

n4 .

Ainsi l’approximation de l’intégrale de f par celle de h est d’ordre 4.
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Partie C optionnelle. Calcul de l’approximation de l’intégrale

1. On peut calculer l’intégrale
∫ b

a
(t− a)j(t− e) dt en écrivant (t− e) = (t− a) + (a− e),

ou en utilisant le changement de variable u = t− a. On obtient :∫ b

a
(t− a)j(t− e) dt = (b− a)j+2

j + 2 − (e− a)(b− a)j+1

j + 1 = (b− a)j+1
(
b− a
j + 2 −

e− a
j + 1

)
.

2. Comme dans la question précédente on obtient pour tout j ∈ N :∫ b

a
(t− b)j(t− e) dt = (a− b)j+1

(
b− a
j + 2 −

b− e
j + 1

)
.

Avec les valeurs c = 3a−b
2 et d = 3b−a

2 on en déduit :∫ b

a
P1(t) dt = −(b− a)4

12

∫ b

a
P2(t) dt = (b− a)4

12∫ b

a
P3(t) dt = (b− a)4

4

∫ b

a
P4(t) dt = −(b− a)4

4 .

3. Dans la question 5(c) de la partie A on a obtenu :

P = 2f(a)
(b− a)3P3 + f ′(a)

(b− a)2P2 −
2f(b)

(b− a)3P4 + f ′(b)
(b− a)2P1.

Par linéarité de l’intégrale on en déduit :∫ b

a
P (t) dt = (f(a) + f(b))b− a2 + (f ′(a)− f ′(b))(b− a)2

12 .

4. En remplaçant [a, b] par [xk−1, xk] on obtient :∫ xk

xk−1
pk(t) dt = (f(xk−1) + f(xk))b− a2n + (f ′(xk−1)− f ′(xk))(b− a)2

12n2 .

5. Grâce à la relation de Chasles on obtient :∫ b

a
hn(t) dt =

n∑
k=1

∫ xk

xk−1
pk(t) dt = b− a

2n

(
n−1∑
k=0

f(xk) +
n∑

k=1
f(xk)

)
+ (b− a)2

12n2 (f ′(a)− f ′(b)).

On remarque l’apparition des sommes de Riemann Rn(f), Sn(f) puis Tn(f) :

Hn(f) = 1
2(Rn(f) + Sn(f))− (b− a)2

12n2 (f ′(b)− f ′(a))

= Tn(f)− (b− a)2

12n2 (f ′(b)− f ′(a)).

La partie B montre que cette valeur est une approximation de l’intégrale
∫ b

a
f(t) dt et

que leur différence est un O
(

1
n4

)
, ce qui est meilleur que Tn(f) qui donne une approxi-

mation en O
(

1
n2

)
.
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