Lycée Bellevue — Toulouse 13 mai 2026
MPSI — Mathématiques

Concours blanc

Corrigé de I’épreuve de mathématiques

Probléme 1. Théoréme de Darboux (18 points)
Partie A. Un exemple (4 points)

1. (2 points) Les fonctions © +— x, x + L et cos sont définies et dérivables donc par

composition et produit la fonction f:z +— x cosi est dérivable sur R*. On calcule :

1 1
VeeR*  f'(x) =2xcos— +sin—
T T

Pour la dérivabilité en 0 on détermine la limite de son taux d’accroissement :

Vr e R* M:xcosl
z—0 T

La fonction cos est bornée par —1 et 1 donc :

wew [0S0y,

Par théoreme d’encadrement ceci montre que :
f(z) = f(0)
x—0 z—0
La fonction f est donc dérivable en 0, de dérivée f/(0) = 0.

Finalement on obtient :

> ()

1 .1 .
2rcos +siny siz#0

T

vreR fl(m):{(] siz =0

2. (2 points) La fonction f” est continue en 0 si et seulement si f/(x) tend vers f’(0) lorsque
x tend vers 0, donc si et seulement si :

1 1
lim (29& cos — + sin ) =0

r—0 x €T

On sait que lir% xcosi = 0, donc f’ est continue en 0 si et seulement si :
T—

. 1
lim (sin— ) =0
z—0 €T
Par composition de limites ceci implique hI_P siny = 0, ce qui est faux car la fonction
y——4o00

sinus n’admet pas de limite en +4o0.

On en déduit que f’ n’est pas continue en 0, donc f’ n’est pas continue.
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Partie B. Premiére démonstration (7 points)
1. (2 points) On raisonne par I’absurde. Supposons que :
Vo €a, 0] g(z) = g(a)
Six € |a,b] alors  —a > 0 donc :
Vz € Ja, b] 9(z) — g(a) >0 (1)
r—a

La fonction g est dérivable par somme, car la fonction f est dérivable par énoncé, et la
fonction x — Ax est dérivable. Par définition de la dérivée :

dm):hmghﬁ—QW)

T—a rT — Q
Par théoreme de comparaison 'inégalité (1) donne :
g'(a) =0

Comme g(z) = f(x) — Az alors pour tout = € [a,b] : ¢'(x) = f'(z) — A
On obtient donc f'(a) — A > 0, soit f'(a) > A. Ceci est une contradiction car on a
supposé que A € |f'(a), £'(b)].
Cette contradiction montre qu'il existe x € |a, b] tel que g(z) < g(a).
2. (1 point) On procede de méme, en supposant :
Vo € a, bl g(x) > g(b)
Six € [a,b] alors z — b < 0 donc :
g(x) — g(b)
x—b

Comme g est dérivable en b alors par théoréme de comparaison :

Vo € [a, b <0

g'(b) <0

Ceci donne f'(b) < A, alors qu’on a supposé que A € |f'(a), f'(b)].
Cette contradiction montre qu’il existe x € [a, b] tel que g(x) < g(b).
3. (2 points) Les fonctions f et x — Ax sont continues donc g est continue.

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Or [a, b] est un
segment, donc g est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes.

Elle atteint en particulier sa borne inférieure, ce qui signifie qu’elle admet un minimum :
il existe ¢ € [a, b] tel que :

Vo € [a,b]  g(c) < g(x)

D’apres les deux questions précédentes on sait qu’il existe x; et x5 dans [a, b] tels que
g(x1) < gla) et g(za) < g(b). On a alors g(c) < g(z1) et g(c) < g(x2), ce qui montre
que g(c) < g(a) et g(c) < g(b).

En conséquence c est différent de a et de b, donc il appartient & |a, b, i.e., ¢ est un
point intérieur a Uintervalle [a, b].
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4. (1 point) La fonction g est dérivable sur 'intervalle [a, b] et admet un minimum en un
point ¢ intérieur a Ja, b|. Par théoréme ceci implique que ¢'(c) = 0.
Comme ¢'(x) = f'(x) — A pour tout x € [a,b] alors f'(c) = A.
On a bien démontré qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f'(c) = .

5. (1 point) Si f'(a) > f'(b) alors on peut remplacer f par — f et appliquer le résultat que
I'on vient de démontrer.
Si f'(a) = f'(b) alors f'(a) est le seul réel compris entre f'(a) et f'(b). Il existe bien
c € la,b] tel que f'(c) = f'(a), par exemple ¢ = a ou ¢ = b.

Partie C. Seconde démonstration (7 points)

1. (1 point) Comme f est dérivable en a et en b alors :

GO {0 DY (O RN ()

t=a o —a a=b  x—0b

= f'(b)

Ceci donne lim o(x) = f'(a) et lin% Y(z) = f'(b). Ces limites sont finies donc ¢ est
T—a T—
prolongeable par continuité en a et v est prolongeable par continuité en b.

Comme la fonction f est continue alors par quotient ¢ et ¢ sont continues respective-
ment sur |a,b| et [a,b[, donc leurs prolongements par continuité a [a,b] sont continus
sur [a, b].

2. (1 point) On rappelle qu'une partie I de R est un intervalle si :

Y(z,y) € I? VzeR r<z<y = =z¢€I1

C’est-a-dire que si deux points sont dans l'intervalle alors tous les points entre ces deux
points sont aussi dans 'intervalle.

Soit x et y deux points de I U J. Quitte a les inverser on suppose que = < y.
Soit z un réel tel que x < z < y. Montrons que z appartient a I U J.
Comme z et y sont dans I U J alors ils appartiennent a I ou a J.

Si z et y sont tous les deux dans I ou tous les deux dans J alors, puisque z < z < vy, 2
est dans I ou dans J, donc dans 1 U J.

Supposons que x € [ et y € J.

Comme I N J est non-vide alors il contient au moins un réel ¢.

Si z < talors z < 2z <t avec (z,t) € I, donc z € I car I est un intervalle.
Sit < zalorst < z<yavec (t,y) € J? donc z € J car J est un intervalle.
Donc finalement z € I ou z € J donc z € T U J.

Le cas ou x € J et y € I est similaire : on obtient z € I U J.

On a donc démontré que si I et J deux intervalles d’intersection non-vide alors I U J
est un intervalle.

3. (2 points) Les applications ¢ et ¢ sont continues sur l'intervalle [a,b]. L'image d’un
intervalle par une fonction continue est un intervalle, donc p([a, b]) et ¥ ([a, b]) sont des
intervalles.
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De plus ¢(b) € ¢([a,b]) et ¢(a) € ¢ ([a,b]). Or :

f(b) — f(a)
b—a

p(b) = = (a)

Il existe au moins un réel dans ¢([a, b)) et 1/([a, b]), donc leur intersection n’est pas vide.
4. Soit A un réel compris entre f'(a) et f'(b).
(a) (1 point) D’apres les deux questions précédentes, comme ¢([a,b]) et 1([a,b]) sont
des intervalles d’intersection non-vide alors leur union est un intervalle.

Or p(a) € ¢(la,b]) et ¢(b) € P([a,b]), et on sait que p(a) = f'(a) et ¢ (b) = f(b),
donc f’(a) et f'(b) sont dans l'intervalle ¢([a,b]) U ¢ ([a, b]).

Comme A est entre f'(a) et f'(b) alors par définition d’un intervalle A appartient a
Punion ([a, b)) U{[a, B])

A € ¢([a, b)) ou A € Y([a, b))

Il existe donc d € [a, b] tel que ¢(d) = X\ ou il existe d € [a, b] tel que d = (D).
(b) (2 points) On applique le théoreme des accroissements finis & la fonction f sur
I'intervalle [a, d] ou sur I'intervalle [d, b].

il exi — )\ — fd)=f(a)
Supposons qu'il existe d € [a, b] tel que p(d) = A, i.e., A = 2522,

Comme la fonction f est dérivable sur [a, b] alors :
e La fonction f est continue sur [a, d].
e La fonction f est dérivable sur |a, d].

D’apreés le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € |a,d[ tel que f'(c) =
f(d)=f(a)

d—a
Il existe donc ¢ € [a,b] tel que f'(c) = A.
Si il existe d € [a,b] tel que ¥(d) = A, alors A = %. On applique de méme
le théoréme des accroissements finis a f sur l'intervalle [d, b], il montre qu’il existe
c €1d,b[ tel que f'(c) = .
Finalement dans les deux cas il existe ¢ € [a,b] tel que f'(¢) = A, le théoréme de
Darboux est démontré.
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Probléme 2. Construction de projecteurs (19 points)

Partie A. Un exemple (4 points)
1. (2 points) Comme F' = Vect (u1,us) alors la famille (ug,us) est génératrice de F'.

Cette famille est libre car les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, donc c’est une
base de F'. Cette base contient deux vecteurs donc F' est de dimension 2.

Pour déterminer la dimension de G on en cherche une famille génératrice, en simplifiant
ses équations, ceci par opérations élémentaires :

r+2y+z—-1t=0 {:c+2y—|—z— t=0 B
{2x+ y+z2+t=0 —3y—2+3t=0 (Ly ¢ Ly = 2L1)
r+2y+ z2—-1t=0 L
L —=zL
{ yil_p—g L2k
T +3z+t=0
— ? (L1FL1—2L2)

Ceci donne :

G={(z,y.zt)eE|x=—32—t et y=—3z+t}
={(—32—t,—32+t,21) | (1) € R}
= Vect (v, v9) avec vy =(1,1,-3,0) et wvy=(-1,1,0,1)

La famille (v1,vq) est génératrice de G, elle est libre car v; et v9 ne sont pas colinéaires,
donc c’est une base de G. En conséquence G est de dimension 2.

2. (2 points) On détermine l'intersection F' N G.

Les vecteurs de F sont les vecteurs u = A\ju; + Agug ot (Mg, Ag) € R? :
U = Ay + Aatie = (=2, A1, = A1 + 209,21 + Ag)

Un tel vecteur appartient a G si et seulement s’il vérifie ses équations. En notant
u = (z,y, z,t) on obtient :

2{L‘—|— y—l—z—l—t:() —2)\2+ /\1—>\1+2/\2+2)\1+)\2:0
—)\1 :O o o
= {2>\1+)\2:0 — M=X=0

Ceci démontre que F'N G = {0g}.
De plus on sait que dim F' = dim G = 2 et dim F = 4. Par théoréme :

Comme FNG={0g} e dimF+dimG=dimFE alors E=F&G

Ainsi F' et G sont supplémentaires dans FE.
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Partie B. Cas général (12 points)

1. (1 point) Les composantes de f sont les formes linéaires @1, ..., ¢, elle sont linéaires
donc f est linéaire.

2. (2 points) Un vecteur u de E est dans le noyau de f si et seulement si f(u) = Ogm,
donc :
Vue FE ueckerf <= @i(u)=...=pnu)=0k.

Comme H; = ker ¢; ceci donne :

u € ker f = u € (kerpy) N--- N (ker o)
— we HiNn---NH, =G

Ceci montre que ker f = G.

D’apres le théoréme du rang, comme f est linéaire et FE est de dimension finie :
dimker f + dimim f = dim F
Comme F et G sont supplémentaires dans F alors :
dim F +dim G = dim F
Comme ker f = G alors :
dimim f = dim F = m.

Or lI'image de f est incluse dans K™ qui est de dimension m, donc par théoreme :
im f =K™

Ceci montre que f est surjective.
3. (1 point) Soit (eq, ..., en) la base canonique de K™.

Comme f : E — K™ est surjective alors tout vecteur de K™ admet un antécédent par
f, et donc pour tout i € [[1,m] il existe w; € E tel que f(w;) = e;. Par définition de f
ceci donne exactement :

vielm guy={l 5I=
4. (2 points) Soit i € [1,m]. Le vecteur w; vérifie f(w;) = e;.
Or w; appartient a F et F = F® G, donc il existe v; € F et x; € G tels que w; = v;+x;.
Par linéarité de f on obtient f(w;) = f(v;) + f(x;).
Comme z; € G et G = ker f alors f(z;) = 0, puis f(w;) = f(v;) et donc f(v;) = e;, ce
qui montre que la encore :

. 1 sij=i
\V/j € Hlvm]] Soj(vi) = { 0 sinon.

Mais les v; appartiennent a F' comme demandé.
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5. (8 points) Soit A1, ..., A, des scalaires tels que
AU+ o+ Aty = 0g.
Soit j € [1,m]. En appliquant la fonction ¢;, qui est linéaire, on obtient :
Mpj(vr) + -+ Anej(vn) = 0k
D’apres la question précédente, comme ¢;(v;) =0sii# j et 1si¢=j alors:
Aj = 0.
Ceci étant valable pour tout j € [1, m] on a démontré que :
V(A1 ..y Am) € K™ M+ F A0, =0 = M ==X\, =0

La famille (vy,...,v,,) est donc libre.

Or c’est une famille de vecteurs de F' qui est de dimension m, donc c’est une famille
libre maximale et donc c’est une base de F'.

6. (1 point) Soit u et v deux vecteurs de E et A un scalaire. Alors :

p(Au+v) = igpi()\u + v)v;

i=1
Commes les ¢; sont linéaires :

m m

P+ v) =3 (Api(u) + pi(v))vi = 3_(Api(u)vi + @i(v)vi)

i=1 i=1
Par linéarité de la somme :
pAu+v) = XD gi(wv; + > _i(v)v; = Ap(u) + p(v).
i=1 i=1

D’apres la caractérisation des applications linéaires p est linéaire.

7. (2 points) Soit u un vecteur de E. Tout d’abord on calcule ¢;(u) pour tout j € [1,m].
Comme ¢; est linéaire alors :

p;(p(u)) = @; (Z%(U)%’) = > _ei(u)p;(v).
=1 i=1
Comme @;(v;) = 1si j =1 et 0 sinon alors :

p;i(p(u)) = wj(u).

On en déduit :

m

pop(u) = i% (p(w))o; = > o)y = p(u).

=1

Ceci est valable pour tout u € E donc pop = p, ce qui montre que p est un projecteur.
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Déterminons son image et son noyau. Tout d’abord :
Vue E  plu) = f:cpi(u)vi € Vect (v1,...,0p) = F
k=1
Ainsi imp C F. Ensuite on remarque que :
vj € [1,m] p(v;) = i%‘(vj)vi = vj.

Ceci montre que v; € imp pour tout j € [1,m]. Comme imp est un sous-espace
vectoriel de E alors il est stable par combinaisons linéaires et :

Vect (vy,...,0,) Cimp.

Par double inclusion imp = F'.

Pour le noyau on écrit :

Vue F uckerp <= ngi(u)vi = Ogm.

k=1
On sait que la famille (vy,...,v,,) est libre donc :
ngi(u)vi = Ogm = or1(u) =+ =pnu)=0
k=1
Par définition de f :
o1(u) =+ =pnu(u) =0 = f(u)=0 = u€ker f=G.

On en déduit : kerp = G.

On a démontré que p est le projecteur de E sur F parallelement a G.

Partie A. Suite de ’exemple (3 points)

3. (1 point) Les vecteurs de F' sont les vecteurs :
u = )\1U1 + /\QUQ = (—/\2, )\1, —/\1 + 2)\2, 2/\1 + )\2) avec ()\1, )\2) c R2

On a alors p(u) = —A; et ¥(u) = 2\ + Ao.

p(u) =0

U
Le systeme d’équation {
Y E Y(u) =1

donne A\ = 0 et Ay = 1, donc le vecteur v = u; =

(—1,0,2,1) convient.
p(u) =1

Y(u) =0
—uy + 2uy = (—2,—1,5,0) convient.

Le systeme d’équation { donne \; = —1 et Ay = 2, donc le vecteur w =
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4. (2 points) On remarque que G = ker p Nker, donc I'apres la partie précédente ’ap-
plication p : u +— p(u)v + ¥(u)w est le projecteur de E = R* sur F' = Vect (v, w)
parallelement a G.

Le fait que F' = Vect (v, w) est conséquence de la question 5 de la partie précédente,
car v et w sont les antécédents des vecteurs e; et ey de la base canonique de R? par

lapplication f : u— (p(u), ¥ (u)).
On peut expliciter expression p(u) = p(u)v + 1 (u)w :

V(z,y,2,t) € E
plz,y,z,t)= Qe +y+2z+1)(—-1,0,2,1) + (z + 2y + z — t)(—2,—1,5,0)

Par exemple pour e; = (1,0,0,0) :

p(€1> = 2(_170727 1) + (_27 _17570) = (_47 _17972)-

Probleme 3. La fonction indicatrice d’Euler (7 points)

1. (2 points) Soit © = [1,n], muni de la probabilité uniforme.

L’événement A;, est alors ’ensemble des multiples de p, dans cet intervalle, i.e.,

n
Ay = {pr, 20k, - - ., mpr} avec m = p—
k

Ainsi Ay, est de cardinal o et donc par équiprobabilité :

P(Ay) = Card Ay, _ i
CardQ  py
2. (a) (2 points) L’événement A; N Ay, signifie : a est multiple de p; et de py.
Comme p; et p; sont premiers entre eux alors il équivaut a : a est multiple du
produit p;py.
En effet on sait que :

pjla et ppla = p; Vi |a

et comme p; et p; sont premiers entre eux alors p; V pr, = p;p.

Comme dans la question précédente on montre que :

~ Card (A NAY)  pme 1
Pld;nAy) = Card (2 o DDk

Or on sait que :

1 1 1
P(Aj) x P(Ay) = — X — = —
pbi Pk DDk

Ainsi P(A; N Ay) = P(A;)P(Ay) donc les événements A; et Ay sont indépendants.

page 9/14



MPSI — Mathématiques Corrigé de I’épreuve du concours blanc

(b) (1 point) Soit s € [1,7] et ji,...,Jjs des entiers distincts de l'ensemble [1,7].
Les nombres premiers p;,,...,p;, sont distincts, donc I'événement A; N --- N A;,
est I'événement : p;, x --- x p;, divise a.

Ceci montre que :

DPji+ " Pjs =1
Ceci étant vrai pour toute partie {ji,...,7s} de [1,7], les événements Ay, ..., A,
sont mutuellement indépendants.
3. (1 point) L’entier a est premier avec n si et seulement s’il n’est multiple d’aucun des
pr, donc B=A;N---NA,.

Comme les événements Ay, . .., A, sont mutuellement indépendants alors les événements
Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants, et donc :

P(B) = P(&) x - x P(4,) = ﬁ(1—1>.

k=1 Pk

4. (1 point) Par définition 'événement B est I'ensemble des éléments de [1,n] premiers
avec n, donc ¢(n) = Card B.

Par équiprobabilité P(B) = $248 donc ¢(n) = nP(B).

Ceci donne :

T

d m d 1 m TN —
w(n)zﬂpker[(l—): (™ =)
k=1 k=1 Pk 1
Par exemple si n = 720 alors n = 2* x 32 x 5 donc p(n) = (24—23)(32-3)(5—1) = 192.

Probléme 4. Irrationnalité de 7 (14 points)

Par définition 7 est strictement positif. Comme 7 = % avec ¢ > 0 alors p > 0.

1. (a) (1 point) La fonction g est polynomiale donc dérivable, de dérivée :
V€ [0, 7] g (x) =p—2qx

Cette dérivée est positive sur [O, 2%} , négative sur [2%, W} , donc la fonction g atteint
ses minimum locaux en 0 et en 7, et son maximum en £

27(1.
2 s
On calcule g(0) = 0. Comme 7 = £ alors g(7) = 0, et enfin g(%) =£="2
Les bornes de g sont donc 0 et 12’—:.
(b) (2 points) D’apres la question précédente :
P2
V€ [0, 7] 0<g(z) < %
q

Soit n € IN. Comme f,, = #g” alors :

Vo e [0, 0< folz) < 1(p2)
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De plus, comme 0 < sin < 1 sur l'intervalle [0, 7] alors :
P*\"
Vo € [0, 7] 0 < fu(z)sinz < <>

Par croissance de l'intégrale :

T T ) | p2 n
/ 0dx g/ fn(z)sinzde </ —( =) dz
0 0 0o n!'\2q

2\ M
0<1n<ﬂ(p>
n! \2q

Cet encadrement est valable pour tout n € IN.

Ceci donne :

Par croissances comparées on sait que pour tout réel a : a”( = )o(n!)
+oo

On en déduit lirf ol (%)n = 0, puis par théoreme d’encadrement la suite (1,,),en
n—-+0o0 ‘
converge vers 0.

(¢) (1 point) On raisonne par l'absurde, en supposant que pour un certain n € IN
I'intégrale I,, est nulle :

dneN /an(x)sinxdx:O
0

Sur l'intervalle [0, 7] la fonction x +— f,,(z)sinx est :
e continue par produit,
e positive car les fonctions g et sin sont positives sur [0, 7].

s

Par théoreme de positivité, comme / folz)sinzdr = 0 alors la fonction z
0

fn(z)sin(x) est nulle.

Or fu(5) = %(%)2 car T = %, donc fn(5) est non-nul.

Cette contradiction montre que I, n’est pas nulle.

2. (a) (1 point) On rappelle que pour tout z € [0, 7] :  fu(z) = %x”(p —qx)"
Ainsi la fonction f,, est polynomiale de degré 2n.
Comme elle est multiple de x — x™ alors 0 est racine de f,,, de multiplicité n.
Ceci implique que £¥)(0) = 0 pour tout k =0,...,n — 1.
De plus, comme f, est degré 2n alors f?"*1 est la fonction nulle, puis f¥) est la
fonction nulle pour tout £ > 2n.

On a donc démontré que si k < n ou k > 2n alors £ (0) = 0.
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(b) (2 points) Méthode 1 : en développant 'expression de f,,.

D’apres la formule du bindéme :

Vo € [0,71’] xnz< ) ) 7 1 i(?)ljni(_q)ixrwri

-
nzO

Soit k un entier tel que n < k < 2n. Alors la dérivée k-eme de la fonction'x — T
est nulle si kK >n+1i,doncsii <k —n.Sii>k—n ellevaut z — (n(ij_’)]i)!x”“*k.
On en déduit, par combinaison linéaire :

vee[0,n]  fP(x i' Xn: ( ) q)iwxnﬂ—k
i=k—n

n! (n+1—k)!

On remarque que 'on a bien 0 < k—n <ncarn < k < 2n.
Le monome "% s’annule en 0 si n +i — k > 0, mais il est constant égal a 1 si

n+1—k =0, donc si i = kK —n. Ainsi, en spécialisant en z = 0 :

1 n k! n
(k) 2n—k k—np| _ 2n—k/ _\k—n
100 = (" )= ()

Comme n < k alors n! divise k!, donc est entier.

Les coefficients du binéme sont tous entlers donc ( fn) est entier.

k
Par hypothése p et ¢ sont entiers, et 2n — k et k — n sont positifs, donc p** % et
(—q)*~" sont entiers.

Par produit f*)(0) est entier.

Méthode 2. On note a(x) = x™ et b(x) = (p — qz)". Ces fonctions sont de classe
6>, de dérivées :

| ; . .
: g si0<i <
VieN VreR @(1) (.Z') (n—z)!x s1 ? n

I
—
(@)

sinon.

i_n! —i . .
b (z) = { (—q) (n—i)! i(p—qx)" si0<i<n

0 sinon.

Soit k£ un entier compris entre n et 2n. D’apres la formule de Leibniz, comme

fn= %ab :
k L& (kY o k—i
veeR  fPz)==% . a D (2)b*= ().
i=0

La fonction a® est nulle si 7 > n, et la fonction bk=1) et nulle si k — 7 > n, donc si
1 < k—mn. Ainsi :

1

VeeR  fF(z) =~ zn: ( ) )b ().

|
n. i=k—

Commen <k <2nalorsonabien 0 <k—n<n.

Les formules pour les dérivées successives de a et b donnent :

vreR  fi¥(x)=— > <k) (ni! INNT —711!+ 0 =g




MPSI — Mathématiques Corrigé de I’épreuve du concours blanc

Le monodme 2" est nul en 0 sauf si i = n, auquel cas il vaut 1, donc :

£O(0) = (fj) Pyl

Comme k > n alors 2n — k < n, donc (2n — k)! divise n!, et (z%k)' est entier.

Les coefficients du bindme sont tous entiers donc (fl) est entier.

Par hypothése p et g sont entiers, et 2n — k et k — n sont positifs, donc p?"~* et
(—q)*~™ sont entiers.

Par produit f*)(0) est entier.

(c) (1 point) Soit = € [0, 7]. On rappelle que m = £ donc :

fln =) = (L =) - am+ g

_ 1 <p - q”:)n(qx)” = 7;as"(p —qx)" = fa(@)

= p
On en déduit, en dérivant k fois :
veel0,m] (=1 P —a) = fP(x)

En particulier £ (1) = (—1)*f*)(0), et donc d’apres les deux questions précédentes
f%)(7) est entier.
3. (a) (2 points) La fonction f,, est de classe 6™ donc par combinaison linéaire la fonction

© est deux fois dérivable, de dérivée seconde :

n

Yz € [0,71'] QON(JI) _ Z(_l)ka(L2k+2)<x> _ i(_l)kfy(f(k—i_l))(m)

k=0 k=0

Le changement d’indice £ = k + 1 donne :

el )= L) = - () )

On obtient alors par télescopage :

Ve e 0, o) +¢"(z) = ]i(—l)’“fé%)(w) - :Z(—l)kffk)(a:)

= ful@) + ()" 242 (x)

Comme f, est polynomiale de degré 2n alors f{?"*2) est nulle, donc ¢ + " = f,.
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(b) (2 points) On applique deux intégrations par parties a I'intégrale I = / o(x)sinz dz.
0

On pose u(x) = p(z) et v(z) = — cosz. Les fonctions u et v sont de classe €' sur

I'intervalle [0, 7], de dérivées v/ (z) = ¢'(z) et v'(x) = sinx, donc par intégration

par parties :
I= /Trgo(:c) sinzdr = [— () cosav]7T +/ ¢'(x) cosx dx
0 o Jo
O)—l—/ ¢'(x) cosx dz

On pose cette fois-ci u(z) = ¢'(x) et v(x) = sinz. Alors les fonctions u et v sont
de classe 6" sur [0, 7], de dérivées u/(z) = ¢"(z) et v/(x) = — cosx, donc par une
seconde intégration par parties :

/xgpl(x) cosrdr = [gp ) sin x} / ¢"(z) sinz dz
0

—/ " () sinz dx
0

On en déduit :

™

/Owgo(x) sinzdz = ¢(m) + p(0) — /0 ¢"(x)sinz dx
Puis par linéarité de 'intégrale :
| (@) + @) sinzdz = p(0) + p(x)
D’apres la question précédente ¢ + " = f,, donc :
/Oﬂfn(a:) sinz dzx = ¢(0) 4+ ¢(7)

On a bien démontré que I, = ¢(0) + (7).
(¢) (1 point) Par définition de ¢ :

n n

p(0) = > (=D 0) et p(m) = (=1 (m)

D’aprés la question 2, on sait que £ (0) et f*)(7) sont entiers pour tout k& € IN,
donc par somme ¢(0) et p(7) sont entiers.
Comme I, = ¢(0) + () alors I,, est entier.
4. (1 point) D’apres la question 1 la suite ([,,),en converge vers 0.

Il existe donc un certain rang 51 partir duquel |I | < 3.

Soit n un entier tel que |I,,| < 3. Alors I,, € [—3,1].

Or d’apres la question précédente I,, est entier, donc [, € [ > 2} N7 = {0}.

Ainsi [, = 0, alors que dans la question 1 on a démontré qu’aucun [,, n’est nul.

Cette contradiction montre que ’hypothese de départ est fausse, il n’existe pas d’entiers

p et q tels que m = 5.

Ceci signifie que 7 est irrationnel.

Cette preuve a été publiée en 1946 par Ivan NIVEN, mathématicien canadien (1915 —
1999).
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