Lycée Bellevue — Toulouse 27 mai 2025
MPSI — Mathématiques

Concours blanc
Corrigé de I’épreuve de mathématiques

Probléme 1. Intégrale de Gauss et formule de Stirling (36 points)
Partie A. Intégrales de Wallis (9 points)

1. (2 points) Soit n € N. Alors W, 5 = /§COSn+2tdt = /écost cos" T ¢ dt.
0 0

On pose u(t) = sint et v(t) = cos"*'t. Ces deux fonctions sont de classe 6" sur le

segment {O, g}, de dérivées u'(t) = cost et v'(t) = —(n + 1)sintcos™t. La formule

d’intégration par parties donne :

Wiyo = [sintcoant gt /a(n + 1) sin® t cos™ t dt
0 0

=(n+ 1)/5(1 — cos®t) cos™ tdt
0

Par linéarité :

jus
2

Wi = (n+ 1)/§cos"tdt —(n+ 1)/ cos"™ 2 tdt = (n+ D)Wy — (n+ 1) Wi

0 0
- _ n+1
Cette égalité donne (n +2)W, 10 = (n+ 1)W,, puis : Wy4o = T o/n
n
2. (2 points) Pour tout n € N on définit la propriété 2, : W, W, = 2(11)
n

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.

Initialisation. On calcule Wy = /51 dt =5 et Wy = /Ecostdt = [sin t]g = 1.
0 0

Ainsi WiWy = 7, la propriété % est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la propriété %, est vraie.

L’égalité démontrée dans la question précédente donne :

n+1
+2 +1 n + 9 +1

Par hypothese de récurrence :

n+1 s s
W, oWoi) = —
P T 122+ 1) 2(n+2)

Ceci démontre que la propriété 9, ., est vraie. Ainsi 'hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence, pour tout n € IN la propriété 2, est vraie.
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3. (1 point) Soit n € N*. On sait que : Vt € {0, g} 0<cost<1
On en déduit :
YVt € [0, g} 0 < cos" ™t < cos™t < cos" Tt

Par croissance de l'intégrale :
0< /QCOSn—tht < /QCOSntdt < /QCosn_ltdt
0 0 0
Ceci donne bien :
Vn € IN* 0 g Wn+1 g Wn g anl

4. (2 points) Soit n € IN*. Comme W, est positive alors par multiplication de I'inégalité
ci-dessus :
WnJern < Wz < I/anlvvn

Grace a la formule démontrée dans la question 2 :

T T
Vn € IN* — WP —
2(n+1) "7 2n
Comme W, est positive :
. n 2n
VneN </ —W, <1
n+1 s
Comme lim -7 = 1 alors par théoreme d’encadrement la suite (’/%Wn)nem

converge vers 1, ce qui prouve ’équivalence :

T
W, ~ — 1
(+o0) V 2n (1)
5. (2 points) Soit %, la propriété :
(2n)! w
Wy, = —.
SV TIPA)E

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. On sait que Wy = 7, donc la propriété %, est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un n € IN la propriété 22, est vraie.

D’apres le résultat de la question 1 :

2n+1
W n n
T on 2t
Ainsi d’apres 'hypothéese de récurrence :
2n+1 (2n)! (2n +1)!

W T_ E
T+ 1) 4r(nh)2 2 2x4n(n+1)In! 2
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On en déduit :

2n + 2 (2n +1)! _ (2n+2)!

i T
Wanss = T T
22T 5 k1) 2x4n(nt Dinl 2 4 ((n+ 1)) 2

Ceci montre que la propriété 2,1 est vraie, et donc I’hérédité est établie.

Conclusion. Par récurrence la propriété 9, est vraie pour tout n € IN.

(%) =

Elle s’écrit aussi :

D’apres la formule (1) :
1 /7
Won ~ —y/—.
2 2V n
On en déduit donc : )
2n 2°n
() ) 2)
n (+00) ™
Partie B. Intégrale de Gauss (14 points)

1. (2 points) La fonction exponentielle est convexe. Sa tangente en 0 est la droite d’équa-
tion y = 1+ t. La courbe d’une fonction convexe est au-dessus de toutes ses tangentes,
donc :

VieER e >1+t

Soit = un réel et t = —x?/2n. Alors :
e/ > 1 x*/2n

Si x appartient a l'intervalle [O, vV 2n} alors 1 — 22/2n est positif, donc I'inégalité ci-
dessus donne par passage a la puissance n-éme :

Vx € [O, \/%} T2 > (1 — x2/2n>n.

Ceci est la premiere inégalité a démontrer.
Si t = x?/2n alors :
x2/2n 2
e >1+4+a27/2n
Tous ces termes sont strictement positifs, et la fonction u +— u™" est décroissante sur
10, 400}, donc on obtient par application de cette fonction :

VieR e %< (1 + x2/2n>_n.

La seconde inégalité est démontrée.

2. (a) (2 points) Soit g,(x) = (1 + z%/2n)™. Cette fonction est définie sur R, et continue
car elle est polynomiale.

D’apres le théoreme fondamental la fonction G,, est une primitive de g,.
Ceci montre que (G, est bien définie, et de plus elle est dérivable de dérivée g,.

La fonction g, est positive, donc G, est croissante.
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(b) (2 points) Soit x = v/2ntant. Alors :
A

e Sit=0alorsz =0 et sit:arctanﬁ alors © = A.

o La fonction ¢t — v2ntant est de classe 6" sur lintervalle [O,arctan\/% car

celui-ci est inclus dans } Tz [ .

T2 2
o Par dérivation, i—f = Cgt donc dz = CVOSQ"tdt.

Par changement de variable :

dt

/arctan \/% ( \/2n
0

Gn(A) = 1+ tant)™" —y

arctan —A—
La formule 1 + tan®t = donne :  G,(A) =/ Qn/ VA cos? 2 ¢t
0

cos?t
C’est le résultat demandé.

(c) (2 points) La fonction ¢, : t — cos®* =2t est continue sur R donc d’apres le théoréme
fondamental la fonction

b,z — / cos? 2t dt
0

en est une primitive. Ainsi ®,, est dérivable donc continue.

On remarque que :

VAeR  G.(A)=+v2nd, <arctan \//21_n>
On sait que :

lim arctan —— =

T
A—+o0 \/2n 5

et comme ®,, est continue alors :

lim ®,(z) = @<W>-

Par composition de limites :

A—~o00

lim G,(A)=+v2n ®, <72T> = \/QH/ECOSQn_Qtdt.
0

Cette limite est bien finie, et finalement :

Kn =V 2n Wgn_g.

3. (1 point) Soit © = /2nsint. Alors :
¢ Sit=0alorsxz =0etsit=7F alors z =+2n.
o La fonction t — /2nsint est de classe €' sur intervalle [0, E}.

2
e Par dérivation i—f = +v/2ncost donc dz = v2n cost dt.
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Par changement de variable :

H, = /5(1 —sin®t)"v2n cost dt = \/2n/50032”+1tdt.
0 0

Ceci donne :
H, = V20 Wap 1.
4. (a) (2 points) La fonction = — e~*/2 est définie et continue sur R, donc d’aprés le
théoreme fondamental F' en est une primitive.
La fonction F est donc définie sur R, dérivable de dérivée F' : x — e %°/2,
Cette dérivée est positive, donc F' est croissante.

D’apres la question 1 de cette partie, pour tout n € N et tout A € R, :
Vz € [0, Al 0<e ™2 < (1+22/2n)™"
Par croissance de l'intégrale :
0< F(A) < Gp(A).

Ainsi F' est inférieure ou égale a toutes les fonctions G,, sur R, .
(b) (1 point) Soit n € IN*. La fonction G,, est croissante et tend vers K, en +o0, donc :

VAER,  F(A) < Gu(A) < K,

La fonction F' est croissante et majorée par K,, donc par théoreme de la limite
monotone elle admet une limite finie en +o00, que I'on note 1.

Par théoreme de comparaison : [ < K,.
(c) (1 point) Soit n € IN*. D’apres la question 1 de cette partie :

Vo € {0, \/271] (1—2%/2n)" < e /2

Par croissance de l'intégrale :
V2n ) Van
/ (1 —2°/2n)"dx < / e /2 dz.
0 0

Ainsi H, < F(v/2n). La fonction F est croissante donc majorée par sa limite en
400, ce qui donne : H, < I.
5. (1 point) Dans la partie A on a démontré I’équivalence W, o \/ 5+ Elle donne :

v T
VAR T SV N 12wV 2

et K, =v2nWy,_» o Van T \/Z

4n—4+r:o

Les suites (H,,) et (K,) convergent donc vers \/g :

D’apres la question 4, pour tout n € IN* on a H,, < I < K,,, donc par encadrement :

I=,/"
2
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Partie C. Formule de Stirling (13 points)

1. (a) (2 points) D’apres la relation de Chasles :

/ ﬂ df = Z/kﬂ tJ

Site [k k+ 1] alors [t] =k, donc :

/ dt = Z/Wk

Ceci donne :
LtJ n—1 -
/ dt = Z{kmﬂ] Zklnk+1 ~kInk)
1 k=1 k=1

Par linéarité de la somme, changement de variable puis télescopage :

n—1 n—1
/Hdt > klnfk+1) = 3 klnk
k=1

n

Z —1)Ink — Zklnk

— k=1
n n n—1 n
= Zklnk‘ — Zlnk‘ — Zk,‘lnk‘ =nlnn — Zlnk.
k=2 k=2 k=1 k=1
Finalement :

/L dt-nlnn—ln(Hk)_nlnn—ln(n')

k=1
Il s’agit bien du résultat attendu.

(b) (1 point) Soit n € IN*. Par linéarité de 'intégrale :

b [0 [ )a- [Ya

1 " 1
= [t— 2lnt] — (nlnn —In(n!)) =n — §lnn— 1 —nlnn+ In(n!).
1

Finalement :

1
Vn e N [n:ln(n!)—<n—|—2)lnn—|—n—1.
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2. (a) (2 points) Soit n € IN*. D’apres la question précédente :
3 1
QH—Jﬁzm«n+DD—(n+2ydn+n+0%%0—mmﬂ+(n+2ynn—n

1 1

= —(n~|—2> In(n+1) + <n—|—2> Inn+1
1

2

D’autre part :

/ / ( 2n+1 )d
T
2 12n+1—|—x 2 2n+1+x

=5 x—(2n+1)1n]2n+1+x\

1 . ( +1>1 2n + 2
=1l—-{n+<]ln
2 2n

Et :

1 /1 /< 2n+1 )d
2 12n+1—a: 2 2n+1—=x v

1 ! 1 2
:2[x+(2n+1)ln\2n+1—w@1:1+(n+2>1n2n12.

Ceci donne bien :

1, /7dt:——/ —dz.
e 2 12n+ 1+ 2/12n+1—1x .

(b) (1 point) Par addition et linéarité les résultats de la question précédente donnent :

1 /1 T

/7dx—f —dx
2 12n+1+x 2J12n+1—=x

2(1n+1

T T
S a)
2/ i\2n+142x2 2n+1—2z
- —272
2)a(2n+1)2 — 22

dx

Finalement on obtient, comme demandé :

5(72

1 1
Iysr — Iy = —= dz.
! o) @n+ 12—z

(¢) (2 points) Rappelons que n > 0. Comme :
Vee[-1,1] 0<(@@n+1?—-1<2n+1)* —22 < (2n+ 1)
Alors :

1 1 1
< < :
2n+1)2 " (2n+1)2—22 " 4n(n+1)

Vo e [—-1,1]
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Ensuite :

x? x? x?

Ve e [-1.1 < < :
P GRS @ ST

Par croissance de l'intégrale :

1 72 1 22 1 12
[y we T
—1(2n + 1)? —1(2n+1)%2 — 22 —14n(n +1)

Ceci donne, d’apres la question précédente :

2 1

<y —L) S ————.
3(2n + 1)2 ( +1) 6n(n+ 1)

Comme n est positif on constate :
dn+1)(n+2)=4n*+12n+8 = 4n’ +4n+ 1= (2n + 1)%

On en déduit bien :

1 1
<hi—Lini < —F— -
12(n+ 1)(n+2) S n(n+ 1)

3. (2 points) On calcule, pour n € IN* :

1 1 1
et =t = by = b = pr ey g T T Wt
et
Vbt = Un = foiy = Lo 12(n1+ 2) " 12(n1—i- IR v 11)(n +2)
Le résultat de la question précédente montre que :
Vn € N Upt1 — Up = 0 et Upa1 — Up < 0.

Ainsi la suite (uy,),en+ est croissante et la suite (vy,)nen+ est décroissante.

De plus :
1 1 1
" U T oy T 2(n 1) 120(n+ 1)

La suite (u, — vy )nen+ converge donc vers 0.

Finalement la suite u est croissante, la suite v est décroissante et la suite u —v converge
vers 0, donc les suites u et v sont adjacentes.

4. (a) (2 points) Comme les suites u et v sont adjacentes alors elles convergent vers la
meéme limite. Notons ¢ cette limite.

Comme w est croissante et v ets décroissante alors :

Vn € IN* Uy <UL vy,
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On en déduit :

1 1
Vn € IN* I,—— <<, ———
" 12n = 12(n+ 1)
Ceci donne :
1 1 1
Vn € IN* 0< (-1, < — ()
" - T Sy %\n
Ceci montre que :
1 1
o)
G T TG
L’expression de I, obtenue dans la question (1b) donne :
7 (+o0) 2 12n " “\n/)
Ainsi :
nl = elnta)imn g=n 1+l ri+o(3)
(+00)

Par développement limité :

Posons a = ¢! ™. Alors a > 0 et :

n\" 1 1
I = - 14— )
" (+00) (e) aﬁ( + 12n+0(n>)

Il s’agit du résultat attendu.
(b) (1 point) Comme :

1+ L + (1> 1
RN (el ~
12n n/ (+o0)

n! ~ <n)na n. (3)

(+00) e

Alors :

L’équivalent (2) obtenu dans la partie A s’écrit :

(2n)! 22n

()2 (to0) /o

Gréce a (3) on en déduit :

(2?")2”@ 2n 92n

() 0ty () VA

€

Ceci donne a = /27, et donc finalement on obtient la formule de Stirling :

nl ~ (n) 2mn.
(+00) e
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Probléme 2. Racines carrées et nilpotence (29 points)

Partie A. En dimension 2 (6 points)

1. (2 points) Supposons qu’il existe une racine carrée g de Idg telle que g(e;) = zes.

Alors par linéarité g*(e;) = zg(ez). Comme g = Idg et @ # 0 alors g(es) = Le;.

Un application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’'une base. Or (ey, es)

est une base de F, et xe,, iel sont deux vecteurs de E. Donc il existe un et un seul
endomorphisme g de E tel que g(e;) = zes et g(ez) = Zey.

Cet endomorphisme vérifie g?(e1) = zg(e2) = ey et g(e2) = Lg(e1) = es, donc ¢? = Idg,
toujours car une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base.

Ainsi g est une racine carrée de Idg, et il est uniquement déterminé, donc il existe bien
une et une seule racine carrée de Idg telle que g(e;) = wes.

Si y est un réel non-nul différent de z alors il existe de méme une et une seule racine
carrée h de Idg telle que h(e;) = yey. Comme ey est non-nul alors g # h.

Comme il existe une infinité de réels non-nuls alors il existe une infinité de racines
carrées de Idg.

On peut ajouter que ce sont les symétries de F.
2. (a) (2 points) On démontre que la famille (e, g(e)) est libre.
Soit A et p deux réels tels que

e + ug(e) = 0g. (4)

Comme g est linéaire alors :

Ag(e) + pg®(e) = 0.

Comme ¢? = —Idg alors :
—pe + Ag(e) = Op. (5)

Par combinaison linéaire des égalités (4) et (5) :

A(Ae + pg(e)) — p(—pe + Ag(e)) = Op.

Ceci donne (A? 4 p?)e = 0. Comme e est non-nul alors A\? + p? = 0. Comme \ et p
sont réels alors A = p = 0.

On a démontré que :
V(A u) € R? e+ pugle) =0p = A=pu=0.

La famille (e, g(e)) est donc libre.
Elle est de cardinal 2 qui est la dimension de E donc c¢’est une base de F.
(b) (1 point) On sait que g(e) = e, et g(g(e)) = —e car g = —Idg, donc la matrice de
g dans la base (e, g(e)) est :
0 —1
()
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. . ) b .
3. (1 point) Supposons que f admet une racine carrée g, et notons B = (Cé d) la matrice

de g dans la base %B.

Comme ¢* = f alors B? = A, ce qui donne :
a*+bc bla+d)\ (1 0
cla+d) d*+bc)  \0-1)"
SitrB #0, d.e., a+d#0, alors b = ¢ = 0, puis d> = —1, ce qui est impossible car d
est un réel.
Ainsi tr B = 0, i.e., a+d = 0. Alors d = —a donc a? = d?, ce qui est absurde car

a?+bc=1et d*+bc=—1.

Ceci montre que f n’admet pas de racine carrée.

Partie B. Endomorphismes nilpotents (7 points)

1. (1 point) Soit N I'ensemble des entiers naturel k tels que f* = Ox(E).-

Comme f est nilpotent N est non-vide. Ainsi N est une partie non-vide de IN donc N
possede un plus petit élément, que ’on note p.

2. (a) (1 point) Comme p est le plus petit élément de N alors p — 1 n’appartient pas & N
et donc fP~! est non-nul. Il existe donc e € E tel que fP~1(e) # 0.

(b) (2 points) Soit (Ao, ..., Ap—1) des scalaires tels que :

e+ A fle) + -+ A1 P (e) = 0g.

Supposons qu'il existe k € {0,...,p — 1} tel que \; # 0, et notons m le plus petit
de ces entiers. Alors :

A f7(€) + 4+ N1 fP7He) = 0p avec A\, # 0.

Comme A, # 0 alors :

m )\m 1 rm 1 _

() = === o) = = T ),
On applique fP~1=™ & cette égalité. Comme m < p— 1 alors p—1 —m > 0 et donc
cette application est bien définie, et comme f est linéaire alors elle est linéaire. On
obtient : ) \

Pl e) = =22t p(e) — o = 2L gt mm=2) (),
Am Am

Comme f? = 0 alors fP~!(e) = 0g, ce qui contredit le choix de e.

Cette contradiction montre que tous les Ay sont nuls, et donc :
V(Ao,...,)\p_l) € R? /\Oe—l—---—i—)\p_lfp_l(e) =0 = X=--- :>\p_1 =0.

La famille (e, f(e), f%(e),..., fP"1(e)) est donc libre.

(c) (1 point) La famille (e, f(e), f(e), ..., fP~1(e)) est une famille libre de E qui est de
dimension n, donc son cardinal est inférieur ou égal a n, et ainsi p < n.
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3. (1 point) Soit g une racine carrée de f. Alors ¢*> = f, et donc g% = f? = Og(p).
Ceci montre que ¢ est nilpotent.
Notons ¢ son indice de nilpotence. D’apres la question précédente g < n.
De plus fP~! # Ogg), donc g*~2 # Og(g), et ainsi 2p —2 < ¢, soit 2p—1 < ¢ car 2p —2
et g sont des entiers.
Par transitivité 2p — 1 < n, ce qui donne p < "TH
4. (1 point) La composée k fois de D est D* : R,[X] — R,[X]
P s P,

Si P € R,[X] alors P est de degré au plus n, donc P = 0. On en déduit :
VP e R, [X] D"H(P) = 0.

Ceci montre que D" = 0, donc D est nilpotent.

Par contre X" € R,,[X] et D"(X™) = n! # 0, donc D" # 0.
Ainsi D est nilpotent d’indice n + 1.

Suppons que D admet une racine carrée.

Comme D est nilpotent d’indice n+ 1 et R, [X] est de dimension n + 1 alors d’apres la
question précédente :

(dim Ry [X] + 1) = = + 1.

n+1< 5

1
2
Ceci donne n < 0, c’est en contradiction avec I’hypothese n > 0.

Cette contradiction montre que D n’admet pas de racine carrée.

Partie C. En dimension 3 (11 points)

1. (2 points) Comme f? = Ogp) alors im f C ker f.
En effet, si u € im f alors il existe v € E tel que u = f(v) et donc f(u) = f(v) =0,
ce qui donne u € ker f.

Ceci montre que dimim f < dimker f. De plus d’apres le théoreme du rang :
dimker f + dimim f = dim £ = 3.

On en déduit 2dimim f < 3, puis dimim f < 1 car la dimension d'un espace
vectoriel est un entier.
Sidimim f = 0 alors im f = {Og}, donc f = Oy(g), ce qui est contraire aux hypotheses.
Donc :

dimim f =1 puis dimker f = 2.

2. (3 points) D’apres la question précédente im f est de dimension 1. Soit e; un vecteur
non-nul de im f, si bien que la famille (ey) est une base de im f.

Comme im f C ker f alors ey € ker f.

Comme ey est non-nul alors la famille (ey) est une famille libre de ker f.
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D’apres le théoreme de la base incomplete cette famille peut étre complétée en une base
de ker f. Or dimker f = 2 donc il existe un vecteur ez de E tel que la famille (es, e3)
est une base de ker f.

Comme ey € im f alors il existe e; € E tel que f(e1) = es.
Démontrons que la famille 9 = (eq, 5, €3) est une base de E.
On commence par démontrer qu’elle est libre.

Soit (A1, A9, A3) une famille de scalaires tels que :
Aer + Aaes + Azes = 0p. (6)
Par application de f, qui est linéaire :
Af(er) + Aaf(e2) + Asf(es) = Op.
Comme ey, e3 € ker f alors f(ea) = f(e3) = O, et comme f(e1) = e :
ey = 0p.

Comme ey est non-nul alors A; = 0, puis (6) donne :

Mgy + Aze3 = Og.

Comme la famille (eq, e3) est une base de ker f alors elle est libre, et donc Ay = A3 = 0.

On a démontré que :
V()\l, )\2, )\3) S RS )\161 + /\262 + )\363 == OE - )\1 = /\2 = /\3 =0.

Ceci montre que la famille (ey, es, e3) est libre. Elle est de cardinal 3 qui est la dimension
de E donc c’est une base de E.

Par construction :

fler) = e flez) = 0p f(es) = 0g.

La matrice de f dans la base % = (eq, ez, e3) est donc A =

o = O
o O O
o O O

3. (a) (1,5 points) Comme g est une racine carrée de f alors g = f. Comme f? = 0 alors
g* = f? = 0. Ainsi g est nilpotent.

Soit p son indice. D’apres la question 2c¢ de la partie B son indice est inférieur ou
égal a la dimension de F, donc p < 3.

Si p < 2 alors g% = O«(g), donc f = Oy k), ce qui est contraire aux suppositions de
I’énoncé. Donc p = 3.
Ainsi g est nilpotent d’indice 3.

(b) (1 point) Supposons que ker g? C ker g et démontrons qu’alors ker g® C ker g%
Soit u € ker g3. Alors ¢3(u) = 0, donc ¢*(g(u)) = Og, et g(u) € ker g*.
D’apreés la supposition ceci implique que g(u) € ker g, donc g*(u) = 0, et u € ker g°.
Ceci montre que ker g3 C ker g2

On a démontré que si ker g> C ker g alors ker g® C ker g%
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(¢) (2 points) Comme g est nilpotent d’indice 3 alors ¢° = Og(p).

Ceci montre que im g% C ker g et im g C ker g%, donc :
im f Ckerg et im g C ker f.

On sait que im f et ker f sont de dimensions respectives 1 et 2, et ker g, im g sont
des sous-espaces vectoriels de F qui est de dimension 3, donc :

1 < dimkerg <3 et 1 <dimimg < 3.
D’apres le théoreme du rang :
dim ker g + dimim g = 3.
Comme les dimensions sont des entiers alors deux cas sont possibles :
(dimkerg=1 et dimimg=2) ou (dimkerg=2 et dimimg=1).

Supposons que dim ker g = 2.
De fagon général on a ker g C ker g* : si u € ker g alors g(u) = O, puis ¢g(u) = 0.
On a alors :

ker g C ker g* avec dimkerg =2 et dimkerg? = dimker f = 2.

Ceci implique ker g2 = ker g, et donc d’aprés la question précédente ker g2 C ker ¢°.
Mais ¢* = Og(r), donc ker g = E, ce qui implique ker g* = E, puis g = Og(p).

Or ¢* = f # Og(g), donc c’est une contradiction.

Ainsi dimker g = 1, et par suite dimim g = 2.

On a donc :

imf Ckerg et dimimf =dimkerg donc im f =kerg
img Cker f et dimimg = dimker f donc im g = ker f.

Il s’agit du résultat attendu.

0
4. (1,5 points) Soit (x,y) e RxR*et B= | x
)

oRIF O

0
0
0
B

Alors B? = A, donc I’endomorphisme ¢ dont B est la matrice dans la base % vérifie

g* = f, c’est une racine carrée de f.

Réciproquement, supposons que g est une racine carrée de f et notons B sa matrice
dans la base 8.

D’apres la question précédente im g = ker f = Vect (e, e3) et ker g = im f = Vect (eg).
Comme im g = Vect (eq, e3) alors les vecteurs g(e;), g(ea) et g(es) sont combinaisons
linéaires de e et es.

Comme e5 € ker g alors g(es) = Op.
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La matrice de g dans la base % est donc de la forme :

000
B=|z 0 2 o (z,y,2,t) € R*
y 0 t
Comme ¢ = f alors B> = A :
00 O 000
zy 0 z2t|=11 0 0
ty 0 ¢2 000

On en déduit t = 0, puis zy = 1 donc y # 0 et 2z = i Ainsi la matrice de g dans la
base % est bien :

0
B=|= avec (z,y) € R x R™.
)

o O O
oI O

Finalement les racines carrées de f sont les endomorphismes de E dont la matrice dans
la base % est la matrice B ci-dessus.

Partie D. Racines carrées d’un endomorphisme unipotent (5 points)

1. (1 point) La fonction z + /T +  est de classe 6" " en 0 donc d’aprés la formule de
Taylor-Young elle admet un développement limité a 'ordre n — 1 en 0.

Ce développement limité est de la forme :
Vit 5 P,(z) +o(z" ) (7)

ou P, est un polynéme de degré au plus n — 1.
2. (2 points) Apres mise au carré 1'égalité (7) donne

l+a 5 P2(x) + Pn(:v)o(:r”_l) + 0(932”_2).

Comme P, (z) 5 o(1) alors :

1+z 5 P,f(x)—i—o(x"’l).

Comme P, est un polynome alors P?> — 1 — X est un polynome, que 'on peut noter A.
Ainsi :
n—1
A(z) 5 0(93 )
Ceci est le développement limité de la fonction z — A(x) au voisinage de 0. Par unicité
du développement limité les coefficients de degré 0 a n — 1 de A sont nuls, donc A
est multiple de X™. 1 existe alors @,, € R[X] tel que A = X"Q, ce qui donne comme
demandé :
P2=1+X+X"Q,.
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3. (2 points) Soit H = A — I,,. Comme A et I,, sont les matrices respectivement de f et
Idg dans la base % alors H est la matrice de h = f — Idg dans la base 9.

Comme f est unipotent alors h est nilpotent, et donc H est nilpotente.

Comme FE est de degré n alors 'indice de nilpotence de H est inférieur ou égal a n,
donc H™ = 0.

En appliquant ’égalité polynomiale de la question précédente a la matrice H on obtient :

(Po(H)?*=1,+H+H"Q,(H)=1,+H = A

Ainsi la matrice P,(H) est une racine carrée de A.

L’endomorphisme g associé a cette matrice et donc une racine carrée de f.
Ainsi f admet une racine carrée.

On a démontré que tout endomorphisme unipotent admet une racine carrée.

0 -1 1
4. (0 point) Soit A= |1 2 -1
1 1 1

(a) On calcule H = A — I3 et ses puissances :

-1 -1 1 1 10 000
H = 1 1 -1 H>=|-1 -1 0 H*=[0 0 0| =04
1 1 0 0 00 000

La matrice H est donc nilpotente, et A est unipotente.
(b) Le développement limité de la fonction z — /T + z = (14)2 a Pordre 2 en 0 est :
Vi4+x = 1+1$— 1:1:24—0<3:2)
(0) 27 8 '
Ceci donne Py =1+ X — £ X2
(c) D’apres la question (3) La matrice B = P3(H) est une racine carrée de A. On

calcule :

] ] (3 -5 4
B:A+§H—y#:§ 5 13 —4
4 4 8

On peut vérifier que B? = A.
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