Lycée Bellevue — Toulouse Année 2024-2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. B11
Matrices et applications linéaires

(1) Soit n et p deux entiers naturels non-nuls.
Soit X € M,,1(K), A € M,,(K) et Y € M, (K).
Justifier que *X AY et 'Y *AX sont bien définies et égales.

Les matrices *X, A, Y sont de tailles respectives (1,n), (n,p) et (p, 1), donc leur produit
est bien défini, ¢’est une matrice de taille (1,1).

De méme les matrices 'Y, YA, X sont de tailles respectives (1,p), (p,n) et (n,1), donc
leur produit est bien défini, ¢’est une matrice de taille (1,1).

Ces matrice sont donc symétriques, ce qui donne :

EXAY = t(tXAY) — Y IAX

@ On définit 'application linéaire

f: R3 — R?
(x,y,2) — (y+ 3z, — 2y + 22)

etonmnote:  B=((1,1,0),(1,01),(0,1,1) B =((11),(1,—1))

a. Démontrer que B est une base de R? et que B’ est une base de R
b. Donner la matrice de f dans les bases canoniques, puis dans les bases B et B'.

On note wuq, ug, uz les trois vecteurs de la famille B, et vy, vy ceux de la famille B'.

a. Deux méthodes sont proposées. La premiere est la méthode classique, la seconde utilise
les résultats de la fin du chapitre.

Méthode 1. On démontre que les familles B et B’ sont libres maximales.
Soit ()\1, )\2, )\3) € Rg tel que )\1'&1 + )\2’&2 + )\3U3 = ORS. Alors :

)\1+)\2 =0
A1 +A3=0
)\2+)\3:O

La somme des trois lignes donne \; + A2 + A3 = 0, et en retirant chacune des lignes on
obtient )\1 = )\2 = /\3 = 0.

On a donc prouvé que la famille B est libre.
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Elle contient trois vecteurs, et R® est de dimension 3, donc c’est une famille libre
maximale. En conséquence c’est une base de R3.

Les vecteurs v; = (1,1) et vy = (1, —1) ne sont pas colinéaires. La famille B’ est donc
libre, elle est libre maximale car elle contient deux vecteurs et R? est de dimension 2,
donc elle est une base de R

Méthode 2. On calcule le rang des familles B et B'.

Par propriété le rang d’une famille de vecteurs de R™ est le rang de la matrice obtenue
en placant ses vecteurs en colonnes. Ainsi on calcule par opérations élémentaires :

110 1 1 0 1 1 0
rgB=rg|1 0 1|=rg|{0 -1 1|=rg|0 —1 1]=3
011 o 1 1 0o 0 2

1 1 1 1
rgB':rg<1 _1> :rg<0 _2> =2

De plus, une famille de n vecteurs de R™ est une base de R"™ si et seulement si elle est
de rang n. On en déduit que B est une base de R3 et B’ est une base de R2.

b. On note e, es, e3 les vecteurs de la base canonique de R? et €, €}, ceux de la base
canonique de R2. Comme :

fler) =(0,1) = 0¢€| + 1€}
flea) = (1,—-2) = le| — 2¢€),
fles) =(3,2) = 3e| + 2¢,

Alors la matrice de f dans les bases canoniques est :

MB3B2(f): <(1) _; g)

On rappelle que les colonnes de cette matrice sont les réprésentations matricielles des
vecteurs f(e;) dans la base (€], €)).

D’autre part la matrice d’une application linéaire de R” dans R" se lit naturellement
si on exprime les vecteurs en colonne :

f: R} — R?

. R y+32\ (0 1 3
z r—2y+22) (1 —2 2

INIS S

On calcule ensuite :

flur) = f(1,1,0) = (1, 1) = Ovy + 1oy
f(’LLQ) = (]_, O, 1) = ( ) = 3U1 + 01)2
f(U3) = (O’ 1, 1) = ( ) = 201 + 2vy

On en déduit la matrice de f dans les bases B et B’ :

w3 2)
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(3)Soit f: Ry[X] — R2
P — (P(1), P'(-1))

pU.iSZ P1:X—1 P2:X+1 P3:<X—|—1)2
a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que la famille B = (P;, P», P3) est une base de Ry[X].

c. Donner la matrice A de f dans les bases canoniques de Ry[X] et de R,
d. Donner la matrice de f dans les bases B et By (By étant la base canonique de R?).

a. La spécialisation des polynémes en un point est linéaire donc I'application P +— P(1)
est linéaire.

La dérivation des polynomes est linéaire donc I'application P — P’ est linéaire, puis
par composition avec la spécialisation en —1 I'application P — P’'(—1) est linéaire.

Les deux composantes de f sont linéaires donc f est linéaire.
b. Méthode 1.
Soit ()\1, >\2, >\3) € R3 tel que MPL 4 APy + AP = ORQ[X]’

Par équivalences successives :

)\1P1 + )\2P2 + )\3P3 - ORQ[X]

=  MX-D+NX+1D)+XX*+2X+1)=0
= XM F X F2)X (=AM +F X+ A) =0
)\3:0
< M+ A+ 203 =0
—)\1+>\2+ )\3:0
A+ A +2X=0
< 2X + 323 =0

)\320

< A=A =X3=0

Ceci montre que la famille B est libre.

Elle contient trois vecteurs, et Ry[X] est de dimension 3, donc c’est une famille libre
maximale. En conséquence c’est une base de Ry[X].

Méthode 2.

On calcule le rang de la famille B. Par propriété il est égal au rang de la matrice dont les
colonnes sont les représentations matricielles des vecteurs de B dans la base canonique
(dans n’importe quelle base en fait).

La représentation matricielle de la famille B dans la base canonique de Ry[X] est :

-1 11
Mg.B)=| 11 2
00 1
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On calcule par opérations élémentaires le rang de cette matrice, qui est donc le rang
de la famille B :

1 11 1 11
rgB=rg 11 2|=rg 0 2 3]|=3
00 1 001

La famille B est une famille de 3 vecteurs de Ry[X] qui est de dimension 3, elle est de
rang 3 donc par propriété c’est une base de Ro[X].

c. On calcule :

f(1) =(1,0) carsi P=1 alors P'=0
f(X) =(1,1) carsi P=X alors P'=1
f(X?) =(1,-2) carsi P=X? alors P =2X.

La matrice de f dans les bases canoniques est donc :

MBCBQ(f)=<(1) 1_;)

d. On calcule :

P)=(0,1) car Pb=X—-1 et Pl=1
f(P) =(2,1) car Po=X+1 et Pj=1
P3) =(4,0) car P3=(X+1)* et Pj=2(X+1).

La matrice de f dans les bases B et B; est donc :

MBBz(f):<(1) i g)

@ Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de F.

Donner la matrice de p dans une base adaptée a la somme directe £/ = im p @ ker p.

Soit F' = imp et G = ker p. Par théoréeme F' et G sont supplémentaires dans F.

Soit (ey,...,e,) une base de F', (e,41,...,€,) une base de G. Comme F = F & G alors

d’apres le théoreme de la base adaptée la famille (ey, ..., e,) est une base de E.
Pour tout ¢ = 1,...,r, comme e; € imp alors p(e;) = e;.
Pour tout ¢ =r+1,...,n, comme e; € kerp alors p(e;) = Og.
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On en déduit que la matrice de p dans la base (e, ..., e,) est :
r

1 l
g 0

r | 0
0 1

A= Y|mmmoee - R Rt n

0 f 0

n

(5) Soit £ = R2, puis u; = (2,1) et uy = (2, —1).
La famille B = (uy,us) est une base de R?.

Donner les matrices de passage de la base canonique a la base B et de la base B a la
base canonique.

La matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice dont les colonnes
sont les représentations matricielles des vecteurs de B dans la base canonique :

r= (i)

La matrice de passage de la base B a la base canonique est la matrice inverse de P.

D’apres la formule (ab)il = L ( d_b) :

cd ad—bc \ —c a

11 2
-1 _ *
(i)

On peut aussi répondre en exprimant les vecteurs de la base canonique en fonction de
ceux de la base B.

Ici on constate que u; + uy = (4,0) = 4ey et u; — ug = (0,2) = 25, donc e; = iul + %Ug
! 15, Ainsi la matrice de passage de la base B a la base canonique est :

etengul—z
_1(1 2
4 \1 =2

2
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@ Reproduire I'exercice précédent pour E = R3, B = (uy, us, us) avec u; = (1,1,1),
Uy = (17 170)7 Ug = (17070)

La matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice dont les colonnes
sont les représentations matricielles des vecteurs de B dans la base canonique, on place
donc uq, us et us en colonnes :

111
P={(110
100
Pour le passage dans I'autre sens les deux méthodes sont efficaces.

Méthode 1.
La matrice P est inversible car c¢’est une matrice de passage.

De plus, comme P est la matrice de passage de la base canonique a la base B alors sa
matrice inverse est la matrice de passage de la base B a la base canonique.

On applique 'algorithme du pivot de Gauss :

1 11 100
PPl =13 = 110|P'=]010 &3:?:22%
100 001 2o
= 0 0 —-1|Pt=]—-1 1 0| (Li+ Li+Ls)
1 0 0o 0 1
— 0 -1 o|P'=| 0 -1 1 &2::?3
0 0 —1 -1 1 0 K s
1 00 0o 0 1
— 01 0(P'=|0 1 -1
0 01 1 -1 0
La matrice de passage de la base B a la base canonique est donc :
0o 0 1
P'=10 1 -1
1 -1 0

Méthode 2.
On rappelle que :
Uy = (1,1,1) Uy = (1,1,0) Uz = (1,0,0)
On remarque que :
€1 — UuUs €9 = U9 — U3 €3 = U1 — Uy

Il s’agit des expressions des vecteurs de la base canonique en fonction de ceux de la base
B. On les place en colonnes pour obtenir la matrice de passage de la base B a la base
canonique :

0o 0 1
Pt=10 1 -1
1 -1 0
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Les schémas suivants expliquent les constructions précédentes :

Uy U Ug e; ey €3

1 1 1\ e 0 0 1\ w
P=PFPss=|1 1 0 |¢c Pl=Pgg =0 1 —1|u
1 0 0/ €3 1 —1 0/ us

On vérifie que PP~! = I3 et P7'P = I;.

(7) (Suite des deux exercices précédents.)

Dans les deux cas suivants donner la matrice de f dans la base canonique, puis dans la

base B.
Vérifier ensuite le théoréme reliant toutes les matrices calculées.
a. f: R? — R? b. f: R3 — R3?
(x,y) — (z — 2y, 2z + 2y) (x,y,2) — (x,2— 2z, —y)

a. La matrice dans la base canonique est :

Mg (f) = <é _§>

Pour la matrice de f dans la base B = (uy, uz) on calcule :

flur) = f(2,1) =(0,6) et flug) = f(2,-1) = (4,2)
Il faut exprimer ces vecteurs dans la base B :

fluy) = 3ug — 3us et flug) = 2uy

M (f) = (_g 3)

Les schémas suivants expliquent ces deux constructions :

On en déduit :

fler) f(e2) fu1) fu2)
1 -2\« 3 2\ wm
Mp.(f) = (2 2) . Mp(f) = (_3 O) "

On note A = Mg, (f), A" = Mp(f), et P la matrice de passage de la base canonique a
la base B. Alors par propriété :
A=pPAP!

On vérifie effectivement que :

o1 (22 32\1(1 2\ 1/(2 2 5 2\ _1(4-8)_
PAT —<1—1)<—30>4<1—2>—4 1-1) (-3 6) "als s)74
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b. La matrice dans la base canonique est :

1 0 0
Mg (f)=11 0 -1
1 -1 0

Pour la matrice de f dans la base B = (u1, ug, ug) on calcule :

flur) = f(1,1,1) = (1,0,0) = us
f(u2):f(17170):(17170):u2
f(U3>:f(1,070):(1,1,1):u1
On en déduit :
0 01
Mp(f)=10 1 0
1 00

Les schémas suivants expliquent ces deux constructions :

fler) flez) fles) Flur) fluz) flus)
1 0 0\=« 0 0 1\ w
Ms.(f)=|1 0 —1]e Ms(f)=|0 1 0w
1 =1 0/ es 1 0 0/ wus

On note de nouveau A = Mp_ (f), A’ = Mp(f), et P la matrice de passage de la base
canonique a la base B. Alors par propriété :

A=pPAP
On vérifie par le calcul :
1 11 001 0o 0 1
PAP'=|110|[010]f0 1 -1
100 100 1 -1 0
111 1 -1 0 1 0 0
=1110 0 1 -1|=11 0 —-1|=4
1 00 0o 0 1 1 -1 0
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On définit les matrices :

6 -9 01
a=(5) o« m=(00)

a. Déterminer le noyau et 'image de A.

b. Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de ’endomorphisme
canoniquement associé a A est B.

c. En déduire que A et B sont semblables.

()

montre que le noyau de A est 'ensemble des vecteurs (x,y) tels que 2z — 3y = 0. On
en déduit que ker A = Vect ((3,2)).

L’équivalence par colonnes
6 —9 30
4 —-6)c\20

montre que I'image de A est le sous-espace vectoriel engendré par (3,2), i.e., im A =
Vect ((3,2)).
b. Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

a. L’équivalence par ligne

Si une base B = (u1,us) est telle que B est la matrice de f dans cette base alors
flur) =0et f(uz) = us.

Ceci impose que u; est dans le noyau de f, et us est un antécédent de u, par f.

On remarque que f(e1) = (6,4) = 2(3,2). On peut donc poser us = e; et u; = (6,4).
Alors la famille (u1, us) est bien une base de R? car ses vecteurs ne sont pas colinéaires.
Comme f(u;) =0 et f(uz) = u; alors la matrice de f dans cette base est B.

c. Comme A et B représentent ’endomorphisme f dans des bases différentes alors A et
B sont semblables.

Plus précisément on a A = PBP~! ot P est la matrice de passage de la base canonique
a la base B.

Dans notre cas P = (
PBP ' = A.

61
40

0 1

). On peut calculer que P~! = %(4_6

), puis vérifier que
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@ Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Démontrer
que trp = rgp.

Soit p un projecteur et r son rang. Alors r est la dimension de imp. Nous avons vu
dans l'exercice 5 ci-dessus que la matrice dans une base adaptée a la somme directe
E =imp @ kerp est :

;
Lo
. 0
0
A= Voot A — n
0 1 0
n

Par propriété la traice de p est la trace de sa matrice dans toute base de E, donc trp = tr A.
Or tr A =r, donc trp = rgp.

Calculer le rang des objets suivants.
r—2y=—1 4 6 3 2
F1=((6.9).(=2,-3) S tetay=10 =7 0]
Fo = ((4,1 4 2i), (2 + 3i,1 +1)) 2 50 4
3 2 4
f: R —R LS

M, =

("L‘ayazvt)'—>(y+zul‘+t707y+zaz+t> 3 2 4
1 3 -1

On obtient :
rgfr=1 rg S =2 rg M, =4 rg Fo =2 rg My =2 rgf=3

 La famille F; est une famille de deux vecteurs de R% Son rang est :

6 —2
rg F1 =r1g <9 _3>

Les opérations élémentaires sur les lignes (Ly <= 5L1), (Ly <= 35Ls) et (Ly <= Ly — Ly)

donnent :
3 -1 3 —1
rg]:lzrg<3 _1>:rg<0 O)zl
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e Le systeme S est un systéme de trois équations a deux inconnues. Son rang est :

1 -2
rgS=rg|7 3
2 4
Par opérations éléméntaires on obtient :
1 =2
rgS=rg| 0 17| =2
0 8
e Le rang de la matrice M est :
4 6 3 0
2 2 0 4
eMi=te |5 5 4
2 50 4
On utilise la ligne 2 pour pivot :
0o 2 3 -8
11 0 2
eM=rely 3 4 5
0O 3 0 0

On intervertit les lignes 1 et 2 puis on utilise la ligne 4 pour pivot :

1 1 0 2 1 0 0 2
w02 3 =8| foo1 0 0
EATEI8l0 3 4 5| T80 0 4 5
0o 1 0 0 0 0 3 =8
Finalement par soustraction (L3 <— L3z — Ly) :
10 0 2 1 0 0 2
0O 1 0 0 o 1 0 0
ehhi=rely o 1 2| T8lo o0 1 2|7
0 0 3 =8 0O 0 0 -2

On peut en déduire que la matrice M; est inversible.
e La famille 7, est une famille de deux vecteurs de C?. Son rang est :

W i 2430
872718 1 L 9i 144

On applique les opérations élémentaires (Ly <— Lo —2L4), (L1 < iLy), (Ly < Lo—Ly) :

£ P23\ _ (i 243\ _ (243 _ (@243 _,
T8/2=18 1 L oi144 ) 7"\ 1 —3-5i) " "™\lis—3i)  "\o3-6i) "

On peut en déduire que la famille F, est une base de C2.
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¢ Le rang de la matrice M, est :

3 2 4
1 2 0
reMa=rgl s o 4
1 3 -1
Par opérations élémentaires on obtient :
1 2 0 12 0 1 2 0
1 3 -1 0 1 -1 0o 1 -1
rMe=re) s o 4| T80 4 4|70 o0 o2
0 0 O 0 0 O 0 0 O

Une autre méthode aurait été de remarquer que C = %(CszCg), et comme les colonnes
C1 et Cy ne sont pas colinéaires alors rg My = 2.

* Le rang de I'application linéaire f est le rang de sa matrice dans la base canonique :

01 10
1 001
rgf=1rg0 0 0 O
0110
0011
Par opérations élémentaires on obtient :
1 001
01 10
rgf=1rg0 0 1 1|=3
0000
0000

On aurait aussi pu calculer le noyau de f :
ker f = {(x,y,z,t) e R ‘ r=—y=z= —t} = Vect ((—1,1,—1,1))

Comme ce noyau est de dimension 1 alors d’apres le théoreme du rang f est de rang 3.
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Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice :

2 -3 1
A= 1 1 3
-1 -1 =3

Soit uy, us et ug les vecteurs de coordonnées respectives (2,1, —1), (2,—1,1) et (0,2,2).
a. Démontrer que la famille B = (uy, us, u3) est une base de R3.

b. Calculer f(us) 4+ busg, puis exprimer la matrice A’ de f dans la base B.

c. Déterminer le rang de f ainsi qu’une base de son noyau.

d. Démontrer que f3 = 0.

a. Pour démontrer que la famille B est une base de R? on calcule le rang de sa matrice
dans la base canonique.

En effet, il s’agit d’une famille de trois vecteurs de R3, donc elle est une base si et
seulement si elle est de rang 3. Et le rang d’une famille de vecteurs est le rang de la
matrice dont ils constituent les colonnes :

2 2 0
rgB=rg 1 -1 2
-1 1 2

On commence par les opérations (L < Ls + Lo) et (Ly < 3Li1) puis on applique
I’algorithme habituel du pivot de Gauss :

1 1 0 1 1 0
rgB=rg|1l -1 2|=rg|0 -2 2|=3
0 0 4 0o 0 4

Comme B est une famille de trois vecteurs de R? de rang 3 alors B est une base de R3.
b. Pour calculer f(u3) on procede de la fagon suivante :

2 =3 1 0 —4
1 1 3 2| = 8 donc f(us) = (—4,8,-8)
-1 -1 -3 2 —8

On obtient
f(U3) + 5“2 = (_47 87 _8) + (107 _57 5) = (67 3a _3) = 3’LL1

On peut méme écrire :

2 -3 1 0 2 —4 10 6 2
1 3 21451 -11|= 8|1+ -5]= 31 =3 1
-1 -1 -3 2 1 -8 ) -3 -1

donc  f(ug)+ bus = 3y
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Pour déterminer la matrice de f dans la base B on exprime f(u1), f(u2), f(us) en
fonction de uq, us et us. On calcule :

2 -3 1 2 0 2 -3 1 2 8 2

1 1 3 1=10 1 1 3 -1 | = 4 | =4 1

-1 -1 -3 -1 0 -1 -1 -3 1 —4 -1
Donc :

flur) =0rs et f(uz) = 4w
On a obtenu :
f(ul) = ORB
flug) = 4uy
f(u;g) = 3U1 — 5UQ

On en déduit la matrice de f dans a base B :

0 4 3

A=[0 0 -5

0O 0 O

Le schéma suivant explique cette construction :
fur) f(uz) f(us)

0 4 3\=
Al — MB(f) =10 0 —5 | u
0 0 0/wus

c. Par propriété le rang de f est le rang de sa matrice dans n’importe quelle base. Or la
matrice A’ ci-dessus est de rang 2, donc f de rang 2.

D’apres le théoréme du rang, comme f est une application linéaire de R? dans R? alors :
dimker f +1g f = dimR® = 3

Le noyau de f est donc de dimension 1.

On sait que uy appartient a ce noyau (car f(u;) = 0). Comme il est non-nul il forme
une famille libre, donc une famille libre maximale, et ainsi une base de ker f.

ker f = Vect (uy) = Vect ((2,1,—1))

d. On calcule A" :

2

0 4 3 00 —20 000
A?=0 0 -5 =[00 o0 puis  A%=100 0|=0
0 0 0 00 0 000

Comme A’ est la matrice de f dans la base B alors A" est la matrice de fo fo f dans
la base B :

(Ms(f))* = Ms(f o fo f)
La matrice de fo fo f dans la base B est la matrice nulle donc fo fo f est 'application
nulle de R? dans R3.
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On note : 1 1 1
P = 1 -1 1
1 1 -1
a. Justifier que P est la matrice de passage de la base canonique a une base B et calculer
la matrice de passage dans 'autre sens.

b. On note f I'endomorphisme de R? défini par :
flzyy,2) =2 +2y+ 2,2 —y,x+y — 2)

Donner la matrice de f dans la base canonique, puis dans la base B.
Démontrer que : fo fo f = —3ldps

a. Pour justifier que la matrice P est une matrice de passage il suffit de montrer qu’elle
est inversible, et pour ceci il suffit de montrer qu’elle est de rang 3.

Les opérations élémentaires sur les lignes en suivant l'algorithme du pivot de Gauss
donnent :

-1 11 -1 11
rg P =r1g 00 2]=rg 02 0]=3
020 00 2

La matrice P est de taille (3,3) et de rang 3, donc elle est inversible.

Elle est donc la matrice de passage de la base canonique a la base formée par ses
colonnes, a savoir la base B = (uq, ug, u3) avec :

U = (_1’ 1’ 1) Ug = (1’ _1’ 1) Uz = (17 17 _1>

On a récupéré les colonnes de P. Le fait que P est inversible implique que cette famille
est une base, inutile de le démontrer autrement.

La matrice de passage dans 'autre sens est la matrice inverse P~1. On peut la calculer
par I'algorithme du pivot de Gauss, ou alors 'obtenir directement par définition d’une
matrice de passage. En effet on remarque que :

U1+U2:(0,0,2):263 U1+U3:(0,2,0):2€2 U2+USZ(2,070):261
On en déduit :
e = %UQ + %u;; €y = %ul + %u5 €3 = %ul + %ug

La matrice de passage de la base B = (uj, ug, u3) a la base canonique B, = (eq, ez, €3)
est donc :

1 011

Q) = Pgp, = 3 1 01

1 10

On peut vérifier que PQ = I3 ou que QP = I3, donc que @) est bien la matrice inverse
Pt
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b. On peut représenter matriciellement f de la fagon suivante :

T 20 4+ 2y + 2
filyl—=| 22—y
z r+ y—=z

On lit alors la matrice de f dans la base canonique :

2 2 1
A=Mp(f)=|-2 -1 0
1 1 -1

Pour déterminer la matrice de f dans la base B = (uy, ug, u3) on exprime f(u), f(u2),
f(u3) dans la base (u1, u2,u3). On calcule :

2 2 1\ /-1 1

-2 -1 0 1| = 1 donc flug) =(1,1,-1) = ug
1 1 -1 1 ~1
2 2 1 1 1

—2 -1 of||-1]=]-1 donc  f(up) = (1,-1,-1) = —u
1 1 -1 1 ~1
2 2 1 1 3

—2 -1 0 1|=1[-3 donc  f(uz) = (3,-3,3) = 3uz
1 1 -1/ \-1 3

La matrice de f dans la base B est donc :

0 -1 0
B=Mg(f)y={0 0 3
1 0 0

La matrice de f o f o f est A3 dans la base canonique et B3 dans la base B.

Il est plus rapide de calculer B3 :

B*=[3 0 0 pus B*=| 0 -3 0| =-3I

@)
|
—
e}
)
=}
|
w

Ainsi la matrice de fo f o f dans la base B est la matrice de —3Idgs dans cette méme
base (car Mp(Idgs) = I3, ceci quelle que soit la base B), donc f o f o f = —3Idgs.
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On note :

a=(578%)  mIEd

Soit f I’endomorphisme de R? dont A est la matrice dans la base canonique.

a. Démontrer que B = (u1, u) est une base de R2. Donner la matrice de passage de la
base canonique a la base B et sa matrice inverse.

b. Exprimer la matrice B de f dans la base B.

c. Calculer B™ pour tout entier n.

d. En déduire A™ pour tout entier n.

On peut calculer en préambule :
—11 30
2 _
AT = ( —6 16)
On vérifiera a la fin de I'exercice que la formule obtenue pour A™ convient pour n = 2.

a. On calcule le rang de la famille B grace a 'opération (C; « C; — 2C5) :

o 2 12
rgB—rg(ulau2)_rg<2 1) _rg<0 1) =2

Comme B est une famille de deux vecteurs de R? de rang 2 alors B est une base de R2.

La matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice dont les colonnes
sont les vecteurs de B, on la note P :

(1)

La matrice de passage de la base B a la base canonique est la matrice inverse de P :

(12
=L

b. On calcule f(u1) et f(ug) grace aux multiplications matricielles :
310\ (5 (-5 3 -10) (2) (-4
2 —6 2]\ =2 2 —6 1) \ -2

On en déduit :
flu) = (=5,-2) = —uy fluz) = (=4, -2) = —2u,

La matrice de f dans la base B est donc :

o< (52)
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c¢. Comme la matrice B est diagonale alors :
VvneN  B"= <(_1) 0 )

d. Comme :
e A est la matrice de f dans la base canonique.
e B est la matrice de f dans la base B.
» P est la matrice de passage de la base canonique a la base B.

Alors :
A= PBP!

On en déduit, pour tout n € N :
A" = (PBP YY" = PBP'PBP'...PBP™!' = PB"P"!

On peut aussi remarquer que si A est la matrice de f dans la base canonique alors A™
est la matrice de fo fo---o f = f" et de méme dans la base B, donc :
o A" est la matrice de f™ dans la base canonique.
e B™ est la matrice de f™ dans la base B.
» P est la matrice de passage de la base canonique a la base B.
Ceci implique :
A" = PB"P~!

On calcule :

Une écriture plus concise est :

o (37 e (3 9)

On vérifie cette formule pour n=0,n=1,n =
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Reproduire 'exercice précédent avec :
11 —25
(0 5)

On obtient f(u1) = uy et f(ug) = (=3, —1) = uy — uy, cette derniere égalité demandant
peut-étre un calcul. La matrice de f dans la base B est donc :

1 -1
On démontre par récurrence que :

n_ (1 -—n
VYn €N B_<0 1)

On en déduit :

. (14100 —25m) 10 —25
vn e N A‘( 4n1—10n)_[2+n<4—10>

Déterminer une base du noyau et de I'image de chacune des matrices suivantes.

6 —3 1 -1 1 4 3 4 5 3 6
<;l i) (g 2 ;) -2 1 -1 1 -1 1 0 2 8§ 10 7
4 =3 1 -1 1 213 4 2 5

2 4

L’image de M est engendrée par ses colonnes C et Cy. Comme Cy = 2C alors I'image
est engendrée par la colonne C :

e Pour M; = (4 8)

im M, = Vect ((4,2))

Pour le noyau on résout :

z\ (0O dr + 8y =0 _
M1<y>—<0> — {2x+4y20 — r=—2y
On en déduit :
ker My = {(—2y,y) | y € R} = Vect ((—2,1))

Le noyau et I'image de M; sont de dimension 1, ce qui confirme le théoreme du rang : la
somme de leurs dimensions est la dimension de R?, c’est-a-dire le nombre de colonnes

de Ml.

e Pour M, = (2 (; é)
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L’image de M, est engendrée par ses colonnes. Elle est invariante par opération sur les

colonnes :
\ 10 3 10 3 10 3 100
e\s 7 2)c\3 1 2)/c\o10/c\o 1 0

On en déduit :
im My = Vect ((1,0), (0,1),(0,0)) = Vect ((1,0),(0,1)) = R?

Remarque. Etant donnée une famille génératrice d’un espace vectoriel, on peut :

e ajouter a un vecteur un multiple d’un autre : Vect (uy, us) = Vect (u1 + aus, uy) ol
a €K

 multiplier un vecteur par un scalaire non nul : Vect (u;) = Vect (Auy) ou A € K*
e intervertir deux vecteurs : Vect (u1,ug) = Vect (ug, uy)

Ceci justifie que 'on peut appliquer les opérations élémentaires sur les colonnes d’'une
matrice pour déterminer une famille génératrice de son image.

Pour le noyau on résout, en appliquant le pivot de Gauss :

x x
0 301 0
M ! _<o> — (2 7 3) ! _(0

(el
o |
= =

|
N Do
N———
ISEINS )

N———

(e

—_

W= Wl

N———

INIINSOIE

— ey
I

~//

o O

N———

—_—— — — o
O = [\l
I
-3
|
wi— N

Remarques.
(i) On aurait pu agir directement sur la matrice Ms, sans écrire le systéeme My X = 0.

(7i) Ainsi pour le noyau on applique des opérations élémentaires sur les lignes, alors
que pour I'image on applique des opérations élémentaires sur les colonnes.

On déduit du calcul ci-dessus :

ker My = { (—lz, —%z,z) ‘ z € ]R} = Vect ((1,1,-3))

3
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On vérifie bien d’ailleurs que :

(2o 2)- ()

2 7 3 3 0

Finalement im M; est de dimension 2, ker M, est de dimension 1, et M, a 3 colonnes
donc le théoreme du rang est bien vérifié : 2 + 1 = 3.

6 —3
e Pour M3=| -2 1
4 =3
Par opérations élémentaires : (on commence par (C; < C; — 2C5))
0 -3 0 -3 —2 1 —2 1 10
M4f501f5»01 M4f; 6—3?00?01
-2 =3 1 0 4 =3 0 —1 0 0

On en déduit :
im M, = Vect ((=3,1,0),(0,0,1))  ker My = {(2,y) € R* | 2 =y =0} = {0g,}

L’image est de dimension 2, le noyau de dimension nulle, la matrice M, a deux colonnes
donc le théoréme du rang est vérifié.

1 -1 1
e Pour My =| —1 1 -1
1 -1 1
On obtient :
1 00 1 -1 1
Mgf(\; -1 0 0 et Mgrz» 0O 0 O
1 00 0O 0 O

Ceci donne :
im M3 = Vect ((1,—1,1)) et ker My = {(z,y,2) | © —y+2=0}
Pour le noyau on obtient :
ker M3 = {(y —z,9,2) | (y,2) € ]RQ} = Vect ((1,1,0),(—1,0,1))

L’image est de dimension 1, le noyau est de dimension 2, la matrice ayant 3 colonnes
le théoreme du rang est vérifié :

dimim M3 + dimker M3 =142=3

Par opérations élémentaires, en commengant par (C; < C; — Cs) :
1 3 4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00
Ms~|1 0 2|~1 -3 —2|~|1 -1 —2|~|1 -1 0O]l~10 1 0
“N\113/9N =2 —1/9\1 =1 —1)“\1 =1 1/%\o0 01
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Inutile d’aller plus loin. On constate que Ms est de rang 3, or elle est de taille (3, 3),
elle est donc inversible. Ceci montre que :

im M5 = RB ker M5 = {0R3}

5 3 6
e Pour Mg= |8 10 7
4 2 5

On applique 'algorithme du pivot de Gauss sur les colonnes :

2 3 6 1 0 0 1 00
MGEJ -2 10 7 > -1 13 13 > 12 13 0
2 2 5 1 -1 -1 0 -1 0

Ceci montre que :
im Mg = Vect ((1,12,0), (0,13, —-1))

On pourrait aussi justifier que :
im Mg = {(x,y,z) € R? ‘ 120 —y — 132 = O}

On vérifie d’ailleurs que les colonnes de Mg (qui sont dans l'image de Mjg) satisfont
bien cette équation.

Pour le calcul du noyau :

11 1 1 1 1 1 1 1 1 0 3
Mg |8 10 7|0 2 =10 1 —d)~|0 1 —5
4 2 5 0 -2 1 0 0 0 0 0 0

Ainsi :

ker Mg = { (—%z, %z,z) ’ z € R} = Vect ((—3,1,2))
Le théoreme du rang est satisfait, car la matrice Mg a 3 colonnes, son image est de
dimension 2, son noyau est de dimension 1, et par définition 3 = 2 + 1.
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@ Calculer le rang des matrices suivantes.

3 4 2 13 78 13 g 18

A=1|(4 2 3 B=|(3 2 -7 3 C =
2 3 4 2 1 -6 6 “Be Y
5 11 15
30 2 35 15 5 1
i g (1) 2 -2 10 20 10 4 1
D = E = 0 3 4 F=1]110 6 3 1

-2 0 5 2

560 7 4 1 4 4 3 21
5 2 3 1 111

Pour calculer le rang d’une matrice on peut utiliser toutes les opérations élémentaires sur
les lignes et les colonnes, elles ne changent pas le rang.

On obtient finalement :

rgA=3 rgB=3 rgC' =2 rgD =3 rg =3 rg =14

Pour la matrice A on utilise I'algorithme classique du pivot de Gauss sur les lignes, en
commengant par (Ly <— Ly — L3) :

1 1 =2 1 1 =2 1 1 =2
rgA=rg|4 2 3|=rg|0 -2 11 |=rg|0 1 8]|=3
2 3 4 0 1 8 0 0 27
De méme pour la matrice B :
1 3 7 8 1 3 78 1 3 7 8
rgB=rg|0 -7 —-28 21 |=rg|{0 1 4 3|=rg|0 1 4 2|=3
0 =5 =20 -10 01 4 2 0001

Pour la matrice C' on commence par les opérations (C5 <— C3 — Cy) puis (Cy < Cy —2C5)
et (03 — 03 — 302) :

0 7 3 0 1 3 0 1 0
oo 17 8 1| 17 6 1| 17 6 —17
e =18 43 5 4| 7™ 13 =3 4| " -13 -3 13
5 11 4 5 3 4 5 3 —5
Donc finalement :
1 0 0
6 17 0
eC=rel 5 g3 o2
3 -5 0

Pour la matrice D on commence par intervertir les colonnes 1 et 3 puis on agit sur les
lignes :

1 2 4 0 1 2 4 0
D0 5 4 6| _ o 5 4 6
& Sls 0 —2 2 810 —10 —22 2

0 6 5 7 O 6 5 7
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On applique les opérations (Lg <— L + 2Ls), (Ly < Ly — Ly), puis (Lg <> Ly) etc :

1 2 4 0 1 2 4 0 1 2 4 0
0 5 4 6 0o 1 1 1 0o 1 1 1

reD=relg g 14 14|70 0 -1 1|~ |0 o0 -1 1|3
o 1 1 1 0 0 -1 1 0 0 0 0

Pour la matrice £ on agit sur les colonnes : (Cy < C; — C5), (C3 < C3 — 2C}), puis
(03 — 03 — 402) :

10 2 1 0 0 1 0 0
-2 10 -2 1 4 -2 1 0
rgbl=1g| -4 3 4| =1g| -4 3 12|=rg| -4 3 O0|=3
01 4 0O 1 4 0 1 0
2 2 3 2 2 -1 2 2 -9

Enfin pour la matrice F' on commence par intervertir toutes les lignes et les colonnes, puis
on applique les opérations successives (Ls <— L5 — Ly), (Ly < Ly — L3), (Ls < L3 — L),
(Ly <= Ly — L), et on continue :

11 1 1 11 1 1 1111
1 2 3 4 0o 1 2 3 0123
rgF=rg|1 3 6 10|=rg|0 1 3 6|=1rg|(0 01 3
1 4 10 20 0 1 4 10 0014
1 5 15 35 0 1 5 15 0015
1111 1111
0123 0123
=rg|0 01 3]=1g]0 01 3|=4
0 001 0 001
0 001 0000

On définit les matrices :

9 —6 6 —5
A_<12 —8) B_<7 —6)
Démontrer que 1'une est la matrice d’un projecteur et ’autre d’une symétrie.

Déterminer leurs éléments caractéristiques.

A est la matrice du projecteur sur Vect ((3,4)) parallelement a Vect ((2,3)).
B est la matrice de la symétrie par rapport a Vect ((1,1)) parallelement a Vect ((5,7)).
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Soit P la matrice :

3 2 -5
P=1l-1 6 -5
~1 2 -1

a. Déterminer le noyau et I'image de P.

b. Démontrer que ’endomorphisme canoniquement associé¢ a P est un projecteur et
donner ses éléments caractéristiques.

On obtient ker P = Vect ((1,1,1)) et im P = Vect ((2,1,0), (5,0, —1))
On vérifie p o p = p sur la base de im P, on en déduit que P est la projection sur im P
parallelement a ker P.

[9] Démontrer que la matrice

-5 —6 —6
S = 6 7 6
-2 -2 -1

est la matrice d’'une symétrie et en préciser les éléments caractéristiques.

Soit s 'application linéaire canoniquement associée a la matrice S.

Comme S est une matrice de taille (3,3) alors s est une application linéaire de R® dans
R3, donc un endomorphisme de R3. On notera E = R3 ci-dessous.

Un endomorphisme s est une symétrie si et seulement si sos = Idg. On calcule donc S? :

-5 —6 —6 100
= 6 7 6|=[010|=I
-2 -2 -1 001

Comme S? = I3 alors s? = Idgs et donc par théoréme s est une symétrie.

Plus précisément s est la symétrie de R? par rapport a F parallelement a G ot :
F={uekFE| s(u)=u} et G={ueFE]| s(u)=—u}

Pour tout vecteur u = (z,y, z) de E on note X sa représentation matricielle. On résout :

-5 —6 —6 T T

SX =X — 6 7 6 yl=1y
-2 -2 -1 z z

-6 —6 —6 x 0

<— 6 6 6 y|l=10

-2 =2 =2 z 0

<~ rT+yt+z=
On en déduit :

F={(-y=2y2)]| (y,2) € R} = Vect ((~1,1,0),(~1,0,1))
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De méme :
-5 —6 —6 T T
SX =-X — 6 7 6 yl=—1v
-2 =2 -1 z z
-4 —6 —6 T 0
= 6 8 6 y|l=10
-2 =2 0 z 0
1 10 T 0
<= 01 3 y]|l =10
00O z 0
1 0 -3 T 0
<= 0 1 3 y|l=10
0 0 0 z 0

On en déduit :
G={(32,-3z,2)| z€ R} = Vect ((3,-3,1))

On a donc montré que S est la matrice de la symétrie de R® par rapport a F =
Vect ((1,0,—1),(0,1, —1)) parallelement & G = Vect ((3,—3,1)).

Une autre méthode pour déterminer les éléments caractéristiques F' et G est d’utiliser le
projecteur associé. En effet, comme p = %(s +idg) alors sa matrice est :

. —2 -3 -3
P=2(S+L)=| 3 4 3
1 -1 0

De plus F' est I'image de p (donc de P) et GG est son noyau :
F=imp et G =kerp

On opere sur les colonnes pour 'image et sur les lignes pour le noyau :

-2 -3 -1 0 0 -1 10 0
PS 3 4 1 3 1 1 1 3 -1 1 0
-1 -1 O -1 -1 O 0 -1 O

donc F' =1im P = Vect ((1,—1,0), (0,1, —1)). Puis :

1 10 1 0 =3
Pr; 013 o o 1 3
01 3 0 0 O

donc G =ker P = {(32,—3z,2) | z € R} = Vect ((3,-3,1)).
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Soit E = R3, F le sous-espace vectoriel de E d’équation z +y + 22 = 0, et G le
sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (1,0, 1).

a. Démontrer que E = F @ G et donner une base B adaptée a cette somme directe.
b. Donner les matrices de passage de la base canonique B, a B et de B a B..

On note p le projecteur de R? sur F parallelement & G et s la symétrie associée.

c. Déterminer la matrice de p dans la base B.

d. Déterminer la matrice de p puis celle de s dans la base canonique.

a. Commencons par chercher une base de F' :

F={(z,y,2) €E| 2=-y—22}={(-y—22,9,2) | (y,2) € R?}
= Vect ((—1,1, 0), (—2, 0,1))

On note u; = (—1,1,0) et ug = (—2,0,1) : La famille (uy, us) est génératrice de F'.
On note ug = (1,0, 1) : ce vecteur engendre G.

On calcule le rang de la famille (u;, us, u3), par opérations élémentaires sur les lignes :

-1 =2 1 1 00
rg (uq, ug, u3z) = rg 1 0 Of|l=rg|0 1 1]|=3
0 1 1 00 3

La famille (uy,us, us) est une famille de trois vecteurs de R3, elle est de rang 3 donc
c’est une base de R3.

Comme F' = Vect (uy, uz) et G = Vect (u3) alors par théoréme de la base adaptée F' et
G sont supplémentaires dans E (i.e., E = F & G), (u1,us) est une base de F, (u3) est
une base de G, et donc la base (uy, us, u3) est adaptée a la somme directe £ = F' @ G.

On note B cette base : B = (uq, ug, u3)

b. Par définition la matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B dans la base canonique :

-1 -2 1
P = 1 0 0
0 1 1

Par propriété la matrice de passage de la base B a la base canonique est la matrice
inverse P~ 1.

On pourrait aussi obtenir cette matrice en exprimant les vecteurs de la base canonique
en fonction des vecteurs uy, us, us.

Mais ici on inverse plutét la matrice P en utilisant 1’algorithme du pivot de Gauss.

Les premiéres opérations utilisées sont (L1 <> Ls), (Ly <> L3), puis (Lg < L3+ Lq) et
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(L3 — L3 + 2L1) :

-1 -2 1 100
PP =1, — 1 0 oflPt=1010
0o 1 1 00 1
100 010
— 01 1|Pt'=[001
00 3 11 2
100 L (030
— 011P‘1:§OO3
00 1 11 2
L0 0
— P‘1:§—1—11
1 2

c. L’application p est le projecteur de E sur F parallelement a G.
Comme u; et uy appartiennent a F alors p(u;) = uy et p(ug) = us.
Comme ug appartient a G alors p(ug) = Og.

On en déduit la matrice de p dans la base B :

Sy

|
oo~
o= o
o oo

d. Notons A la matrice de p dans la base canonique.

Comme B est la matrice de p dans la base B et P est la matrice de passage de la base
canonique a la base B alors :

A= PBpP!
On calcule donc :
-1 -2 1 1 00 1 0O 3 0
A= 1 0 0 010 § -1 -1 1
0 1 1 0 0 0 1 1 2
1 -1 =2 1 0O 3 0
:§ 1 0 0 -1 -1 1
0 1 1 0O 0 O
2 -1 =2
1
25 0O 3 0
-1 -1 1

On peut vérifier que les images de u; et de us sont bien u; et us, et que 'image de us
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est bien nulle, ceci de la fagon suivante :

1 2 -1 =2 -1 —1

3 0 3 0 1| = 1 donc  p(uy) = wuy
-1 -1 1 0 0

1 2 -1 -2 —2 —2

3 0 3 0 0] = 0 donc  p(ug) = ug
-1 -1 1 1 1

1 2 -1 -2 1 0

3 0 3 0 0]1=10 donc  p(us) =0g
-1 -1 1 1 0

L’application s est la symétrie associée a p, donc la symétrie de E par rapport a F
parallelement a G.

Deux méthodes sont possibles pour déterminer la matrice de s dans la base canonique,
la seconde étant plus rapide.

Méthode 1.

L’application s est la symétrie de E par rapport a F' parallelement a G.
Comme u; et uy appartiennent a F alors s(uy) = uy et s(ug) = us.
Comme uz appartient a G alors s(uz) = —us.

On en déduit la matrice de s dans la base B :

1 0 0

D=]10 1 0

0 0 -1
La matrice de s dans la base canonique est alors :
C =PDpP!

Il reste a calculer ce produit.

Méthode 2.
Comme s est la symétrie associée a p alors s = 2p — Id.

Soit C' la matrice de s dans la base canonique. Comme A est la matrice de p dans la
base canonique et I3 est la matrice de Idg dans la base canonique alors :

CZQA—[g

On peut vérifier d’ailleurs la méme propriété avec la base B : D = 2B — I5.

On calcule done :

9 2 -1 =2 1 00 1 1 -2 —4
C = 3 0 3 0|—-]010]|= 3 0 3 O
-1 -1 1 0 01 -2 -2 -1
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On vérifie comme précédemment :

1 1 -2 -4 —1 —1

3 0 3 O 1| = 1 donc s(uy) = uy
-2 =2 -1 0 0

1 1 -2 —4 -2 -2

3 0 3 0 0] = 0 donc s(ug) = ugy
-2 -2 -1 1 1

1 1 -2 -4 1 —1

3 0 3 0 0] = 0 donc s(uz) = —ug
-2 =2 -1 1 —1

Soit £ = R* On souhaite donner la matrice de p, le projecteur de E sur F le
sous-espace vectoriel d’équation x + y + 2z + ¢t = 0, parallelement a G le sous-espace
vectoriel engendré par le vecteur v; = (1,1,1,1).

a. Démontrer que E = F & (G, donner une base adaptée a cette somme directe.

b. Donner les matrices de passages de la base canonique a cette base, et réciproquement.
c. Déterminer la matrice de ¢ = Idg — p dans la base adaptée choisie ci-dessus.

d. En déduire la matrice de ¢ dans la base canonique, puis celle de p.

a. On détermine une famille génératrice de F' :
F={(x,y,z,t) e E| z+y+2z+t=0}
= {(az,y,z,—x—y—z) | (z,y,2) €R3}
= Vect ((1,0,0,—1),(0,1,0,—1), (0,0, 1, —1))
On note :
w = (1,0,0,—1) wup=(0,1,0,—1) wuz=(0,0,1,—1) wg=rv; =(1,1,1,1)

Ainsi la famille (u1, ug, us) est génératrice de F' et la famille (u4) est génératrice de G.

La rang de la famille (uq,ua, us, u4) est, en additionnant les trois premieres lignes a la
derniere :

1 0 0 1 10 01
0o 1 0 1 0101

rg (U1, Uz, U3, ug) = 1g o 0 1 170011 =4
-1 -1 -1 1 000 4

La famille (u1, us, us,us) est une famille de quatre vecteurs de R*, elle est de rang 4
donc c’est une base de R*.

Or F' = Vect (uq,ug,uz) et G = Vect (u4), donc par théoreme de la base adaptée F' et
G sont supplémentaires dans F, la famille (uy, us, ug) est une base de F' et la famille
(uyq) est une base de G.

On note dans la suite B = (uq, ug, us, ).
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b. Par définition la matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B dans la base canonique :

1 0 0 1

o 1 0 1

P= o 0 1 1
-1 -1 -1 1

La matrice de passage de la base B a la base canonique est la matrice inverse de P. On
calcule cette matrice inverse grace a ’algorithme du pivot de Gauss.

1 0 0 1 1000
0 1 0 1 0100 (L Ly + Ly)
PP '=] <«— 0 0 1 1 p1l= 0010 (Ly ¢ Ls+ Lo)
1 -1 -1 1 000 1 (L = Ly + Ls)
100 1 1000
0101| ., (0100 )
= loo11|” =loo1o (La < 4L4)
000 4 111 1
100 1 4000
(LIFLl—LAI)
0101| ., 1lo400
< P =- (LQ%LQ—I@)
001 1 ilo o 40
000 1 1111 (L <= Ly — La)
100 0 3 -1 -1 —1
B L S I B e B
0010 =7l -1 -1 3 -1
000 1 1 1 1 1

La matrice de passage de la base B a la base canonique est donc :

3 -1 —1 —1
1l-1 3 -1 -1
41 -1 -1 3 -1

1 1 1 1

pl=

c¢. On rappelle que uy, us, uz appartiennent a F, et uy appartient a G. Comme p est le
projecteur sur F' parallelement a G alors :

plur) = u pluz) = uy p(uz) = us p(us) = 0p
Comme ¢ = Idg — p alors g(u) = u — p(u) pour tout u € E donc en particulier :
q(u1) =0 q(uz) =0 q(uz) =0 q(ug) = uy (%)

On peut remarquer que q est le projecteur de E sur GG parallelement a F'.

La matrice de ¢ dans la base B est d’apres @ :

Q=

o O O O
o O O O
o O O O
_ o O O

page 31



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B11 : Matrices et applications linéaires

d. Notons A et B les matrices respectives de p et de ¢ dans la base canonique. Comme :
* B est la matrice de ¢ dans la base canonique,
* () est la matrice de ¢ dans la base B,

» P est la matrice de passage de la base canonique a la base B,

alors :
B =PQP!
On calcule donc :
1 0 0 1 0000 3 -1 -1 -1
B 0 1 0 1 0000 1 —1 3 -1 -1
N 0 0 1 1 00 0O04-1 -1 3 —1
-1 -1 -1 1 00 01 1 1 1 1
1 0 0 1 00 00
_1 0 1 0 1 00 00
4 0 O 1 1 0000
-1 -1 -1 1 1 1 11
1 1 11
11111
4011101
1111

Comme ¢ = Idg — p alors p = Idg — ¢, donc
Mp,(p) = M, (Idg — q) = Mp,.(1dg) — Mp.(q)

Ceci donne A = I, — B, donc la matrice de p dans la base canonique de E est :

1000 1111 3 -1 -1 -1
g_l0roo] i) 1f-1 3 -1 -1
001 0| 4f1 11 1] 2|-1-1 3 -1
0001 1111 -1 -1 -1 3
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b
c
d
e

Soit f I’application linéaire définie par

On pose F = ker (f —1d), G = ker (f + 2Id).

a.

f: R?® — R3
(x,y,2) — (y+ 2,0 — z,x — y).

Donner les matrices de f — Id et de f + 2Id.

. Déterminer une base de F' puis de G.

. Démontrer que F' et GG sont supplémentaires.

. Donner la matrice de f dans une base adaptée a la somme directe R®* = F & G.
. Simplifier fo f+ f.

En déduire que f est bijective et donner son application réciproque.

a.

b.

Sans plus de précision, la matrice de f désigne la matrice de f dans la base canonique.
On peut donc noter M(f) pour Mg, (f).

On note A cette matrice. Alors :

Ensuite, par linéarité de 'application f +— M(f) :

-1 1 1
M(f=1d)=M(f)—MId)=A—I;=| 1 -1 —1

1 -1 -1

2 1 1

et M(f+2Id)=M(f)+2MId)=A+2=|1 2 -1
1 -1 2

On note A; et Ay les deux matrices obtenues dans la question précédente. On cherche
donc leurs noyaux. Pour ceci on opere sur les lignes :

-1 1 1 -1 11
A = 1 -1 -1 ~ 0 00
1 -1 -1 000

Les éléments du noyau de A; sont donc les triplets (z,y, z) tels que —z +y+2=0:
F=ker A ={(y+2y,2) | (y,2) € R?} = Vect ((1,1,0), (1,0, 1))

Les deux vecteurs u; = (1,1,0) et us = (1,0, 1) ne sont pas colinéaires, il forment donc
une famille libre. Celle-ci est génératrice de F', donc c’est une base def'.

De méme :
2 1 1 1 -1 2 1 -1 2 1 0 1
A, =11 2 —1|~1]1 2 —1|~10 3 -3|~10 1 -1
L L L
1 —1 2 2 1 1 0 3 =3 0 0 0
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Pour tout u = (z,y,2) de R? :

+2z2=0

ueG — u € ker As <— {x
y—2z=0

On en déduit :
G={(-2,2,2) | z€ R} = Vect ((—1,1,1))

Le vecteur ug = (—1,1,1) est non-nul donc il forme une famille libre. Cette famille est
aussi génératrice de G donc c’est une base de G.

c. On a noté :
w = (1,1,0) up=(1,0,1) wg=(—1,1,1)

Le rang de la famille (uy, ug, ug) est :

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
rg (uq,ug,uz) =1rg|1 0 1]=rg(0 -1 2|=rg{0 1 1|=3
0 1 1 0O 1 1 o 0 3

La famille (uy,us,u3) est une famille de trois vecteurs de R3, elle est de rang 3 donc
c’est une base de R3.

Or F' = Vect (u1,uz) et G = Vect (ug), donc d’apres le théoreme de la base adaptée
RP=F®G.

d. Pour tout vecteur u de R?, comme F = ker(f — Id) alors :
velF <+<— (f-1Id(u)=0 <<= flu—-u=0 <= f(u)=u
De méme, comme G = ker(f + 2Id) :
ueG <= (f+2ld)(u)=0 <<= flu)+2u=0 <= f(u)=—-2u
Ainsi, comme u; et up appartiennent a I’ et ug appartient a G alors :
flur) =w fuz) = us flus) = —2us

La matrice de f dans la base (uy,us,us) est donc :

1 0 0
B=10 1 0
0 0 =2

e. On note B la base (uy,us,us3). La matrice de f o f + f dans la base B est :

Mg(fo f+f)=Mg(fof)+ Ms(f) = Ms(f) x Ms(f) + Ms(f) = B*+ B

On calcule done :

1 0 0 1 0 0 2.0 0
B*+B=|0 1 0|4+]0 1 0]=102 0]=2I
0 0 4 0 0 —2 00 2

Comme f o f + f et 2Idgs ont la méme matrice dans la base B alors ils sont égaux :
fof+f=2Idgs
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Dans F = R? on définit :
Uy = (1,1,0) Uy = (1,2,2) Uz = (2,3,1)
a. Démontrer que la famille B = (uy, ug, u3) est une base de E. Donner la matrice de
passage de la base canonique de F a cette base puis inverser cette matrice.

b. Pour 7 = 1,2,3 on note u; la forme linéaire de E qui a un vecteur associe sa i-¢me
coordonnée dans la base B. Donner les matrices des u; dans les bases canoniques de
E et de R.

11 2
a. Soit P=11 2 3
0 21
4 -3 1
On démontre que P est inversible, de matrice inverse P~! = 1 -1 1
-2 2 -1

Donc la famille B est une base de E et la matrice P est la matrice de passage de la
base canonique a la base B.

b. Soit By la base canonique de R. On consideére le diagramme suivant :

Id
Ejs £

Es

c

Rp,

Il traduit la relation u; = v} o Idg, qui donne
Mp, 5, (u;) = Mg, (u7) x Mp, 5(1dg) = Mps,(uf) x P~

Les matrices Mp g, (uf) sont les matrices (1 0 0), (01 0) et (00 1).

On en déduit que la matrice de chaque u} dans la base canonique est la ligne i de P~!.
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Soit f 'endomorphisme de £ = R? défini par :

V(iz,y) e B f(z,y) = 4z —y ,97 — 2y)

Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est B = <(1) 1)

Donner une telle base.

Supposons qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est B.
Notons B = (uy, us) cette base.

Comme B est la matrice de f dans la base B alors f(u1) = uy et f(u2) = uy + us :

fur) f(uz)
1 1\ w
Mg(f) = (O 1) "

On résout 'équation f(uy) = uy :

9 B de — y==
— {Si:%io = y=3

On pose par exemple u; = (1, 3). On aurait aussi pu choisir vy = (2,6), ouu; = (=5, —15),
etc.

Le vecteur uy doit vérifier f(us) = w3 + us. On résout donc :

dr — y=1+=x
2 _
V(it,y)ER f(x,y)—u1+(x,y)7° — {9I—2y=3—l—y

v — y=1 -
— {9$_3y:3 — y=3zr-1
On doit donc avoir us = (z,3x — 1). On pose uy = (0, —1), mais on aurait aussi pu choisir
us = (1,2), ug = (5,14), etc.

Finalement on a choisi u; = (1,3) et ug = (0, —1).

Vérifions, en phase de synthése, que ces deux vecteurs forment une base de R? et que la
matrice de f dans cette base est B.

Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille de deux vecteurs

de R? de rang 2, donc une base de R2.

De plus on calcule que f(uy) = f(1,3) = (1,3) = uy et f(ua) = f(0,—1) = (1,2) = us +uy
11

donc la matrice de f dans la base (uy,us) est bien B = 01
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Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que
f2=0et f24£0.
Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est :
010
B=10 01
000

On choisir un vecteur ez de F tel que f?(e3) # 0, puis on pose ex = f(e3), e1 = f(ea).
On démontre que la famille (eq, es, e3) est libre.

La matrice de f dans cette base est B.

Soit. E' un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que
ker f & im f = E. On note r le rang de f.

a. Démontrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice de f est la matrice

00
par blocs B = (O c

b. Déterminer une telle base et la matrice B pour '’endomorphisme f canoniquement
associé a la matrice :

) ou C' est une matrice inversible de taille (r, 7).

—a —a—4 4—a 3a

-1 3 —1 -1
A= 1 1 -3 1
a a a —3a

a. Notons n la dimension de E et p celle du noyau de f.

Le théoreme du rang appliqué a '’endomorphisme f montre que: n=p-+r

Soit (uy,...,u,) une base du noyau de f et (vq,...,v,) une base de I'image de f.
Comme E = ker f @ im f alors par théoréme la famille (uq,...,up, v1,...,v,) est une
base de E.

Soit B la matrice de f dans cette base. Les colonnes de B contiennent les coordonnées
des vecteurs f(uq),..., f(up,), f(v1),..., f(v,) dans la base (ug, ..., up, v1,...,0,).

Pour tout ¢ = 1,...,p, comme wu; appartient au noyau de f alors f(u;) = 0.
Pour tout 7 = 1,...,r, comme f(v;) appartient a I'image de f alors il est combinaison
linéaire des vecteurs vy, ...,v,, puisque ceux-ci engendrent im f. En d’autre termes,
pour tout ¢ = 1,...,r il existe des scalaires ¢y, . . ., ¢ tels que f(v;) = cp01++ - -+ ¢y
On en déduit que la matrice de f dans la base (uq, ..., up, v1,...,0,) est :
0~ 0 0~ 0
0~ 0
B= €11 -+ Cir
Q- 0 CT."l Crr
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Cette matrice peut étre définie par bloc. Pour tout couple d’entiers (a,b) on note O,
la matrice nulle de taille (a,b), et C' la matrice des ¢;; : C' = (¢ij)1<ij<r- Alors :

— Opp Opr
v )

Le rang d’une matrice ne change pas si on lui ajoute ou enleve les lignes ou des colonnes
nulles, donc les matrices B et C' ont méme rang.

Comme B est la matrice de f, alors B est de rang rg f = 7.

Ainsi C' est une matrice carrée de taille (r,r) et de rang r, donc par théoréme elle est
inversible.

b. Vérifions tout d’abord que le noyau et I'image de f sont bien supplémentaires dans F.

Pour calculer le noyau de f on effectue des opérations élémentaires sur ses lignes, on
obtient :

1 0-2 1
0O 1 -1 0
A?OOa—a
0O 0 0 O

Pour calculer I'image de f on effectue des opérations élémentaires sur les colonnes. On
obtient

1 0 0 0
0 1 0 0
Axl 21 21 24 o
0 0 a O

Supposons que a est non-nul. On poursuit les opérations, ce qui donne :

1 0 0-—1 1 0 0 0
0 1 0-1 0 1 0 0
Al 0 1 21 A% 0 0 1 o
0 0 0 0 1 -1-1 0

On en déduit que le noyau de f est engendré par le vecteur u; = (1, 1,1, 1), et 'image de
f est engendrée par les vecteurs us = (1,0,0,—1), ug = (0,1,0,—1), uy = (0,0,1,—1).

Le rang de la famille (uq, ug, ug, ug), que 'on note B, est :

1
rgB=rg 8
1 —

—_ = =

rgB=rg

—_ o O =
— o~ O
_ = O O
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La famille B est donc une base de R*.

Par théoreme de la base adaptée ceci montre que la famille (u;) est une base de ker f,
la famille (us,us, uy) est une base de im f, et que ker f et im f sont supplémentaires
dans F.

Déterminons la matrice de f dans la base B. On calcule :

—a —a—44—a 3a 1 0
—1 3 -1 -1 1 0
1 1 =3 1||l1] |0 donc f(u1) = Opa
a a a —3a 1 0
—a —a—44—a 3a 1 —4a
-1 3 -1 -1 0 0
1 1 _3 1 0l = 0 donc  f(ug) = —4aus
a a a —3a —1 4a
—a —a—44—a 3a 0 —4a — 4
-1 3 -1 -1 1 4
11 -3 1 0|~ 0 donc f(us) = (—4a — 4)uy + dus
a a a —3a —1 4q
—a —a—44—a 3a 0 4 —4q
-1 3 -1 -1 0 0
1 1 -3 1 11~ 4 donc f(ug) = (4 — 4da)uy — 4uy
a a a —3a —1 4a
La matrice de f dans la base B est donc :
0 0 0 0
0 —4a —4a—4 4—4a
B = 0 0 4 0
0 0 0 —4

La matrice C' est bien inversible :
—4a —4a —4 4 —4a
C= 0 4 0
0 0 —4
En effet, comme a est non-nul alors elle est de rang 3 et donc elle est inversible.

Supposons maintenant que a est nul. On obtient :

1 0-2 1 1 0 0 0
0 1 -1 0 0 1 0 0
Ao 0 0 o A1 11 0 o
0 0 0 0 0 0 0

Dans ce cas ker f est engendré par les vecteurs u; = (1,1,1,1) et us = (1,0,0,—1),
puis im f est engendré par les vecteurs ug = (1,0,—1,0), uy = (0,1, —1,0).

Comme précédemment on démontre que ker f est im f sont supplémentaires dans F et
que la famille B = (uq, ug, ug, ug) est une base de E adaptée a cette somme directe.
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On calcule ensuite la matrice de f dans cette base. On obtient :

o O OO

o O OO
|

O = O O
I

=~ 00 O O

La matrice C est bien inversible : C' = <_§ _i>

Remarque. Il est possible en fait d’obtenir une base de F dans laquelle la matrice de f
a la forme par bloc voulue indépendamment de la nullité de a. Pour ceci on choisit :

up = (1,1,1,1)

U9 = (1,0,0,—1)
ug = (1,0,—1,0)
ug = (1,-1,0,0)

0 0 0 0
0 —4a 0 0
B=1¢ 0.4 0
0 0 0 4

Dans chacun des cas ci-dessous démontrer que les matrices A et B sont semblables.

1 -1 -1 01 1
a.Az(?);) B:(_}é) boA=| 1 -2 1| B=[00 1
-1 3 1 00 0

111 300 0 1 -2 010
cA=[1 11| B={00 0 dA=|1 0 1| B=| 001
111 00 0 11 ~10 0

a. Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a B.
On cherche deux vecteurs u; et us tels que f(u1) = 2uy et f(ug) = 2u; + 2us.
On obtient par exemple u; = (1,1) et ug = (0,2).

On vérifie que la famille (uy, uy) est une base de R2.

On en déduit que si P = (} g) alors B = PAP~!.

b. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a A.

S’il existe une base (uy, ug, u3) dans laquelle la matrice de f est B alors les trois vecteurs
de cette base vérifient :

f(u1) = Os fu2) =y flus) = u1 +uy (1)
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On résout 'équation f(u;) = Ogs :

1 -1 -1 T 0
1 -2 -1 yl=10
-1 3 1 z 0

On obtient u; = (,0,) ou « est un réel. On résout ensuite I'équation f(ug) = uy
avec u; = (@, 0, ) :

1 -1 -1 T a
1 -2 -1 yl=10
—1 3 1 z a

On obtient us = (2a + 5, v, B), ou 8 est un réel. Enfin on résout 1’équation f(uz) =
Uy + Ug :

1 -1 -1 x 200+
1 -2 -1 y | = «
-1 3 1 z 6]

On obtient uz = (3a + 26 + 7, 2 + (3,) ou 7y est un réel.

Par opérations élémentaires sur les lignes, on calcule le rang de la famille (uq, us, ug) :

a 20+ 3a+20+7y a 20+ 3a+268+7
rg (ug, ug,uz) =1g | 0 « 200+ 3 =rg| 0 Q@ 20+
o B Y 0 0 «

Ce rang est égal a 3 si et seulement si o est non-nul.

On peut choisir par exemple a =1, § =y = 0, ce qui donne :
Uy = (1,0,1) U = (2,170) Uz = (3,2,0)

La famille B = (uy, ug, u3) est une base car c¢’est une famille de 3 vecteurs d'un espace
vectoriel de rang 3 et elle est de rang 3.

Par construction ses trois vecteurs vérifient les relations , donc la matrice de f dans
la base B est B.

On peut ajouter que la matrice

1 2
P=101
10

SN W

est la matrice de passage de la base canonique a la base B, et alors A = PBP~1.

D’autres choix sont possibles, comme par exemple :
Uy = (1,0,1) U = (0,17—2) Uz = (0,0,—1)

ou wu; =(1,0,1) ug = (1,1,-1) ug = (1,1,-2)
ou u; = (3,0,3) ug = (11, 3,5) ug = (29,11,4) ete.

page 41



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B11 : Matrices et applications linéaires

¢. On cherche trois vecteurs uq, us, us tels que :

fur) = 3uy f(ug) = f(uz) = Ogs

ol f est 'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A.
On obtient par exemple u; = (1,1,1), uy = (1,0, —1), uz = (1, —1,0).

1 1 1
Finalement si P=|1 0 —1 | alors A= PBP .
1 —1 0

d. On cherche trois vecteurs uq, us, us tels que :

fur) = —us fuz) = wy flus) = uy

ot f est 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A.

Ceci implique que ces trois vecteurs vérifient f o fo f(u) = —u.

Comme ces trois vecteurs doivent former une base de R? et une application linéaire est
uniquement déterminée par I'image d’'une base, ceci impliquerait que fo fo f = —Idgs.
On peut vérifier que A3 = — I3, mais ceci n’et pas nécessaire.

Posons u; = e; par exemple, puis ug = — f(u1) et ug = f(us).

On obtient u; = (1,0,0), ug = (1,—1,—1) et ug = (0,—1, —1).

Mais la famille (uy,us, u3) n’est pas une base de R3.

Posons alors u; = eg, puis ug = —f(u1) et ug = f(ug).

On obtient u; = (0,1,0), ugy = (2, -2, —1) et ug = (—1,0,—1).

La famille (uy,us,u3) est une base de R3. On vérifie que f(uz) = u;.

Ceci montre que la matrice de f dans cette base est B.

0 2 -1
Finalementsi P=[1 -2 0| alors A= PBP~!.
0 -1 -1

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que
ker f =im f.

Démontrer que dans une certaine base de F la matrice de f est la matrice par bloc

I
<8 6”) ou l'entier r est a déterminer.

Soit r le rang de f, c’est a dire la dimension de im f, et donc celle de ker f.
D’apres le théoreme du rang : dim E = 2r.
Soit (uy,...,u,) une base de im f.

Pour tout i = 1,...,r, comme u; € im f alors u; admet un antécédent par f dans F, i.e.,
il existe v; € F tel que f(v;) = u;.

Posons B = (uy, ..., u.,v1,...,0,.), et démontrons que B est une base de E.
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Soit (A1, ..., Ap, ft1, ..., i) une famille de scalaires telle que :
AUy + -4 ANy + vy + - 4 v = 0p. (2)
Comme f est linéaire alors :
Af(ur) + -+ A f(up) + pa f (1) +- - + pe f(0r) = Op.

Comme les u; appartiennent a im f et im f = ker f alors ils vérifient tous f(u;) = Og.

Par définition de v; on a f(v;) = u; pour tout 7. Donc :
iy + -+ ppu, = Og.
Comme la famille (uy, ..., u,) est une base de im f alors elle est libre, donc ceci implique :
= =g = Og.
La relation devient donc :
Aug + -+ A, = 0p.

Comme la famille (u1, ..., u,) est libre alors :

On a démontré que :
V()\l,...,/\r,ul,...,,ur)EKz’"
AMur + -+ N+ oy A v, =0 = A== A =m ==, =0k

La famille B est donc libre.
Comme elle est de cardinal 2r = dim E alors ¢’est une base de E.

On sait que les u; sont dans le noyau de f donc :
Vi=1,....r  f(u)=0g.

Par construction des v; :
Vi=1,...,r f(vi) = ;.

Ceci montre que la matrice de f dans la base B est la matrice par blocs ( gr ér )
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Soit f I’application définie par
f: R3 — R

2
(a,b,c) —> /
o (
a. Démontrer que f est linéaire.
Soit  wu; = (0,1,1), uy=1(0,1,-3), wug=(1,—-2,-3).

b. Démontrer que la famille B = (uy,ug, u3) est une base de R3.

c. Calculer f(u1), f(u2) et f(us).

d. Déterminer la matrice de passage de la base B a la base canonique. En déduire la
valeur de f(a,b,c) pour tout (a,b,c) € R3.

ar® +bx +c
x+1)(x —3)

a. Par linéarité de I'intégrale on peut écrire :

V(a,b,c) € R

9 22 2 T 2 1
flabd =af e T T e T b Gr e =g @

On pose alors :

T 1

= e 9* =l a® "l

Ce qui donne :

Y(a,b,c) € R fla,b,c) = aa+bB + ¢y

Ceci montre que f est une forme linéaire, donc a fortiori f est linéaire.

On peut ajouter que sa matrice dans les bases canoniques de R? et R est :
Mg,s,(f) = (e 8 7)

b. On calcule le rang de la famille B :

0 0 1
rgB=rg|1 1 -2
1 -3 -3

Les opérations élémentaires (Ly <— Ly — L3) puis (Ly <> L3) donnent :

1 -3 -3
rgB=rg| 0 4 1|=3
0 0 1

La famille B est une famille de trois vecteurs de R3, elle est de rang 3 donc c’est une
base de R3.
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c. On calcule :

2 z+1 2 1 2
f(u1)=/0 (x+1>($_3)dx=/0$_3dx:[ln|x—3|}0:—ln3

2
In|z + 1\] =In3
0

flua) = /02 (@ +$1)_(x3— 5 M= /023511 do =

flus) = /02 (xx+_1§fx_—33) do = /021 v=2

d. Par définition la matrice de passage de la base canonique a la base B est la matrice :

0 0 1
P=11 1 =2
1 -3 =3

Par propriété la matrice de passage de la base B a la base canonique est la matrice
inverse P~ 1.

On applique I'algorithme du pivot de Gauss, en commencant de nouveau par les opé-
rations élémentaires (Lo <— Lo — L3) puis (L; > L3) :

0 0 1 100
PPl=] «— 1 1 =2|Pt'=1010
1 -3 -3 00 1
1 -3 -3 0 0 1
— 0 4 1|Pt'=(0 1 -1
0 0 1 1 0 0
1 =3 0 3 0 1
— 0 4 o|P'=|-1 1 =1
0 0 1 1 0 0
1 =3 0 3 0 1 (12 0 4
— 0 1 o|P'= -+ 1 -2 =7 -1 1 -1
0 0 1 1 0 0 4 0 0
1 00 ] 9 3 1
— 01013—1:Z -1 1 =1
00 1 4 0 0
On a donc obtenu :
] 9 3 1
P—I:Z -1 1 -1
4 0 0

Soit u = (a,b,c) un vecteur de R®. On note X sa représentation matricielle dans la
base canonique et X’ celle dans la base B. Alors par propriété :

X =PX'
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De fagon équivalente
X' =pP'X

Soit (A1, A2, A3) les coordonnées de u dans la base B. Alors :

a )\1
X=10 et X'=1 A
Az
On peut donc calculer les A; :
1 9 3 1 a 1 9a + 3b + ¢
X/:Z -1 1 -1 b =1 —a+ b—c
4 0 O c 4a
On connait donc les coordonnées de u dans la base B :
9a +3b+c —a+b—c
U= u1 + Ug + aus
4 4
Par linéarité de f :
9a + 3b+c —a+b—c
flu) = ————flw) + ————f(uz) + af (us)
Dans la question précédente on a calculé les f(u;) :
9a + 3b —a+b—
fu) = —MIDS + Mln?) + 2a
4 4
In3
=2a — (5a+b+c)n7
On a donc démontré que :
2 ar? +br +c In3
V(a,b,c) € R? / dz = 2a — (5a + b
(a,b,c) A P p—y r = 2a— (ba + —i—c)2
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Soit n un entier naturel et £ = R, [X].
Soit f I'application définie par :
f:EF — FE
P +— P(X+1)
a. Démontrer que f est bijective en explicitant sa réciproque.
b. Justifier que f est linéaire, et donner sa matrice dans la base canonique de FE.

¢. Donner la matrice inverse de la précédente.

a. Onposeg: K — FE
P +— P(X —1)
Alors :

VP e E go f(P)
et fog(P)

Ainsi go f =1Idg et f o g = Idg. Ceci montre que f est bijective, de réciproque g.
b. Pour tous P et () dans E et A dans R on écrit :

gP(X+1)=P(X—-1+1)=P
FP(X-1)=P(X+1-1)=P

FOP+Q)=(MP+Q)(X+1)=AP(X +1)+Q(X +1) =\ (P) + f(Q)

Ceci montre que f est linéaire.
Soit k € {0,...,n} un entier. L’image de X* est alors

FIXP) = (X +1)F = Xk:@X

i—0 \

On peut en déduire la matrice de f dans la base canonique :

1 11 1-------- 1

01 2 3 n
A= 1

[ I ‘.0’1

On peut aussi écrire que A est la matrice (aij>1<i’j<n+1 avec :

J-1 sig =1
V(i j) €{1,...,n+1}  ay=1{ \i—1 j=z
0 sinon.

c. Comme A est la matrice de f dans la base canonique alors A~! est la matrice de f~1.
Or on a vu que :
VPe FE f1(P)=P(X —1)
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On en déduit :
k
7

Vk € {0,...,n} fl(Xk):(X_Uk:Z:(

7

Jexe

La matrice de f~! dans la base canonique est donc :

1 -1 1-1------ (—1)”
0 1 -2 3
: .1 -3
At = R
O -crrri .-O..l

Cette matrice s’écrit A~ = (b;;)1<ij<nt1 avec :

\V/(Z,j) & {1, ...,n + 1}2 bij = (—1)i+j(1ij

Soit E le sous-espace vectoriel de C*°(R) engendré par les fonctions cosinus et sinus.

a. Justifier que B = (cos, sin) est une base de E.

b. Justifier que ® : f — f' — f est un endomorphisme de E. Donner sa matrice dans la
base B.

c. Démontrer que ® est un automorphisme.
Quels éléments f de E vérifient [/ — f = cos?

a. Par définition, comme les fonctions cos et sin sont de classe C* alors E = Vect (cos, sin)
est un sous-espace vectoriel de C*°(R), donc un espace vectoriel. De plus la famille
B = (cos, sin) est génératrice de F.

Démontrons qu’elle est libre. Soit @ et [ deux scalaires tels que acos+sin = Og.
Alors :
Vte R acost + [sint = Og

™

En particulier pour ¢ = 0 on obtient a = 0 et pour ¢ = 7 on obtient 3 = 0. On a
démontré :
Y(a, B) € R? acos+fsin=0 = a=p=0
La famille B est donc libre.
Comme elle est génératrice de E alors c’est une base de E.
On peut ajouter que E est de dimension 2.

b. L’application ® est définie pour toute fonction f dérivable, donc elle est bien définie
sur E.

Elle est combinaison linéaire des applications f +— f’ et f +— f qui sont linéaires (ce
sont respectivement la dérivation et 'identité) donc elle est linéaire.
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Soit f une fonction de E. Comme E = Vect (cos, sin) alors il existe deux scalaires « et
0 tels que f = acos +fsin. En conséquence :

f'— f = —asin+cos —acos —fsin = (—a + ) cos —(a + 3) sin

Comme E = Vect (cos, sin) alors cette fonction appartient a E.

On a donc montré que 'espace vectoriel E est stable par application f +— f' — f :
VfieFE f'—fekE

Ceci justifie que @ est a valeurs dans E, donc @ est une application linéaire de £ dans
E, donc un endomorphisme de E.

On a vu que :
®(cos) = — sin — cos ®(sin) = cos — sin

La matrice de ® dans la base B = (cos, sin) de E est donc :
-1 1
A—MB((I))_ (_1 _1)

c. Le déterminant de A est det A = 2, il est non-nul donc f est un automorphisme.

1/-1-1
_1_7
4 _2< 1—1)

L’élément cos de E a pour coordonnées (1,0) dans la base B. On calcule :
A 1y _1/-1-1 1y (-1 /2
0 2 1 -1)\0 1/2

1
d(cos) = i(sin — cos)

La matrice de f~! est :

Ceci montre que :

Il s’agit d’une solution particuliere de ’équation différentielle :

Yy — 1y = cost
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Soit £ = C*(R) et ¢ 'application linéaire définie par :

a.

p: B — FE
[ 1" +9f

Déterminer le noyau de ¢ et donner sa dimension.

Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille B = (cos, cos?).

o Q0 o

Démontrer que B est une base de F.

Démontrer que F' est stable par .

Soit ¢ : F' — F la restriction de ¢ a F. Donner la matrice W de ¢ dans la base B.
Donner une base du noyau de ¥ et en déduire une base de celui de 1.

Démontrer que kery C ker ¢. En déduire la formule donnant cos 3z en fonction de
COS .

a.

Le noyau de ¢ est ’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene :
y'+9y=0

L’équation caractéristique associée est A\2 + 9 = 0, ses solutions sont 437, donc les
solutions de I’équation différentielle sont :

Yo(t) = avcos(3t) + B sin(3t) avec (o, B) € R?
Il s’agit des combinaisons linéaires des fonctions :
Y1 : t — cos(3t) Yo : t > sin(3t)

Donc le noyau de ¢ est :  ker ¢ = Vect (y1,y2)
Montrons que la famille (yi,y2) est libre.

Soit « et 8 deux scalaires tels que ay; + By = 0. Alors :

Vie R  acos(3t)+ fsin(3t) = O

™

En particulier pour ¢ = 0 on obtient a = 0 et pour ¢ = % on obtient 3 = 0. On a
démontré :
Y(a, B) € R? ay1 + Py =0 = a=p=0
La famille (yi,y2) est donc libre.
Comme elle est génératrice de ker ¢ alors c’est une base de ker .

Ainsi ker ¢ est de dimension 2.

. Soit a et B deux scalaires tels que a cos +/3 cos® = 0p. Alors :

VteR  acost+ fcos’t = 0p

Pour ¢ = 0 on obtient a+ (3 = 0 et pour ¢ = % on obtient %omtéﬁ =0, soit da+5=0":

a+ =0
a+45 =0
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L’unique solution de ce systeme est («, 3) = (0,0). Ainsi :
V(a, B) € R? acos+fBcos’ =0 = a=p=0

La famille B = (cos, cos®) est donc libre.

Elle est génératrice de F' car F' = Vect (cos, cos®) donc c’est une base de F, et ainsi F
est de dimension 2.

c. On calcule :
¢(cos) = cos” +9 cos = — cos 49 cos = 8 cos

Pour la fonction cos®, on commence par :

(cos®) = —3sin cos puis  (cos®)’= —3(cos® —2sin? cos)
= —3cos® +6(1 — cos?) cos

= 6 cos —9 cos®
On en déduit :
¢(cos®) = (cos®)” + 9 cos® = 6 cos

Ainsi ¢(cos) et p(cos®) sont combinaisons linéaires des vecteurs de B, donc ils appar-
tiennent a F' = Vect (B).

L’image par ¢ des vecteurs de B est incluse dans F. Comme ¢ est linéaire (par compo-
sition et combinaison linéaire, car la dérivation et 'identité sont linéaires), alors I'image
par ¢ de toute combinaison linéaire des vecteurs de B appartient a F'.

Plus précisément, si f est élément de F' alors il existe un couple de scalaires (v, 5) tel
que f = acos+/3cos®. Par linéarité de ¢ :

o(f) = ap(cos) + Bp(cos’)

Or ¢(cos) et p(cos®) appartiennent & F, qui est un sous-espace vectoriel, donc ¢(f)
appartient a F'.

On a justifié que :

VfeF o(f)e F
Ceci signifie que F' est stable par .

d. Comme 9 est la restriction de ¢ a F' alors :

vieF  4(f) = e(f)

On déduit donc des calculs de la question précédente :
Y(cos) = 8 cos et Y(cos®) = 6 cos

La matrice de ¢ dans la base B = (cos, cos®) est donc :

(3
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()6

= r=—-

e. On calcule le noyau de ¥ :

V(z,y) ER? U (Z) - (8)

On en déduit :

ker U = { (—iy,y) ‘ Y€ ]R} = Vect ((—i, 1)) = Vect ((3,—4))

Comme ¥ est la matrice de ¢ dans la base B, alors le noyau de 1 est engendré par le
vecteur dont les coordonnées sont (3, —4) dans la base B = (cos, cos®) :

ker ) = Vect (3 cos —4 0053)

f. Par définition :
keryy ={f e F | ¢(f) =0}
Comme 9 est la restriction de ¢ a F':

vieF  4(f) =e(f)

On en déduit :

kerg = {f € F | o(f) = 0}
Comme F C E :

kerip C{f e E| o(f) =0}
Par définition :

kero={feE| of) =0}

Ceci justifie I'inclusion ker 1) C ker . On a vu dans la question précédente que :
3 cos —4 cos® € ker1)

On en déduit que cette fonction appartient au noyau de . Or on a démontré dans la
premiere question que ce noyau est engendré par les fonctions y; et y, définies par :

VteR y1(t) = cos(3t) y2(t) = sin(3t)
Il existe donc deux scalaires « et [ tels que :
Ve eR 3cost — 4cos®t = acos(3t) + Bsin(3t)

En spécialisant en ¢ = 7 on montre que 3 = 0.
En spécialisant en ¢ = 0 on obtient o = —1.

Ceci prouve la formule :

VteR cos(3t) = 4cos®t — 3cost
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Soit «a, 3, v trois réels distincts et :

a o

[ Ry[X] — R?
P — (P(a), P(8), P(7))
Justifier que f est linéaire et donner sa matrice dans les bases canoniques de Ro[X]
et R%. On note A cette matrice.

. Démontrer que A est inversible.

Déterminer I'image réciproque par f de la base canonique de R3.

. Démontrer que la matrice de passage de la base canonique de Ry[X] & la base de la

question précédente est la matrice inverse de A.

a.

La spécialisation est linéaire donc les trois composantes de f sont linéaires, et donc f
est linéaire.

La base canonique de Ry[X] est (1, X, X?). On calcule :

FO =MLY FX0) = (0B FX) = (a2 B2 42)
La matrice de f dans les bases canoniques est donc :

2
2
2

= Q

1 «
A=11 p
L~

)

Les opérations élémentaires (Lg <— Ly — Ly) et (Lg < L3y — Ly) donnent :

Comme «, f3, v sont distincts alors on peut appliquer les opérations élémentaires (Lo <—
1 1 )

6_70[.[/2) et <L3 — 7_7[/3) :

2

1 o «
A > 0 1 fH+a
01 v+a
Enfin 'opération (L3 <— L3 — L) donne :
1 a o
A > 0 1 fH+a
00 =5

Comme [ et v sont distincts alors A est de rang 3.
Or A est carrée de taille (3,3), donc elle est inversible.

Comme A est la matrice de f selon certaines bases alors f est un isomorphisme.

Remarque. On aurait aussi pu démontrer que f est injective, puis utiliser le théoreme

du rang.
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c. Notons P;, P, P3 les antécédents par f de e, es, e3.
Ainsi f(P,) = ey, ce qui donne Py(a) =1, et P1(8) = Pi(y) =0.

Le polynome P; est de degré au plus 2 et il admet § et v pour racines, donc il est de
la forme P, = AM(X — B)(X — ), avec A € R.

Comme Pj(a) =1 alors A = m
On obtient finalement :
(X =B)(X =) (X =o)X =9) (X =a)(X =)
B eshe-n T Ema6-n BT amo6-

d. Notons B, la base canonique de Ry[X], puis B = (P, P,, P5) la base obtenue dans la
question précédente (qui est bien une base car image d’une base par f~!, qui est un
isomorphisme), et enfin By la base canonique de R3.

Alors la matrice de f dans les bases B et By est 'identité I3, donc :

A = Mg, (f) Ps.s = Mpp, (Idg,[x)) I3 = Mpp,(f)

Comme f = foldg,[x] alors I3 = AP g ce qui montre que A~ est la matrice dont les
colonnes sont les expressions de P;, P, P3 dans la base canonique de Ro[X].

Soit I/ un espace vectoriel et f un endomorphisme de E de rang 1.
a. Démontrer qu’il existe un scalaire A tel que fo f = \f.
On suppose dorénavant que F est de dimension finie.

b. Démontrer qu'une matrice A de taille (n,p) et de rang 1 si et seulement si il existe
deux matrices colonnes U et V non-nulles telles que A =U'V.
c. En déduire une autre justification du résultat de la premiere question.

d. En considérant une base judicieuse démontrer que si de plus tr f = 1 alors f est un
projecteur.

a. Soit v un vecteur engendrant im f. Comme f(v) € im f alors il existre un scalaire A
tel que f(v) = \w.

Pour tout u € E, comme f(u) € im f alors il existe a,, € K tel que f(u) = ayv.
Alors fo f(u) = Af(u). Ceci étant vrai pour tout u € E, on a bien fo f = \f.

b. Comme A est de rang 1 alors toutes ses colonnes sont colinéaires, donc de la forme aU

ou U est un vecteur colonne non-nul. On note, pour tout ¢ = 1,...,p, a; le scalaire tel
que C; = o;U. Soit ensuite 'V = (a;...q,). Ona bien A = UV, et V est non-nul car
I'un des «; est non-nul.
Soit A = U'V avec U et V deux matrices colonnes non-nulles. Par opérations élé-
mentaires sur les colonnes, comme 1'un de coefficients de V' est non-nul alors A est
équivalente par colonnes a la matrice (U 0---0), laquelle est de rang 1 car U est non-
nul.

c. Soit A la matrice de f dans une base de F.

Alors A est carrée, donc U et V sont de méme taille. Puis A2 = AA ot A = ‘VU.
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d. Méthode 1. On considere une base e,, ..., e, de ker f que 'on compléte avec e;.

Alors seule la premiere colonne de A est non-nulle. Si trA = 1 alors sa premiere
coordonnée vaut 1 puis on vérifie que A? = A.

Méthode 2. Par propriété de la trace : tr(U V) = tr(*VU), ce qui donne tr A = \.
Donc si tr A = 1 alors A = 1 et donc A? = A.

Soit A = (Z Z) une matrice de £ = My(K).

On définit 'application f: F — E
M —— AM.
a. Justifier que f est un endomorphisme de F, inversible si et seulement si A est inver-
sible.
b. Donner la matrice de f dans la base canonique de F.

c. Exprimer la trace de f en fonction de celle de A, puis le rang de f en fonction de
celui de A.

a. Si A est un inversible alors f est inversible d’inverse M — A™'M.

Si f est inversible alors I, admet un antécédent M. Comme AM = I, alors A est
inversible d’inverse M.

b. On obtient : Mg, (f) =

oo O

0
b
0
d

O Qoo

0
a
0
&
e

c.trf=2trAetrgf =2rgA, ce qui se voit en permutant les lignes et les colonnes.
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (ey,...,e,) une base de E.

Pour tout ¢ = 1,...,n on note e} la forme linéaire coordonnée associée a e;, c’est-a-
dire la forme linéaire qui a un vecteur de E associe sa i-eme coordonnée dans la base

(€1,...,€n).

a. Soit f un endomorphisme de E. Démontrer que :

rf = éd‘(f(e )

b. Application : déterminer la trace de ’endomorphisme de transposition de M., (K).

a. Soit A la matrice de f dans la base (e1,...,e,), et soit (a;;) ses coefficients. Alors par
définition de A :

VJ = ]., o, f(ej) = Zaijei
=1

En particulier pour tout i =1,...,n: €;(f(e;)) = a;
Par définition tr f = tr A, donc :

trf=>a;=> €(f(e
i=1 i=1
b. On utilise la base canonique de M,,(K) :

BC: (EZ] | ’izl,...,n,jzl,...,n)
Pour tout couple (i,7), comme "E;; = Ej; alors :
1 sii=j

(VR = E*(F..

B5('Ey) EU<EJZ>{ Lo

D’apres la question précédente, en notant 7' : M +— ‘M I'application de transposition :

= 3> By ('Ey) =

i=15=1

Soit n € N*.

a. Soit A une matrice de taille (n,n).

On suppose que :
VM € M, (K) tr(AM) = 0.
Démontrer que A = 0,,.
b. Soit ¢ une forme linéaire de M, (K).

Démontrer qu’il existe une et une seule matrice A de M,,(K) telle que :

VM e M, (K) o(M) = tr(AM).

a. La base canonique de M,,(K) est B. = (E;; | i=1,...,n,j=1,...,n).
On calcule que pour tout (4,5) € {1,...,n}*: tr(AE ) = aj;.

Ainsi A est la matrice nulle.
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b. Méthode 1. On raisonne par analyse-synthese.
S’il existe une matrice A telle que pour tout M € M,,(K) : (M) = tr(AM), alors en
particulier pour tout couple (7, j) : tr(AE;;) = aj;.
Posons A = (¢(E}i))1<ij<n-
D’apres ce qui précede la matrice A est la seule qui peut vérifier :
VM e M, (K) o(M) = tr(AM). (3)
L’unicité de cette matrice est donc démontrée, avant son existence.

Montrons que la relation (3)) est bien valide.
n n

Soit M € M, (K), et (m;;)1<ij<n ses coefficients, si bien que M = > m;; E;;.

i=1j=1
Par linéarité de l'application M +— AM et de la trace, 'application M s tr(AM) est
linéaire. Donc :

tr(AM) = 3> mij tr(ABy) = 3> mijazi = 33 mijp(Eij).
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
Comme ¢ est linéaire alors :

n

tr(AM) = ¢ (Zzn:mijEij) = p(M).

i=1j=1
On a donc démontré qu’il existe une et une seule matrice A de taille (n,n) telles que :
VM e M, (K) o(M) = tr(AM).
Méthode 2. On considere I'application :
f: Mu(K) — L(M,(K),K)
A — (M — tr(AM)).
On démontre que f est un isomophisme.
+ Soit (A4, B) € M, (K)* et A € K.
Alors f(AA + B) est I'application qui a une matrice M associe tr((AA + B)M).
Par linéarité de I'application M — AM et de la trace :
tr(AMA + B)M) = A tr(AM) + tr(BM).
L’application A\f(A) + f(B) est I'application qui & M associe Atr(AM) + tr(BM),
donc f(AMA+ B) = Af(A) + f(B).
Ceci montre que f est linéaire.

e D’apres la question précédente I'application f est injective. En effet son noyau est
réduit a {0,}.
o Par propriété :
dim (£L(M,,(K),K)) = dim M,,(K) x dim K = dim M,,(K).
Par corollaire du théoreme du rang, comme f est injective entre deux espaces vec-
toriels de méme dimension alors f est bijective.

Ainsi f est un isomorphisme. En particulier f est surjective, ce qui montre que pour
tout p € L(M,(K),K) il existe une unique matrice A telle que ¢ = f(A), c’est le
résultat & démontrer.
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Soit n € N*. Le but de cet exercice est de déterminer 'ensemble des matrices
A e M, (R) telles que A*AA =1,.

a. Démontrer que pour tout matrice M € M, (R) :
tr("MM) >0 et  (tr("MM)=0 < M =0,)

Soit A € M,,(R) vérifiant A*AA = I,,.

b. Démontrer que A est inversible et symétrique.

c. Soit a = tr A et b = tr A2 Justifier que les matrices (A—1,,)?, (A2 —1,)? et (A% — A)?
sont symétriques et exprimer leurs traces en fonction de a, b, n.

d. En utilisant la question (a) démontrer que a = b = n. En déduire que A = I,,.

a. Notons M = (aij)1<i j<n-

Le coefficient (i, k) de "M M est alors Zaﬂa]k Donc tr(*MM) = ZZCL]Z
j=1 i=1j=1
Cette trace est positive, elle est nulle si et seulement si tous les a;; sont nuls.
b. Comme A est carrée et (A*A)A = I,, alors A est inversible d’inverse A'A.
De plus {(A'A) = A'A, donc A™! est symétrique, puis A est symétrique.
c. Comme ‘(A%) = TA'A = A% alors A? est symétrique.
Comme *A = A alors I'égalité A*AA = I, donne A3 = I,,, puis on développe :

(A—IL)2=A2—2A+1, (A2—1)2=A—24+1, (A2—A)2=A—2[,+A°

Une combinaison linéaire de matrices symétriques est symétrique, donc ces trois ma-
trices sont symétriques.

Par linéarité de la trace :
tr(A—1I,)>=b—2a+n tr(A* — 1) =a—2b+n tr(A? —A)?=a—2n+b

d. Commes les trois matrices (A—1,,), (A%2—1,,) et (A% — A) sont symétriques alors d’apres
la premicre question les traces des matrices (A — I,,)?, (A% — I,)? et (A? — A)? sont
positives.

Or la somme de ces trois traces est nulle, donc elles sont toutes les trois nulles.

La question (a) montre que si une matrice M est symétrique alors :
tr(M?) =0 = M =0,

On en déduit que A = I,,, car A — I,, est symétrique et tr((A — 1,,)?) = 0.

Finalement la seule matrice vérifiant A*AA = I, est la matrice identité.
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