Lycée Bellevue — Toulouse 21 juin 2024
MPSI — Mathématiques

Devoir Surveillé n°9

Durée : 3 heures — Calculatrices non autorisées

e On rappelle qu’'une grande attention est portée a la présentation, [’orthographe, la qua-
lité de la rédaction.

e En général les symboles mathématiques ne doivent pas figurer dans une phrase.
e Les objets introduits doivent étre présentés correctement.

e Les références au cours doivent étre citées, de méme que les questions précédentes si
elles sont utilisées.

e [l est inutile de recopier I’énoncé.

e Les copies doivent étre numérotées, leur nombre total indiqué.
e Les annotations au crayon ne sont pas prises en compte.

e Le baréme est indicatif.

e Siun éléve est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Probléeme d’algebre. (13 points)
. . [1+a*  ab
1. Soit @ et b deux réels. Calculer dy = ’ ab 1|
2. Soit a, b, ¢ deux réels. Calculer :
1+a? ab ac

ds=| ab 14 be
ac be 142

On pourra développer par rapport a la troisieme colonne.
Soit n € N*, puis (ay,...,a,) € R* et M = (m;)1<ij<n OU Mm;; = aa; si i # j et
mm- =1 + a?.
On note d,, = det(M).

3. Soit E,,,, la matrice de taille (n,n) dont tous les termes sont nuls sauf le terme (n, n)
qui vaut 1.

(a) Démontrer que det(M — E,,,,) = a?.
(b) En déduire que pour tout entier n > 2 : d, =d,_; + a?.
On utilisera la multilinéarité du déterminant.

(c) Déterminer la valeur de d,, en fonction de ay, ..., a,.
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4. Dans cette question on calcule d,, d’une autre facon.
On remarque que M =1, + A ou :

aq
A= : (al an).

Qn

On note f I'’endomorphisme de F = R" canoniquement associé a A.

On suppose que (ay,...,a,) # (0,...,0).

(a) Déterminer le rang de f et donner une base de son image.

(b) Démontrer que E = ker f @ im f.

(c¢) Donner la matrice de f dans une base adaptée a cette somme directe.
(

d) En déduire la valeur de d,.
Vérifier que la formule est correcte si (aq,...,a,) = (0,...,0).

Probléeme de probabilités. (17 points)

Soit n € N*. Un diner réunit n convives, chacun arrive avec un chapeau.

A T’issue de ce diner les n chapeaux sont redistribués aléatoirement aux n convives : un et
un seul chapeau par convive. On suppose que toutes les distributions sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de convives qui récupérent leur chapeau.
1. Décrire un univers {2 modélisant les distributions possibles et donner son cardinal.

2. Donner la loi de X, son espérance et sa variance dans les cas ou
(a) n=1 (b) n=2 (¢c) n=3.

Pour le dernier cas on devra énumerer les distributions possibles.
On suppose dans la suite que n > 2.

On numérote les n convives de 1 a n, et on note X; la variable aléatoire égale a 1 si le
convive ¢ regoit son propre chapeau, et 0 sinon.

3. (a) Justifier rigoureusement que pour tout ¢ € {1,...,n}: P(X;=1)= 1.
(b) Donner la loi de X; pour ¢ € {1,...,n}, puis son espérance et sa variance.
4. Soit (i,7) € {1,...,n}> avec i # j.
(a) Justifier que : P((X;=1)N(X;=1)) = m
b) Donner la loi conjointe du couple (X;, X;).
c¢) En déduire la covariance de ce couple.
)

(

(
5. (a) Exprimer X en fonction des X;.

(b) En déduire la valeur de l'espérance de X.
(

c¢) Calculer la valeur de la variance de X.
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Probléme d’analyse. (20 points)
Pour tout ce probléeme on pose :

Vn € N* Snzz

k=1

| =

1. On définit pour tout entier n > 2 : wu, = % +1In (1 — %)

(a) Démontrer que la série Y u, est convergente.
n=2

(b) Simplifier T,, = f: In &1 pour tout n > 2.
k=2

(¢) En déduire qu'il existe v € R, qu'on ne cherchera pas a calculer, tel que pour n
tendant vers +oo :

Sp=Inn+vy+o(1).
Le réel v est appelé constante d’Fuler-Mascheroni.

2. (a) Démontrer que la série » ™2 est divergente.
n=1

n
Soit U, = >_ % pour tout n € N*, et a,, = U,, — In"n
k=1

2
(b) A Taide d’un développement asymptotique, démontrer que :  appq — ap ~ —12“72.

(c) Quelle est la nature de la série 3 (a1 — ay)?
nz

En d’autres termes : cette série converge-t-elle ¢

(d) En déduire qu’il existe C' € R, qu’on ne cherchera pas a calculer, tel que, pour n
tendant vers +oo : )
In“n
U, = ?—I—Cjto(l).

3. (a) Démontrer que la série 3 (—1)"22 est convergente.
n>1

On note V,, = 3> (—1)*2E sa somme partielle.
k=1

(b) Démontrer que pour tout n € N* :

Usp + Vo, =U, +1In2 x 5,.

“+oo
(¢) Déterminer, en fonction de v, la valeur de Y, (—1)"22.
n=1

Dans la suite de ce probleme on affine le développement asymptotique de .S,, obtenu dans
la question 1.

Les questions 2 et 3 ne sont pas utiles.

page 3/4



MPSI — Mathématiques Devoir Surveillé n°9

4. Soit (vp)nen une suite réelle convergeant vers 0.
Soir r un entier strictement supérieur a 1.
On suppose que la suite (nr(vnﬂ — vn))neN> converge vers une limite ¢ strictement
positive.

= dt
(a) Déterminer, pour tout @ € RY : I(a) = lim —

r—+00 Jq T '

Soit n un réel tel que 0 < n < L.
(b) Justifier qu’il existe un entier N > 2 tel que :

Vn € N n>N = (—n<n (v —v,) <L+

(c) Démontrer que pour tous entiers n et m tels que N <n < m :

m+1d¢ m d¢
(¢ —n) t7<vm+1—vn<(€+?7)/ o
n n—-1t
(d) En déduire I’encadrement :
Vn > N —(l+nIn—1)<v, <= —=n)I(n).

(e) Démontrer que la suite (n"~'v,),en est convergente, et exprimer sa limite en fonc-
tion de ¢ et 7.

5. Démontrer qu’il existe un réel oo que 1’on explicitera tel que, pour n tendant vers +oo :

1
Sn—lnn—i—fy—i—a—i—o().
n n

On pourra poser v, = v+ Inn — 5,,.
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