Lycée Bellevue — Toulouse 19 juin 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir Surveillé n°9 }

Probléeme 1. Séries (20 points)
1. (1 point) La fonction f : ¢ — 2% est définie et dérivable sur R, de dérivée :
. 1—Int
VeeR,  f(z)= v

Cette dérivée est positive sur |0, e] et négative sur [e, +o0[, donc f est croissante sur
10, ¢] et décroissante sur [e, +00].
2. (a) (2 points) Soit n € IN'\ {0,1}. Alors :

n
noon 202 netoo\n2/)  2n2  nodoo \n2

Ceci donne I'équivalent :  u,, — u,_1

1 1
un—un_l:Hn—Hn_l—lnn+ln(n—1):+1n(1—>
n

n—;\—-l’—oo _27712
, o - s 1
(b) (2 points) L’équivalent précédent s’écrit :  w,_1 — uy, oo o2

Comme # est strictement positif alors a partir d'un certain rang w,_; — wu, est

strictement positif.

La série 3,51 = est une série de Riemann convergente car 2 > 1, donc par linéarité
=Zin
la série 37,54 # est convergente.

Par théoreme d’équivalence des séries & termes positifs la série Y-, 5o (un—1 — uy,) est
convergente, et encore par linéarité la série Y, 55(u, — up—1) est convergente.

(¢) (1 point) Pour tout n € IN* posons S, = i (up — ug_1).

Comme la série Y, ~o(u, — u,_1) est convergente alors la suite (S,),>2 est conver-
gente.

Or par télescopage : Vn >2 S, =u, — u;.
Ainsi la suite (u,),>1 converge.

3. (a) (2 points) La série 3_,-; (—1)"™" est absolument convergente si et seulement si la

série Y,51 }(—1)”1117"‘ =1 an est convergente. Or :

Vn > 3 0<

En effet, si n > 3 alors n > e donc Inn > 1.

La série 32,51 + est divergente donc par théoréme de comparaison des séries a termes

n
L At Inn :
positifs la série -, =" est divergente.

nlnn

-+ n’est pas absolument convergente.

Ceci montre que la série 3,5, (—1)
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(b) (2 points) La série 3,5, (—1)"22 est alternée.
La fonction f est décroissante sur [e, +00| donc la suite (an)n>1 est décroissante a
partir du rang 3.

Par croissances comparées : 10— ().
" n—+4oo

nlnn
n

Par critere spécial des séries alternées la série 3-,-; (—1) est convergente.

Il s’agit d’une série convergente mais non absolument convergente, c¢’est-a-dire une
série semi-convergente.

4. (a) (2 points) Soit n > 3. Alors n > e donc la fonction f est décroissante sur I'intervalle
[n,n + 1], ce qui donne :

Ve nn+1]  fn+1) < f(t) < fn).

Par croissance de l'intégrale :

/nﬂf(n +1)dt < /n+lf(t) dt < /n+1f(n) dt.

n n n

On en déduit :

n+1

=3 fer)< [ fwar< o) (1)

De plus :

ntl ntlint 2" In*(n+1) In’n
£) dt :/ D= [0 = _nn 2
/n 1) n t [ 2 ]n 2 2 )
(b) (1 point) Par définition des a,, :
In*(n+1) In? In®(n+1)  In®

Vn}?) Apy1— 0y = n+1_Tn_ I (712"' )—|— nzn:f(n+1>— 1 (nz+ )+ n2n

D’apres 1’égalité (2) et 'encadrement (1) :
n+1
i1 — an = f(n +1) —/ F(t)dt <0

n

Ceci montre que la suite (a,),>1 est décroissante.
(c) (2 points) Soit n > 3. L’encadrement (1) donne par somme pour k allant de 3 a n :

> [ rwar< s

On en déduit par définition de 7T;, et relation de Chasles :

[ <110y~ 1)

Ceci donne :
T > In*(n + 1) B In*3 n In2
2 2 2
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On en déduit, en utilisant I’égalité (2) :

S t)ydt — —=
2 2 2 2 n 1) > T

La fonction f est positive sur l'intersalle [1,4+o00[. Comme n > 3 alors elle est
positive sur [n,n + 1], et par croissance de U'intégrale :

n+1
[ rwae=o

n

In*(n+1) In®3 In2 In’n ntl In*3  In2
= — + — :/ —

Ceci montre que :

La suite (ay),>1 est donc minorée.

(d) (1 point) La suite (a,),>1 est décroissante a partir d'un certain rang et minorée
donc par théoreme de la limite monotone elle converge.
5. (a) (1 point) Soit n € IN*. Alors :

2n 1 k’
Son+Ton =D _(1+ (—1)’“)%
k=1

Les termes pour k impair s’annulent donc il ne reste que les termes pour £ pair,

c’est-a-dire pour k = 2j avec j allant de 1 a n :

In(2j | In 2 “Inj "1

n; j) Z nj + n Zij ln 227
J j=1 J

S2n + T2n - 22
= =17

=1

Finalement :
Vn >3 Son + 1o, =T, +1n2 x H,.

(b) (1 point) On obtient :

In® In®(2
SZn:Tn_T2n+1n2XHn:an—’_%_aQn_ n(n)

+1In2 x (u, +Inn)

In®n  (In2+Inn)’

= a, — s, + 5~ 5 +In2xInn+1In2x H,
In®2
:an—a2n+1n2xun—n7

(c) (2 points) La suite (a,),>1 est convergente, donc la suite extraite (ag,),>1 converge

vers la méme limite, et ainsi a,, — as, — 0.
n—+4o0o

On sait que la suite (u,),>1 converge vers v donc par combinaison linéaire la suite

In? 2
(S2n)n>1 converge vers yIn2 — F5=.

La série 3,51 (—1)"22 est convergente donc la suite (S,)n>1 converge et sa limite
+0o0
est la somme S = Y (—1)"n,
n=1
La suite (Sa,)n>1 est extraite de la suite (.S,),>1 donc elle converge vers la méme
limite .S, ce qui montre que :

In” 2
S = fyln2—nT
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Probléme 2. Pseudo-inverse (20 points)

Partie A.

1. (1 point) Si A est inversible alors sa matrice inverse A~! est définie, et comme AA™! =
A7LA, alors elle vérifie les égalités AAA=A, A7TAA = AL AA = A71A
Donc A est pseudo-inversible et la matrice inverse de A est une matrice pseudo-inverse
de A.

2. (1 point) Comme A est inversible alors il existe une matrice B pseudo-inverse de A,
c’est-a-dire telle que ABA = A, BAB =B, AB = BA.

Posons B’ = P~'BP. Alors
(i) AB'A' = PYAPP'BPP AP = P"'ABAP = P7'AP = A
(ii) BAB = P'BPP'APP'BP = P"'BABP = P"'BP =D’
(iii) A’B' = P"*APP'BP = P"'ABP = P"'BAP = P"'BPP'AP = B'A’

La matrice A’ est donc pseudo-inversible et la matrice B’ est une matrice pseudo-inverse
de A’
3. (a) (1 point) Comme ABA = A alors ABAB' = AB'.

D’autre part B et B’ commutent avec A, donc ABAB' = BAB'A. Comme AB'A =
A alors BAB'A = BA. Ceci montre que AB’ = BA.

(b) (1 point) Supposons que A est pseudo-inversible et qu’elle admet deux matrices
pseudo-inverses B et B’.

Alors AB" = BA d’aprés la question précédente, donc B'(AB’') = B'(BA), puis
B' = B'BA.
Comme A = ABA alors B'BA = B'BABA et comme A commute avec B et B’
alors BPBA = AB'AB? = AB?> = BAB = B. On a obtenu B’ = B.
Ceci montre que si A est pseudo inversible alors A admet une unique matrice pseudo-
inverse.

Partie B.

1. (1 point) Par opérations élémentaires sur les colonnes :

1 00
Ag 010
110

Donc A est de rang 2, et son image est engendrée par les vecteurs u; = (1,0,1) et
us = (0,1,1), lequels en forment bien une base car ils sont linéairement indépendants.

2. (1 point) Par opérations élémentaires sur les lignes :

10 -1
A~10 1 3
00 0

Le noyau de A est I’ensemble des vecteurs colonnes X tels que AX = 0, donc I’ensemble
des triplets (z,y, z) tels que x — z =0 et y + 3z = 0.
On en déduit ker f = Vect ((1,—3,1)), donc le vecteur uz = (1, —3, 1), engendre ker A.
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3. (1 point) La matrice de la famille 98 dans la base canonique est

1 0 1
P={0 1 -3
1 1 1
Par opérations sur les lignes :

1 0 1 1 0 1
Per 0 -1 -3 > 0O 1 0
0O 1 O 0 0 -3

Ceci montre que la matrice P est de rang 3, donc elle est inversible et ainsi ses colonnes
forment une base de R?, i.e., 9 est une base de R3.

4. (1 point) On constate que :
f(ul) = (3, 6, 9) = 3U1 + 6U2 f(’UQ) = (3, 7, 10) = 3U1 + 7U2 f(U3> = O]R3-

La matrice de f dans la base % est donc :

330
A=[670
000

5. (1 point) La sous-matrice A; = (2 i) de A’ est effectivement inversible car son

déterminant est égal a 3, il est non-nul. Sa matrice inverse est

1 7—3)
1—7
A _3(—6 3
1/ 7T =30
3:5 -6 3 0 |
0 00

1 00
A'B =BA = (0 1 ()>
000

Ensuite on en déduit que A’B’A" = A’, B'A'B’ = B’, donc la matrice A’ est pseudo-
inversible et la matrice B’ est la matrice pseudo-inverse de A’.

7. (1 point) La matrice P est la matrice de passage de la base canonique a la base %, la
matrice A est la matrice de f dans la base canonique et la matrice A" est la matrice de
f dans la base %, donc A = PA'P~L.
D’apres la question 2 de la partie A, comme A’ est pseudo-inversible et A = PA'P~!
alors A est pseudo-inversible et sa matrice pseudo-inverse est B = PB'P~1.

6. (1 point) On pose

On vérifie que :

page 5/12



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°9

Partie C.

1. (a) (2 points) Soit v un élément de im(fog). Alors il existe u € K" tel que v = f(g(u)),
donc v € im f. Ceci justifie 'inclusion im(f o g) C im f.
Soit v € im f. Alors il existe u € K" tel que v = f(u). Comme A = ABA alors
f=fogof,doncv= f(g(f(u))), et donc v € im(f o g). Ceci justifie 'inclusion
im f Cim(f og).
Soit u € ker f. Alors f(u) = Og, donc g(f(u)) = Ogn. Comme AB = BA alors
fog=gof etdonc f(g(u)) = Ogn, ce qui montre que u € ker(f o g). Ainsi
ker f C ker(f o g).
Soit u € ker(fog). Alors f(g(u)) = 0, donc g(f(u)) = 0 puis f(g(f(u))) = 0. Comme
ABA = A alors fogo f= f, donc f(u) =0 et u € ker f. Ainsi ker(f o g) C ker f.
Par doubles inclusions : im f = im(f o g) et ker f = ker(f o g).

(b) (1 point) Comme ABA = A, alors ABAB = AB donc (AB)? = AB. Ceci montre
que f o g est un projecteur.

Comme f o g est un projecteur alors im(f o g) et ker(f o g) sont supplémentaires
dans K", et donc d’apres la question précédente im f et ker f sont supplémentaires
dans K”".

2. (a) (3 points) D’apres le théoréeme du rang :  dimim f + dimker f = dim K" = n.
Par hypothese im f Nker f = {0k~ }.
Par théoreme on en déduit que im f et ker f sont supplémentaires dans K".

Comme f est de rang r alors im f admet une base de cardinal r. Soit (ey,...,e,)
une telle base.

Comme ker f est de dimension n — r alors ker f admet une base de cardinal n — r.
Soit (e,41, ..., €,) une telle base.

Comme im f et ker f sont supplémentaires dans K™ alors le théoreme de la base
adaptée montre que la famille (ej,...,e,) est une base de IK". On note % cette
base.

Soit ¢ € [1,7]. Alors f(e;) € im f donc f(e;) est combinaison linéaire de ey, ..., e,.
Soit i € [r + 1,n]. Alors e; € ker f donc f(e;) = 0.

MO

Ceci montre que la matrice de f dans la base % est une matrice par blocs ( 00

M est de taille (r,7). On note A’ cette matrice.
(b) (1 point) Comme A’ est la matrice de f dans la base % alors rg A’ =rg f =r.

)oil

De plus rg A" = rg M donc M est de rang r. Ainsi M est une matrice de taille (r, )
et de rang r, donc M est inversible.

(¢) (1 point) On pose B' = (MO_1 8). On vérifie alors que A’/B’'A' = A', BA'B' = B, et

A'B"= B'A’, donc A’ est pseudo-inversible et B’ est sa matrice pseudo-inverse.
D’aprés la question 2 de la partie A, comme A’ est pseudo-inversible et A = PA'P~!
alors A est pseudo-inversible.

3. (1 point) Soit A une matrice de taille (n,n) et f 'endomorphisme de K" canoniquement
associé a A. Alors im A = im f et ker A = ker f.
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D’apres la question 1 ci-dessus, si A est pseudo-inversible alors im f et ker f sont sup-
plémentaires dans K", donc im A Nker A = {0k~ }.

D’apres la question 2 ci-dessus, si im A Nker A = {0k~ } alors A est pseudo-inversible.

On a donc démontré que A est pseudo-inversible si et seulement si ker A Nim A = {0}.

Probléme 3. Tir a ’arc (20 points)

Partie A.

1. (2 points) L’archer realise n expériences aléatoires identiques et indépendantes : tirer
une fleche. La variable aléatoire X est le nombre d’occurrences de I’événement “toucher

la cible”, lequel est de probabilité p, donc par définition X suit une loi binomiale de
parametres n et p.

Par propriété son espérance et sa variance sont E(X) =npet V(X) = npg ot g = 1—p.
2. (a) (1 point) Si I'événement X = k a lieu alors I’archer a touché k fois la cible, donc il
I’a ratée n — k fois. Il tire alors n — k nouvelles fleches.

Comme Y est le nombre d’occurrences de ’événement “toucher la cible” alors de
méme que ci-dessus Y suit une loi binomiale de parametres n — k et p.

(b) (2 points) D’apres la premiere question X () = [0,n] et :

Yk € [0, n] fwxu:k)zz(z>phﬁk

D’apres la question précédente :
. . n—=k ki
Vk € [0,n] Vi€ [0,n— k] Px_ (Y =j) = j P q J.

De plus :
VEEX(Q) VYjeY(Q) P(X=kNY =j)=P(X =kPx_(Y =)

Si 'événement X = k a lieu alors Y prend ses valeurs entre 0 et n — k. Or k €
X(Q) = [0,n], donc Y prend ses valeurs entre 0 et n, et ainsi Y (2) = [0,n].
Finalement on obtient :

Y (R i 22— 6 0 < j < n—k
Y(k,j) € [0,n]? P(X:k;mY:j):{(k)(J)p q si j<n

0 sinon.

(c) (2 points) La loi marginale de Y est donnée par la formule :

VieY(Q) PY=j)= > PXynY=yj)
kEX(Q)

On sait que P(X; NY = j) est non-nullesi 0 < j <n—k,doncsi0 < k<n—j,
ce qui donne :

Vi € [0,n] PY =j) = RZ_J (Z) (n ; k)pk+jq2n—2k—j

k=0
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En développant les coefficients du bindéme :

noJ n! . ,
P(Y :] — : : pk+jq2n—2k—]
( ) g;ok;!j!(n—k;—j)!

n—j

_ n! (n—Jj)! +k 2n—2k—j
= - -

Ceci donne :

On vérifie :
l-pg=1-(1-q)q=1-q+¢=p+¢

Finalement :

n

Y(Q)=[0,n] et Vjie[0,n] P =j)= (j>(pQ)j(1 —pg)".

Ceci montre que Y suit une loi binomiale de parametres n et pq.

Effectivement Y est le nombre de fleches touchant la cible au second essai, ce qui
signifie que la cible a été ratée au premier tir (probabilité ¢) puis atteinte au second
tir (probabilité p, les deux tirs étant indépendants).

3. (2 points) Comme X (Q) =Y (Q) =[0,n] et Z =X +Y alors Z(Q2) C [0, 2n].
Comme X et Y sont entieres et positives alors la loi de Z est donnée par la formule :

Vi€ Z(Q) HZ:@:iPM:kﬂY:%%)
k=0

On sait que la probabilité P(X = kNY = j) est non-nulle si 0 < j < n — k, donc la
probabilité P(X =kNY =i—k) est non-nullesi 0 <i—k <n—~F, ie, k<i<n.
Ceci montre que ¢ doit étre plus petit que n, donc Z(2) C [0,n], et :

Vi € [0,n] P(Z:z‘):zi:P(X:k:ﬂY:i—k:)

On calcule :
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D’apres la formule du binome :

- N i on—g 1 i_ n i 2(n—i
P(ZZZ)Z(Z)M <1+q>—(i>(pq+p)q( )

On remarque que pg + p = p(1+ ¢) = 1 — ¢* donc finalement :
Z(Q) =[0,n] et Vi e [0,n] P(Z=1)= (n) (1 - )i
i

Donc Z suit une loi binomiale de parameétres n et 1 — g2

Ceci s’explique car on peut considérer que l'archer réalise n expériences identique et
indépendantes consistant a tirer deux fleches pour atteindre la cible. La probabilité
qu’il rate deux fois la cible est ¢* car les tirs sont indépendants, donc la probabilité
qu’il atteigne la cible en deux essais est 1 — ¢.

4. (2 points) On utilise la formule :

1
Cov(X,Y) = §(V<X +Y)-V(X)-V(Y))
Comme X, Y et Z = X +Y suivent des lois binomiales alors on connait leurs variances :

1
Cov(X,Y) = 5 (n(1 = ¢*)¢" = npq — npg(1 = pg))
On obtient :
Cov(X,Y) = —np’q

Cette covariance est négative. En effet, si X est grand alors I'archer a peu de fleches a
tirer lors de la seconde phase, donc Y est petit, et si X est petit alors il a beaucoup de
fleches a tirer lors de la seconde phase donc Y prend plutét de grandes valeurs.

Pour la covariance du couple (X,Y") on utilise la bilinéarité de la covariance :
Cov(X,Z) =Cov(X, X +Y) =Cov(X,Y) + Cov(X, X) = Cov(X,Y) + V(X)
Ceci donne :
Cov(X, Z) = —np*q + npq = npq®

Cette covariance est positive. Effectivement si X est grand alors la somme X + Y a
tendance a étre grande aussi.

Partie B.

1. (a) (1 point) Soit k € W (). La famille (T,T) forme un systéme complet d’événements
donc d’apres la formule des probabilités totales :

PWyi) = P(T)Pr(W = k) + P(T) Pr(Wy)
=P(TNn(W=k)+P(Tn(W=k))
Si 'archer triche et note k points, alors il a réalisé k — 1 points, ce qui montre que

TN(W =k)=TN(Z = k—1). Sl ne triche pas et note k points alors il a vraiment
réalisé k points, donc TN (W =k) =T N (Z = k). On en déduit :
PW=k=PTn(Z=k-1)+PTnN(Z=k))

=P(T)Pr(Z=k—1)+P(T)Ps(Z = k)
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(b) (2 points) On sait que Z(§2) = [0,n] et 'archer note Z ou Z + 1 points, donc
W(Q) =[0,n+ 1].
Par définition de 'espérance :

n+1

— S kP(W =

D’apres la question précédente et par linéarité de la somme :

n+1 n+1
ZkP VPr(Z =k — 1)+ Y kP(T)PH(Z = k)
k=0

On sait que P(Z = —1)=P(Z=n+1) =0, donc :

%kp T)Pp(Z =k —1) +ZkP VPr(Z = k)
Par changement d’indice et linéarité : -
E(W) = JZ:(] +1)P(T)Pr ) + ZkP =(Z = k)
- g:o(k; +1)P(T)Pr(Z = k) + Z/{:P(T)PT(Z = k)
— SCR[P(T)PH(Z = k) + P(T)PR(Z = k)] + S_P(T)Pr(Z = k)

i}
o

k=0

La famille (T, T) forme un systeme complet d’événements donc d’apres la formule
des probabilités totales :

Vke Z(Q)  P(T)Pr(Z=k)+ P(T)Px(Z = k) = P(Z = k).

La famille (Z + k|k = 0,...,n) forme un systéeme complet d’événements donc
d’apres la formule des probabilités totales :

n n n

S P(T)Pr(Z =k) =Y P(TN(Z=k)) =Y P(Z =k)Pz4(T) = P(T)
k=0 k=0 k=0
On en déduit : .
= ZkP(Z =k)+ P(T)
Par définition de ’espérance :

E(W) = E(Z) + P(T).

2. (1 point) Comme vu dans la question précédente, la formule des probabilités totales
montre que :
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Ceci donne par linéarité :

P(T) =S P(Z = k)(l - ’“) S P(Z = k) - izn:k;P(Z _

k=0 L k=0

Et on en déduit : 1
P(T)=1-—-E(2)

n

3. (a) (2 points) D’apres la question la :
VkeW(Q) PW =k)=P(T)Pr(Z=k—1)+ P(T)Px(Z = k)
Ceci s’écrit aussi :
Vk e W(Q) PW=k=P(Z=k-1)NnT)+P(Z=k)NT) (3)
Si les événements Z = k — 1 et Z = k sont de probabilités non-nulles alors :
VEeW(Q) PW =k =P(Z=k—1)Psy_1(T)+ P(Z =k)Pyi(T) (4)
On sait que W(Q) = [0,n + 1], et comme Z suit une loi uniforme sur [0, n] alors :

Losi0<k<
Vk € N HZ:@:{"“Sl " (5)

0 sinon.
On isole les cas k =0 et k =n+ 1. D’apres (3) :

P

P(W =0) (Z

(Z = 0)\T) = P(Z = 0)Pyo(T)
(2 =01~ Pro(m)) = ——x (1-(1-7)) =0
(
(

I
>

n+1
et PW=n+1)=P(Z=n)NT)
P

Z = n)Pyon(T) = — (1—@)20

n+1 n

Si maintenant 1 < k < n alors k — 1 € [0,n] et k € [0,n] donc d’apres (4) et (5) :

N R )

Finalement on a démontré :

W) =[1,n] e Vke[l,n] PW=EF) =—

Ceci montre que W suit une loi uniforme sur [1,n].

(b) (1 point) Comme Z suit une loi uniforme sur [0,n] alors E(Z) =
D’apres la question 2 on a P(T) =1— 1E(Z) = 1.
On en déduit E(W) = 2t

2
Effectivement comme W suit une loi uniforme sur [1,n] alors E(W) = ”7“

n
5"
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4. (a) (1 point) Comme Z suit une loi binomiale de parametres n et a alors :

Z(Q) = HO,H]] et Yk € IIO,TZ]] P(Z — k) — (Z) akbn—k

Les égalités (3) et (4) sont toujours vraies.

Comme Py_o(T) =0 et Pz_,(T) = 0 alors on obtient encore :

P(W =0)
et P(W=n+1)

P(Z = 0)Pz=(T) =0
P(Z =n)Py_,(T) =0

Si k€ [1,n] alors k — 1 € [0,n] et k € [0,n] donc :

PW =k)=P(Z=k—1)Pz—1(T) + P(Z = k) Pz(T)

n k-1 nk+1< _k_1> n knk<k)
(k_1>a b 1 - + I a®b -

n! n+1—Fk , 1 . & n! k _
pn +1 v kbn k
k—Dlnt1-k! n ° T Hm =R

_ (n—1)! k—1pn—k Y (Rl U WS
R (b“‘)_(k—l)“ ’

Finalement :

W(Q) =[1,n] et Vke[l,n] PW=k)= (Z: 1>ak—1bn—k

(b) (1 point) Comme W () = [1,n] alors (W — 1)(Q) = [0,n — 1], et :
-1
Vkeo,n—1] PW—-1=k)=PW=Fk+1)= (” L )akb”_l_k
Ceci montre que W — 1 suit une loi binomiale de parametres n — 1 et a.
En conséquence E(W — 1) = (n — 1)a, donc par linéarité
EW)=(n-1)a+1=na+0.

Comme Z suit une loi binomiale de parametres n et a alors F(Z) = na.

D’aprés la question 2: P(T)=1—-1E(Z)=1-a=0b.

Dans la question (1b) on a montré que E(W) = E(Z) + P(T), ce qui est bien
confirmé car E(W) = na + b.
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