
Lycée Bellevue – Toulouse 21 juin 2024
MPSI – Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé no9

Problème d’algèbre. (13 points)
1. (1 point) Il suffit d’appliquer la règle de l’alpha :

d2 =
∣∣∣∣∣ 1 + a2 ab

ab 1 + b2

∣∣∣∣∣ = (1 + a2)(1 + b2)− (ab)2 = 1 + a2 + b2.

2. (1 point) Le développement par rapport à la troisième colonne donne :

d3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 ab ac
ab 1 + b2 bc
ac bc 1 + c2

∣∣∣∣∣∣∣
= ac

∣∣∣∣∣ ab 1 + b2

ac bc

∣∣∣∣∣− bc
∣∣∣∣∣ 1 + a2 ab

ac bc

∣∣∣∣∣+ (1 + c2)
∣∣∣∣∣ 1 + a2 ab

ab 1 + b2

∣∣∣∣∣
= ac× (−ac)− bc× (bc) + (1 + c2)(1 + a2 + b2)
= 1 + a2 + b2 + c2.

3. (a) (2 points) La matrice M − En,n est :

Mn − En,n =



1 + a2
1 a1a2 a1an−1 a1an

a2a1 1 + a2
2

an−2an−1

1 + a2
n−1an−1an

ana1 anan−1 a2
n


Par factorisation de la dernière colonne par an :

det(M − En,n) = an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a2
1 a1a2 a1an−1 a1

a2a1 1 + a2
2

an−2an−1

1 + a2
n−1

ana1 anan−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Par opérations élémentaires (Ci ← Ci − aiCn) pour i allant de 1 à n− 1 :

det(M − En,n) = an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 a1

0

0
1

0 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cette matrice est triangulaire donc :

det(M − En,n) = a2
n.

(b) (1 point) Supposons n > 2 et notons (C1, . . . , Cn) les colonnes de la matrice M .
En particulier la dernière colonne de M est :

Cn =


a1an
...

an−1an
a2
n

+


0
...
0
1

 .
Le déterminant est linéaire par rapport à chaque colonne, donc :

detM = det(C1 · · · Cn)

= det

C1 · · · Cn−1

a1an
...

an−1an
a2
n

+ det

C1 · · · Cn−1

0
...
0
1


Le premier déterminant ci-dessus est celui de la matrice M − En,n, calculé dans la
question précédente.
Par développement par rapport à la dernière colonne, le second déterminant est
celui de la matrice extraite de M contenant les lignes 1 à n− 1 et les colonnes 1 à
n− 1, il s’agit du déterminant dn−1. On en déduit :

dn = a2
n + dn−1.

(c) (1 point) D’après la question précédente :
∀k = 2, . . . , n dk − dk−1 = a2

k.

Par somme :
n∑
k=2

(dk − dk−1) =
n∑
k=2

a2
k.

Par télescopage :
dn − d1 =

n∑
k=2

a2
k.

Comme d1 = det(1 + a2
1) = 1 + a2

1 alors :

∀n ∈ N∗ dn = 1 +
n∑
k=1

a2
k.
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4. (a) (1 point) On note dans toute la suite u = (a1, . . . , an) et U le vecteur colonne de
coordonnées (a1, . . . , an), si bien que A = U tU .
Par définition l’image de A est engendrée par les colonnes de A. Comme l’un au
moins des ai est non-nul alors :

imA = Vect (u) .

Comme f est l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à A alors im f = imA,
donc im f = Vect (u).
Comme u est non-nul alors f est de rang 1, et u est une base de son image.

(b) (2 points) Montrons que ker f et im f sont en somme directe.
Soit v ∈ ker f ∩ im f .
Comme v ∈ im f et im f = Vect (u) alors il existe λ ∈ R tel que v = λu.
La représentation matricielle de v dans la base canonique est X = λU .
La représentation matricielle de f(v) dans la base canonique est AX. Or :

AX = U tU(λU) = λU
(
tUU

)
= λU

(
n∑
k=1

a2
k

)
.

Ceci donne f(v) = λ

(
n∑
k=1

a2
k

)
u.

Comme v ∈ ker f alors f(v) = 0E.

Comme u est non-nul alors ceci implique λ
n∑
k=1

a2
k = 0R.

De plus les ak sont des réels non tous nuls, donc les a2
k sont des réels positifs non

tous nuls, et donc
n∑
k=1

a2
k est non-nul.

Ainsi λ = 0, puis v = 0E.
On a démontré que ker f ∩ im f ⊆ {0E}. L’inclusion réciproque est immédiate car
ker f et im f sont des sous-espaces vectoriels de E, donc :

ker f ∩ im f = {0E} .

D’après le théorème du rang, comme f est un endomorphisme de E est E est de
dimension finie alors :

dimE = dim ker f + dim im f.

Par théorème ceci prouve :
E = ker f ⊕ im f.

(c) (2 points) D’après le théorème du rang ker f est de dimension n− 1.
Soit (e1, . . . , en−1) une base de ker f . On sait que (u) est une base de im f .
D’après le théorème de la base adaptée, comme ker f et im f sont supplémentaires
dans E alors la famille (e1, . . . , en−1, u) est une base de E.
On note B cette base.
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Pour tout i = 1, . . . , n− 1, comme ei ∈ ker f alors f(ei) = 0E.
De plus le calcul de f(v) dans la question précédente avec λ = 1 montre que :

f(u) =
(

n∑
k=1

a2
k

)
u.

On en déduit que la matrice de f dans la base B est :

MB(f) =



0 0

0 0
0 0 K


où K =

n∑
k=1

a2
k

(d) (2 points) Soit g = IdE + f .
Notons Bc la base canonique de E. Comme A est la matrice de f dans la base
canonique alors par linéarité de l’application MBc :

MBc(g) = MBc(IdE) +MBc(f) = In + A = M.

Ainsi g est l’endomorphisme de E canoniquement associé à M .
De plus par linéarité de l’application MB :

MB(g) = MB(IdE) +MB(f) = In +MB(f).

La matrice de g dans la base B est donc :

MB(g) =



1 0 0
0

1 0
0 0 1+K


où K =

n∑
k=1

a2
k

Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de la base choisie pour le re-
présenter donc :

det(g) = det(MB(g)) = 1 +
n∑
k=1

a2
k.

En conséquence, comme M = MBc(g) alors :

dn = detM = det g = 1 +
n∑
k=1

a2
k.

Si (a1, . . . , an) = 0 alors M = In dont on a bien dn = 1, et la formule est correcte.
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Problème de probabilités. (17 points)
1. (1 point) En numérotant les n convives et les n chapeaux on peut modéliser la distri-

bution des chapeaux par une suite de n entiers distincts compris entre 1 et n, la suite
(a1, . . . , an) signifiant que chaque convive i reçoit le chapeau ai.
Comme chaque chapeau est attribué à un unique convive, les suites possibles sont les
permutations de l’ensemble {1, . . . , n}.
L’ensemble Ω est l’ensemble des permutations de l’ensemble {1, . . . , n}.
Il est de cardinal n!.
De plus les distributions sont supposées équiprobables donc l’ensemble Ω est muni de
la probabilité uniforme.

2. (6 points)
(a) Si n = 1 alors le convive est seul, il récupère son chapeau.

La variable aléatoire X suit alors la loi certaine égale à 1.
Par propriété X(Ω) = {1}, E(X) = 1 et V (X) = 1.

(b) Si n = 2 alors deux possibilités sont équiprobables : soit chacun récupère son propre
chapeau, et alors X = 2, soit les chapeaux sont échangés, et alors X = 0.
Ainsi X(Ω) = {0, 2}, avec P (X = 0) = P (X = 2) = 1

2 .
On en déduit : E(X) = 0× P (X = 0) + 2× P (X = 2) = 1.
Par théorème de transfert : E(X2) = 02 × P (X = 0) + 22 × P (X = 2) = 2.
Par formule de König-Huyghens : V (X) = E(X2)− E(X)2 = 1.

(c) Si n = 3 alors 6 distributions sont possibles et équiprobables :

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1).

Dans chacun des ces cas on a respectivement

X = 3 X = 1 X = 1 X = 0 X = 0 X = 1.

Ceci montre que X(Ω) = {0, 1, 3}, avec :

P (X = 0) = 1
3 P (X = 1) = 1

2 P (X = 3) = 1
6 .

On calcule :

E(X) = 0× P (X = 0) + 1× P (X = 1) + 3× P (X = 3) = 1
E(X2) = 02 × P (X = 0) + 12 × P (X = 1) + 32 × P (X = 3) = 2
V (X) = E(X2)− E(X)2 = 1

On peut constater que dans les trois cas : E(X) = 1 et V (X) = 1.
3. (a) (1 point) Par équiprobabilité :

P (Xi = 1) = Card(Xi = 1)
Card Ω .

Les distributions pour lesquelles le convive i récupère son chapeau sont les permu-
tation de l’ensemble {1, . . . , n} telles que le i figure en position i.
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Il existe (n− 1)! permutations de l’ensemble {1, . . . , n} \ {i}, donc Card(Xi = 1) =
(n− 1)!.
En effet on place le i en position i et il reste à placer les n− 1 numéros restant sur
les n− 1 places restant.
On en déduit :

P (Xi = 1) = (n− 1)!
n! = 1

n
.

(b) (2 points) La variable aléatoire prends les valeurs 0 et 1, et P (Xi) = 1
n
.

Elle suit donc une loi de Bernoulli de paramètre 1
n
, notée B

(
1
n

)
.

Par propriété E(Xi) = 1
n
et V (Xi) = 1

n

(
1− 1

n

)
= n−1

n2 .
4. (a) (1 point) Les permutations de l’événement (Xi = 1) ∩ (Xj = 1) sont celles où le i

est en position i, le j est en position j, et les n− 2 autres numéros sont placées sur
les n− 2 places restant. Il existe (n− 2)! telles permutations.
Par équiprobabilité :

P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1)) = Card ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1))
Card Ω = (n− 2)!

n! = 1
n(n− 1) .

(b) (1 point) On sait que Xi(Ω) = Xj(Ω) = {0, 1}, et Xi, Xj suivent une loi B
(

1
n

)
. On

calcule donc :

P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1)) = 1
n(n− 1)

P ((Xi = 0) ∩ (Xj = 1)) = P (Xj = 1)− P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1))

= 1
n
− 1
n(n− 1) = n− 2

n(n− 1)
P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 0)) = P (Xi = 1)− P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1))

= 1
n
− 1
n(n− 1) = n− 2

n(n− 1)
P ((Xi = 0) ∩ (Xj = 0)) = P (Xi = 0)− P ((Xi = 0) ∩ (Xj = 1))

= n− 1
n
− n− 2
n(n− 1) = n2 − 3n+ 3

n(n− 1)

(c) (1 point) Comme Xi(Ω) = Xj(Ω) = {0, 1} alors XiXj(Ω) = {0, 1} avec :

P (XiXj = 1) = P ((Xi = 1) ∩ (Xj = 1)) = 1
n(n− 1) .

Ainsi la variable aléatoire XiXj suit une loi de Bernoulli de paramètre 1
n(n−1) , et

donc E(XiXj) = 1
n(n−1) . Par formule de König-Huyghens :

Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) = 1
n(n− 1) −

1
n2 = 1

n2(n− 1) .
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5. (a) (1 point) La variable aléatoire X est le nombre de convives qui reçoivent leur propre
chapeau, donc le nombre de variables aléatoires Xi qui valent 1. Ainsi :

X =
n∑
i=1
Xi.

(b) (1 point) Par linéarité de l’espérance :

E(X) =
n∑
i=1
E(Xi) = n× 1

n
= 1.

(c) (2 points) La covariance est bilinéaire donc :

V (X) = Cov
 n∑
i=1
Xi,

n∑
j=1
Xj

 =
n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(Xi, Xj).

On sait que si i 6= j alors Cov(Xi, Xj) = 1
n2(n−1) .

Si i = j alors Cov(Xi, Xi) = V (Xi) = n−1
n2 .

On peut alors calculer :

V (X) =
n∑
i=1

Cov(Xi, Xi) +
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

Cov(Xi, Xj)

= n× n− 1
n2 +

n∑
i=1

(n− 1)× 1
n2(n− 1)

= n− 1
n

+ n× 1
n2 = 1.

On a donc prouvé que E(X) = 1 et V (X) = 1, ceci quelle que soit la valeur de n.
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Problème d’analyse. (20 points)
1. (a) (2 points) Par développement limité :

un = 1
n

+ ln
(

1− 1
n

)
=

(+∞)

1
n
− 1
n
− 1

2n2 + o
( 1
n2

)
=

(+∞)
− 1

2n2 + o
( 1
n2

)
.

Ceci donne l’équivalence :
−2un ∼

(+∞)

1
n2 .

La suite (−2un)n>2 est équivalente à une suite positive donc elle est positive à partir
d’un certain rang.
La série de terme général 1

n2 est une série de Riemann ∑
n>1

1
ns avec s = 2, comme

s > 1 alors elle est convergente.
Par théorème d’équivalence des séries à termes positifs la série de terme général
−2un est convergente.
Par linéarité la série de terme général un est convergente.

(b) (1 point) On remarque que pour tout n > 2 :

Tn =
n∑
k=2

ln k − 1
k

=
n∑
k=2

(ln(k − 1)− ln k) =
n∑
k=2

ln(k − 1)−
n∑
k=2

ln k.

Par télescopage :

Tn =
n−1∑
k=1

ln k −
n∑
k=2

ln k = ln 1− lnn = − lnn.

(c) (2 points) On sait que la série de terme général un est convergente. Notons α sa
somme :

α =
+∞∑
n=2

un.

Les sommes partielles associées à cette série sont :

∀n > 2 Wn =
n∑
k=2

uk =
n∑
k=2

1
k

+
n∑
k=2

ln k − 1
k

.

Ceci s’écrit :

Wn = Sn − 1 + Tn = Sn − 1− lnn donc Sn = lnn+ 1 +Wn.

Comme la somme de la série de terme général un est α alors la suite (Wn) converge
vers α, ce qui donne, lorsque n tend vers +∞ :

Wn = α + o(1).

En posant γ = 1 + α on en déduit :

Sn = lnn+ γ + o(1).

page 8/14



MPSI – Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé no9

2. (a) (1 point) Les termes de la série ∑
n>1

lnn
n

sont positifs.

Comme 1 = o(lnn) alors :
1
n

=
(+∞)

o

(
lnn
n

)
.

La série ∑
n>1

1
n

est divergente car c’est une série de Riemann ∑
n>1

1
ns avec s 6 1,

donc par théorème de comparaison des séries à termes positifs la série ∑
n>1

lnn
n

est
divergente.

(b) (1 point) Soit n ∈ N∗. Par définition de an :

an+1 − an = Un+1 − Un −
ln2(n+ 1)

2 + ln2 n

2

= ln(n+ 1)
n+ 1 − 1

2(ln(n+ 1)− ln(n))
(

ln(n+ 1) + ln(n)
)

=
ln
(
n
(
1 + 1

n

))
n
(
1 + 1

n

) − 1
2 ln

(
1 + 1

n

)
ln
(
n2
(

1 + 1
n

))

= 1
n
×
(

lnn+ ln
(

1 + 1
n

))
× 1

1 + 1
n

− ln
(

1 + 1
n

)
×
(

lnn+ 1
2 ln

(
1 + 1

n

))
= lnn

n

(
1

1 + 1
n

− n ln
(

1 + 1
n

))

+ ln
(

1 + 1
n

)( 1
n
× 1

1 + 1
n

− 1
2 ln

(
1 + 1

n

))

Grâce aux développements asymptotiques :
1

1 + 1
n

= 1− 1
n

+ 1
n2 + o

( 1
n2

)
et ln

(
1 + 1

n

)
= 1
n
− 1

2n2 + o
( 1
n2

)
On calcule :

an+1 − an =
(+∞)

lnn
n

(
1− 1

n
− 1 + 1

2n + o
( 1
n

))
+
( 1
n

+ o
( 1
n

))( 1
n
− 1

2n + o
( 1
n

))
=

(+∞)
− lnn

2n2 + o

(
lnn
n2

)
+ 1

2n2 + o
( 1
n2

)

Comme 1
n2 = o

(
lnn
n2

)
alors :

an+1 − an =
(+∞)

− lnn
2n2 + o

(
lnn
n2

)

On a bien obtenu :
an+1 − an ∼

(+∞)
− lnn

2n2 .

page 9/14



MPSI – Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé no9

(c) (1 point) La suite (−(an+1 − an))n∈N∗ est équivalente à une suite positive donc elle
est positive à partir d’un certain rang.
Par croissances comparées :

lnn =
(+∞)

o
(√

n
)

donc lnn
2n2 =

(+∞)
o
( 1

2n 3
2

)
On en déduit :

−(an+1 − an) =
(+∞)

o
( 1

2n 3
2

)
La série de terme général 1

n
3
2
est une série de Riemann ∑

n>1
1
ns avec s = 3

2 > 1, donc
elle est convergente.
Par théorème de comparaison des séries à termes positifs la série de terme général
−(an+1 − an) est convergente, et par linéarité la série ∑

n>1
(an+1 − an) converge.

(d) (1 point) Soit C la somme de la série ∑
n>1

(an+1 − an) :

C =
+∞∑
n=1

(an+1 − an) = lim
n→+∞

n∑
k=1

(ak+1 − ak).

Par télescopage :

∀n ∈ N∗
n∑
k=1

(ak+1 − ak) =
n∑
k=1

ak+1 −
n∑
k=1

ak = an+1 − a1.

On calcule a1 = 0, et donc la suite (an+1)n∈N∗ converge vers C.
Par décalage la suite (an)n∈N∗ converge vers C, et comme an = Un − ln2 n

2 alors :

Un = ln2 n

2 + C + o(1).

3. (a) (2 points) On utilise le critère spécial des séries alternées.
La série ∑

n>1
(−1)n lnn

n
est alternée car pour tout n > 1 : lnn

n
> 0.

Par croissances comparées la suite
(

lnn
n

)
n∈N∗

converge vers 0.
Démontrons qu’elle est décroissante à partir d’un certain rang.
Soit f la fonction définie sur R∗+ par f(x) = lnx

x
.

Cette fonction est dérivable, de dérivée f ′ : x 7→ 1−lnx
x2 .

Par équivalences : f ′(x) > 0 ⇐⇒ x 6 e.
La fonction f est donc décroissante sur l’intervalle [e,+∞[.
Ceci montre que la suite

(
lnn
n

)
n∈N∗

est décroissante à partir du rang n = 3.
Par le critère spécial des séries alternées la série ∑

n>1
(−1)n lnn

n
converge.
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(b) (1 point) Soit n ∈ N∗. On sépare les termes d’ordre pair de ceux d’ordre impair.

U2n =
2n∑
k=1

ln k
k

=
n∑
p=1

(
ln(2p− 1)

2p− 1 + ln(2p)
2p

)
=

n∑
p=1

ln(2p− 1)
2p− 1 +

n∑
p=1

ln(2p)
2p

V2n =
2n∑
k=1

(−1)k ln k
k

=
n∑
p=1

(
− ln(2p− 1)

2p− 1 + ln(2p)
2p

)
= −

n∑
p=1

ln(2p− 1)
2p− 1 +

n∑
p=1

ln(2p)
2p

Par addition :
U2n + V2n = 2

n∑
p=1

ln(2p)
2p .

Ceci donne :

U2n + V2n =
n∑
p=1

ln(2p)
p

=
n∑
p=1

ln 2 + ln p
p

= ln 2
n∑
p=1

1
p

+
n∑
p=1

ln p
p
.

On en déduit :
U2n + V2n = Un + ln 2× Sn.

(c) (2 points) On utilise les résultats finaux des questions 1 et 2 :

Sn =
(+∞)

lnn+ γ + o(1) Un =
(+∞)

ln2 n

2 + C + o(1).

Ils donnent :

V2n = Un − U2n + ln 2× Sn

=
(+∞)

ln2 n

2 + C − ln2(2n)
2 − C + ln 2× (lnn+ γ) + o(1)

=
(+∞)

ln2 n

2 − ln2 n+ 2 ln 2 lnn+ ln2 2
2 + ln 2 lnn+ γ ln 2 + o(1)

=
(+∞)

γ ln 2− ln2 2
2 + o(1).

Ceci montre :
lim

n→+∞
V2n = γ ln 2− ln2 2

2 .

Comme la série de terme général (−1)n lnn
n

converge, alors la suite de ses sommes
partielles Vn converge vers sa somme :

+∞∑
k=1

(−1)n lnn
n

= lim
n→+∞

Vn.

La suite (V2n)n∈N∗ est extraite de la suite (Vn)n∈N∗ donc elle converge vers la même
limite, et ainsi :

+∞∑
k=1

(−1)n lnn
n

= lim
n→+∞

V2n = γ ln 2− ln2 2
2 .
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4. (a) (1 point) Soit (a, x) ∈ (R∗+)2. On calcule :∫ x

a

dt
tr

=
[
t−r+1

−r + 1

]x
a

= − 1
r − 1

[ 1
xr−1 −

1
ar−1

]
.

Comme r − 1 > 0 alors lim
x→+∞

1
xr−1 = 0, puis :

I(a) = lim
x→+∞

∫ x

a

dt
tr

= 1
(r − 1)ar−1 .

(b) (1 point) Par hypothèse la suite
(
nr(vn+1 − vn)

)
n∈N

converge vers `.
Comme η > 0 alors par définition de la convergence il existe un entier N tel que :

∀n ∈ N n > N =⇒ |nr(vn+1 − vn)− `| 6 η.

Quitte à lui ajouter 2 on peut supposer que N > 2, et donc :

∀n ∈ N n > N =⇒ `− η 6 nr(vn+1 − vn) 6 `+ η.

(c) (1,5 points) La fonction f : t 7→ 1
tr

est définie et dérivable sur R∗+. Sa dérivée est la
fonction f ′ : t 7→ − r

tr+1 . Comme r > 1 elle est négative, donc f est décroissante.
Soit k un entier supérieur ou égal à 1. Par décroissance de f :

∀t ∈ [k, k + 1] f(k + 1) 6 f(t) 6 f(k).

Par croissance de l’intégrale :∫ k+1

k
f(k + 1) dt 6

∫ k+1

k
f(t) dt 6

∫ k+1

k
f(k) dt.

Ceci donne :
∀k > 1 1

(k + 1)r 6
∫ k+1

k

dt
tr

6
1
kr
.

On en déduit :
∀k > 2

∫ k+1

k

dt
tr

6
1
kr

6
∫ k

k−1

dt
tr
. (1)

Soit m et n deux entiers tels que N 6 n 6 m. D’après la question précédente :

∀k = n, . . . ,m
`− η
kr

6 vk+1 − vk 6
`+ η

kr
. (2)

Comme k > 2 alors par transitivité (1) et (2) donnent :

(`− η)
∫ k+1

k

dt
tr

6
`− η
kr

6 vk+1 − vk 6
`+ η

kr
6 (`+ η)

∫ k

k−1

dt
tr
.

Par somme pour k allant de n à m :

(`− η)
m∑
k=n

(∫ k+1

k

dt
tr

)
6

m∑
k=n

(vk+1 − vk) 6 (`+ η)
m∑
k=n

(∫ k

k−1

dt
tr

)
.

Par relation de Chasles et télescopage :

(`− η)
∫ m+1

n

dt
tr

6 vm+1 − vn 6 (`+ η)
∫ m

n−1

dt
tr
.
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(d) (0,5 point) D’après la question (4a) ci-dessus :

lim
m→+∞

∫ m+1

n

dt
tr

= I(n) lim
m→+∞

∫ m

n−1

dt
tr

= I(n− 1).

De plus par hypothèse la suite (vm+1)m∈N converge vers 0, donc par théorème de
comparaison l’encadrement de la question précédente donne :

(`− η)I(n) 6 −vn 6 (`+ η)I(n− 1).

Puis :
∀n > N − (`+ η)I(n− 1) 6 vn 6 −(`− η)I(n).

(e) (1 point) Le résultat de la question (4a) donne :

∀n > N − `+ η

(r − 1)(n− 1)r−1 6 vn 6 − `− η
(r − 1)nr−1 .

De façon équivalente :

∀n > N − η

r − 1 ×
(

n

n− 1

)r−1
6 nr−1vn + `

r − 1 6
η

r − 1 .

Comme n
n−1 > 1 :

∀n > N

∣∣∣∣∣nr−1vn + `

r − 1

∣∣∣∣∣ 6 η

r − 1 ×
(

n

n− 1

)r−1
.

Soit ε > 0.
Posons η = Min

{
ε r−1

2 , `2

}
. Alors 0 < η < `, et η

r−1 6 ε
2 .

D’après ce qui précède il existe un entier N tel que :

∀n > N

∣∣∣∣∣nr−1vn + `

r − 1

∣∣∣∣∣ 6 ε

2 ×
(

n

n− 1

)r−1
.

Comme lim
n→+∞

(
n

n− 1

)r−1
= 1 alors il existe un entier N ′ tel que :

∀n ∈ N n > N ′ =⇒
(

n

n− 1

)r−1
6 2.

Soit N ′′ = Max {N,N ′}. Alors N ′′ > N et N > N ′ donc par transitivité :

∀n ∈ N n > N ′′ =⇒
∣∣∣∣∣nr−1vn + `

r − 1

∣∣∣∣∣ 6 ε.

Ceci étant valable pour tout ε > 0 on obtient :

lim
n→+∞

nr−1vn = − `

r − 1 .
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5. (1 point) Pour tout n ∈ N∗ posons vn = γ + lnn− Sn.
D’après la première question vn = o(1) donc la suite (vn)n∈N∗ converge vers 0.
On choisit r = 2.
Le développement asymptotique de la suite

(
n2(vn+1 − vn)

)
n∈N∗

est :

n2(vn+1 − vn) = n2(γ + ln(n+ 1)− Sn+1 − γ − lnn+ Sn)

= n2
(

ln
(

1 + 1
n

)
− 1
n+ 1

)
= n2 ln

(
1 + 1

n

)
− n 1

1 + 1
n

=
(+∞)

n2
( 1
n
− 1

2n2 + o
( 1
n2

))
− n

(
1− 1

n
+ o

( 1
n

))
=

(+∞)

1
2 + o(1).

Ainsi la suite
(
n2(vn+1−vn)

)
n∈N∗

converge vers le réel ` = 1
2 qui est strictement positif.

On peut donc appliquer le résultat de la question précédente :
La suite (nvn)n∈N∗ converge vers − `

r−1 = −1
2 . Ceci s’exprime :

n(γ + lnn− Sn) = −1
2 + o(1).

De façon équivalente :
Sn =

(+∞)
lnn+ γ + 1

2n + o
( 1
n

)
.
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