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Chapitre B12
Espaces vectoriels euclidiens

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des espaces vectoriels réels, ¢’est-a-dire
des espaces vectoriels sur R.

I. Produit scalaire

A. Définitions

_ | Définition -

Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, i.e., une application

p: ExE — R
(u,v) — (u]v)

vérifiant les propriétés :
o o est bilinéaire :  Y(u,u’,v,v') € E* VA€ R

(Au+u|v) = A(u|v)+ (u'|v)
(u]dw+0) = A(u|v)+ (u]?)

o o est symétrique :  V(u,v) € E? (ulv) = (v|u)
e o est définie positive : Yu € E (u|u) >0 et

(ulu)=0r <= u=0g

_ | Notation N

On note le produit scalaire (u|v) ou (u,v) ou u - v.

Exemple 1. Le produit scalaire usuel sur R™ est défini pour tous u = (xq,...,z,) et
y=(y1,...,Yn) de R™ par :

(u]v) =2y + -+ + Tnln

C’est la généralisation en dimension n des produits scalaires classiques sur R? et R?.

Exemple 2. Un autre produit scalaire sur R? :

Vu = (x,y,2) YYo= (2,y,2) (u|v) =axx’ + 2yy' + 722
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Exemple 3. Produit scalaire sur 'espace vectoriel €([a,b], R) (avec a < b) :
) b
¥(f.9) €60 LR} (flg) = [ fgdt

Exercices 1, 2.

Définitions ]

o Un espace préhilbertien est un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire .

e Un espace euclidien est un espace vectoriel réel F de dimension finie muni d’un
produit scalaire ¢.

B. Norme

_ | Notation

Dans tout ce qui suit (E, ¢) désigne un espace préhilbertien réel, et on note (u|v) =
(u,v).

_ | Définition

On appelle norme euclidienne de E associée a ¢ 'application :

Remarque. On sait que (u|u) est positif pour tout u € E car le produit scalaire est
défini positif, donc la norme de u est bien définie.

Notation
On note ||ul| = N(u) = v/(u|u).

Exemple. Pour tout u = (z,y) € R? on pose :

N(u) = /22 + 32

Alors N est la norme associée au produit scalaire usuel sur R?.

Exemple 1 (suite). Pour tout u = (z,...,2,) € R" on pose :
N(u) =\/zi+-- + a2

Alors N est la norme associée au produit scalaire usuel sur R".
Exemple 4. Soit £ = R. L’application (x,y) — zy est un produit scalaire sur R.
La norme associée a ce produit scalaire est I'application z — va? = |z|.

Ainsi la valeur absolue est une norme euclidienne sur R.
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Définition
Un vecteur u de E est dit unitaire si ||u|| = 1.
u 1

Exemple 5. Soit u un vecteur non-nul de £. Alors ﬁ est un réel. Le vecteur Tall = Tl Y
est unitaire.

/_( Propositions ]

Pour tous vecteurs v et v de E :

1) (Formule d’Al-Kashi)

(i) (Identité de polarisation)

Démonstration.

Remarque. Grace a l'identité de polarisation, lorsque I’on connait une norme euclidienne
sur F, on peut retrouver le produit scalaire auquel elle est associée.

Remarque. Autres formules, valables pour tous vecteurs v et v de E :
(i) (u|v) = }1<||u +o||* = [Ju — v||2) (Seconde identité de polarisation)
(w)  2(|Jul|]® + [|v|]*) = |Ju+v||* + ||Ju— || (Identité du parallélogramme)

Exercices 3, 4.

/_[ Théoréme - Inégalité de Cauchy-Schwarz ]

Soit E un espace vectoriel réel muni d’'un produit scalaire. Alors :

L’égalité a lieu si et seulement si u et v sont colinéaires.
o
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Exemple : Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les réels.
Soit x = (z1,...,x,) et y = (y1,...,y,) deux n-uplets de réels. Alors :

L’égalité a lieu si et seulement si z et y sont colinéaires.

(_[ Corollaire - Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales

Pour toutes fonctions f et g continues sur [a, b] (avec a < b) :

L’égalité a lieu si et seulement si f et g sont proportionnelles.
o

’

Démonstration.
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ﬁ[ Proposition ]
Soit u + ||u|| une norme euclidienne sur E. Alors :
e Yue E ||ul| >0 (Positivité)
e Yue E (JJull=0 <= wu=0) (Séparation)
e Vue E VAeR ||Aul| =|A||lu]] (Homogénéité)
o Y(u,v) € E? |ju+v|] <|ul| +]v]] (Inégalité triangulaire)

L’égalité a lieu si et seulement si u et v sont colinéaires de méme sens, i.e., u = Og
ou il existe A réel positif tel que v = Au.

J
Remarque. Une application N : E — R vérifiant les quatre propriétés ci-dessus est
appelée norme de E. Toutes les normes ne sont pas euclidiennes (i.e., ne proviennent pas
d’un produit scalaire).

Démonstration. On rappelle que ||u|| = v/(u|w). Ceci justifie la positivité. La séparation
et ’homogénéité sont conséquences du fait que le produit scalaire est défini positif et
bilinéaire.

Il reste a démontrer I'inégalité triangulaire et son cas d’égalité.

Soit u et v deux vecteurs de E. On calcule :

lu+oll* = (utvlutv) = [lull*+[ol* +2(u|v)

ot (ull +10l1)* = [lall* + [Joll* + 2 full- o]

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2 2
[+ ol |” < (lful +[lv]])

On en déduit 'inégalité triangulaire, car une norme est toujours positive.
De plus, d’aprés le cas d’égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'égalité ||u + v|| =
[|ul| + ||v]| a lieu si et seulement si u et v sont colinéaires et (u|v) > 0.

Supposons que u est non-nul et colinéaire a v. Alors v = Au avec A € R, ce qui donne
(u]v) = A|ul|®>. Donc (u|v) > 0 si et seulement si A est positif.

Si u est nul alors I'inégalité triangulaire est une égalité.

Finalement le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire a lieu si et seulement si u et v sont
colinéaires de méme sens, i.e., positivement colinéaires. O

Exemple 6. Soit ({2, P) un espace probabilisé fini.

Une variable aléatoire Z est dite centrée si E(Z) = 0.

Par exemple si X est une variable aléatoire alors Z = X — E(X) est centrée.
L’ensemble des variables aléatoires réelles centrées sur {2 est un espace vectoriel.

La covariance Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) est un produit scalaire sur cet espace
vectoriel.

La norme associée est 1’écart-type.
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :  |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y)

Ceci montre que le coefficient de corrélation linéaire appartient a 'intervalle [—1, 1].
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II. Orthogonalité

Dans cette partie on note F un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire ¢, et on
note (u|v) = p(u,v).

A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

On dit que deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul : |

(u]v) =0.

1
Exemple 7. Soit £ = 6([0, 1], R), muni du produit scalaire (f|g) = / fg.
0

Alors les fonctions f:t+— letg:t—1t— % sont orthogonales.

Définition

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonaux si :

Y(u,v) € Fx G (ulv)=0

Remarque. Dans ce cas F NG = {0g}, i.e., F et G sont en somme directe.
En effet, siu € FNG alors u € F et u € G donc (u|u) = Og puis u = Op.

_ | Définition

Soit F' une partie de E. On appelle orthogonal de F et on note F'* ’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de F :

Remarque. F et F* sont orthogonaux, et donc F'N F+ C {0g}.

Exemple 8. FE* = et {0} =

/_[ Propositions ]

(i) Pour toute partie F de F : FC(FH)t
(ii) Pour toutes parties Fet Gde E: Si FCG alors Gt CF*
(iii) Pour toute partie F' de F : (Vect F)* = F*L.

Démonstration
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II. Orthogonalité

Remarque. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et % une base de F. Alors la derniere

proposition montre que F+ = %", donc :

Un vecteur est orthogonal a F si et seulement s’il est orthogonal a une base de F.

/_( Proposition )

.

Soit F' une partie de E. Alors F'* est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstrati

n.

> Exercice 5.
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B. Familles orthogonales

| Définition
Une famille (eq, ..., e,) d’éléments de E est dite orthogonale si tous ses éléments sont
orthogonaux deux-a-deux :

V(i, ) € [1,n]” avec i # j (eilej) =0

/_[ Proposition ]

Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.

Démonstration.

/_[ Théoreme de Pythagore ]

Si (eq,...,e,) est une famille orthogonale de vecteurs de E alors :
n D) n
2
2| = Xlle
i=1 i=1

Exemple. Pour deux vecteurs @ et ¥ orthogonaux de R? on retrouve le théoréme de
Pythagore classique :

L2 a2 2
||+ a|™ = [|al]” + ||2]]

Démonstration. En utilisant la bilinéarité du produit scalaire et le fait que la famille (e;);
est orthogonale on obtient :

n 2 n
[l = (£
=1 =1

n

Z) =Y 5 (eleg) = S (e e) =z";||ez-||2 0

i=1j5=1 =1

Définition

Une famille (eq,...,e,) est dite orthonormée si elle est orthogonale et si tous ses
vecteurs sont unitaires :

Ve el (ale)={3 5i57

0 sii#j.
Remarque. On note d;; le symbole de Kronecker : 0;; = { L sii=j
e v T 0 sii#
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I11. Espaces vectoriels euclidiens
Rappel. Un espace euclidien est un espace vectoriel :
(i) réel,
(7i) de dimension finie,
(747) muni d’un produit scalaire, que nous noterons (u|v).

Dans cette partie on note E un espace euclidien et n sa dimension.

A. Bases orthonormées

Proposition ]

Une famille orthonormée de n vecteurs est une base de FE.

Démonstration. En effet, les vecteurs de cette famille sont non-nuls car ils sont de norme
1, il forment donc une famille orthogonale de vecteurs non-nuls. Par propriété cette famille
est libre. Elle est de cardinal n qui est la dimension de E donc elle est libre maximale, et

ainsi elle forme une base de E. U
| Théoreme
Soit % = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E. Alors pour tout u de F :

n

u= Z(u|ei)ei

=il

En d’autres termes, les coordonnées de u dans la base % sont ((u|eq),...,(u|ey)).

Démonstration.

> Exercice 6.
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/_( Proposition ]

Soit u et v deux vecteurs de F, de coordonnées respectives (x1,...,2,) et (y1,-.-,Yn)
dans une base orthonormée de E. Alors :

n
(u|v) = Zxkyk et ul| = szi
k=1

Remarque. Ainsi on applique les mémes formules qu’avec le produit scalaire usuel,
pourvu que les coordonnées soient exprimées dans une base orthonormée.

Démonstration. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E dans laquelle u et v admettent
pour coordonnées respectives (z1,...,z,) et (Y1,...,Yn)-
Alors u = leel et v= Z yj e;. La bilinéarité du produit scalaire donne :
=1 7j=1
n n n n
(ulv) (szez Zyjej) =D wiy;(eiles)

=1 =1 i=1j=1

Comme la famille (eq, ..., e,) est une base orthonormée alors :

. ) L 1 sii=g
V(i,5) € {1,...,n} (ez|ej)—{0 §iit ]
Ceci montre que (u]|v) szyz
Si u = v alors ||u||” = (u] u), donc la seconde propriété découle de la premiere. O

B. Orthonormalisation

Remarque. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est nommé ainsi en 1’hon-
neur de Jorgen Gram (Danemark, 1850 — 1916) et Erhard Schmidt (Allemagne, 1876 —
1959) mais il était déja connu au XVIII® siecle.

C’est un algorithme permettant d’obtenir une base orthonormée a partir d’'une base.

Exemple 9. On munit £ = R? de son produit scalaire usuel, et on définit :
=(1,1,1) us = (1,2,0) ug = (2,0,3)

On admet que la famille (uy, us, u3) est une base de R3.

On orthonormalise cette base de la fagon suivante.
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Etape 1. On construit une base orthogonale (v1, V9, v3) en posant :

V1 = Uy
Vg = U2 +>\U1

v3 = uz + avy + Pug

ou A, o et B sont des scalaires, choisis de fagon a ce que la famille (vy, vq, v3) soit ortho-
gonale.

Pour ceci on pose (vy|ve) = 0, puis (v |v3) = (ve|v3) = 0. En utilisant la linéarité a
droite du produit scalaire on obtient A = —1, puis a = —g et g = %

On a maintenant une base orthogonale (vy, vo, v3) avec :

1
o=(0LLY)  w=01-1) w=(2-1-1

Etape 2. On normalise cette base en posant :

Vi=123 &=
1eal
On obtient L L0.1,-1) Lo 121
n obtient : e1=—(1,1, g9 =—(0,1, — £3=—(2,—1,—
SRVE] V2 VG
La famille (g1, 2, 3) est une base orthonormée.
Exercices 7, 8.
Théoréme
Soit (uy, ..., u,) une famille libre d’éléments de E. Alors il existe une famille ortho-
normeée (g1, ...,e,) d’éléments de E telle que pour tout k=1...p:

Vect (uy, ..., ug) = Vect (e1,...,€k)

Démonstration. L’hypothese implique que p < n, puisqu'une famille libre d'un espace
vectoriel de dimension n a au plus n éléments.

Pour tout £k = 1...p on pose Fj, = Vect (uy, ..., ug).

On démontre le théoréme par récurrence finie sur m € {1,...,p}.

uy

L’initialisation est obtenue en posant : ¢; = Tl

Supposons que la propriété est établie au rang m — 1, pour un certain m € {2,...,p}.
L’hypothese de récurrence donne une famille orthonormée (g1, . .., &,,-1) d’éléments de E
telle que pour tout k=1...m —1:

Vect (uq,...,ug) = Vect (e1,...,&x)

On note :
m—1
Uy = U + Zaksk (1)
k=1
ou aq,...,0,_1 sont des réels.
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La famille (e1,...,&m-1,vy) est orthogonale si et seulement si (g;|v,,) = 0 pour tout
j=1...m—1.0r:

m—1
Vi=l..m—=1  (glvm)=(glum)+ Y on(ejler) = (& |um) + o
k=1
On pose :
Vi=1l...m—1 a;j = — (g | um)
Comme la famille (e1,...,&,-1) est orthonormée alors :
Vi=1l...m—1 (¢jlvm) =0
Ainsi la famille (eq,...,€,_1,v,) est orthogonale.

Le vecteur vy, ne peut étre nul, sinon on aurait d’apres (1)
Um € Vect (e1,...,6m-1) = Fin_1

et ceci donnerait une contradiction car F,, 1 est 'espace vectoriel engendré par la famille

Uy ooy Uy et la famille (uq, ..., uy,) est libre.

Ainsi v,, est non-nul. On pose ¢, = H;””H . La famille (gq,...,&,,) est alors orthonormée.
Par construction v,, € F,,, donc Vect (&1,...,&,) C Fp,. Les familles (u,...,u,,) et
(¢1,...,&m) sont libres, donc par égalité de dimension :

Vect (1, ... ,6m) = Fin

Ceci montre que la propriété est héréditaire.

Le théoreme est démontré par récurrence. 0

Corollaire
Tout espace euclidien possede une base orthonormée.

Démonstration. En effet, on sait que tout espace vectoriel de dimension finie possede au
moins une base. Il suffit donc d’en choisir une, et de ’orthonormaliser, i.e., d’appliquer le
théoreme précédent. [l
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C. Supplémentaire orthogonal

(_[ Proposition J

Soit. F' un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien.
Alors F et F* sont supplémentaires : F @& F* = F.

=

_ | Définition

On appelle alors supplémentaire orthogonal de F' I'orthogonal de F'.

.

Démonstration.

_ | Corollaire

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :

e dimF*+ =n—dimF e (FHYt=F

S
Démonstration. Comme F @ F* = E alors dim F + dim F*+ = dim E, ce qui justifie la
premiere propriété.

Pour la seconde, on sait que F' C (F1)%, méme si E n’est pas de dimension finie.

Si E est de dimension finie n alors
dim(FH)* =n —dim F* =n — (n — dim F) = dim F

donc par théoréme : (FH)t =F O

Exercice 9.
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D. Projecteurs orthogonaux

Définition

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E. Le projecteur orthogonal de
E sur F est le projecteur de E sur F parallelement a F+.

Remarque. Par définition, si u est un vecteur de F, alors u — p(u) est élément du noyau
de p, donc u — p(u) est orthogonal a F'.

Proposition ]

Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F, et p le projecteur orthogonal de E sur
F. Alors :

Vue B p(u)zki(u\ek)ek

Démonstration. Si u = e; avec ¢ € [1,n] alors la formule est vérifiée.

Comme la famille (eq,...,e,) est une base de F alors la formule est vérifiée pour tout
vecteur u de F. O

Remarque. Soit (eq, ..., €e,) une base orthonormée de F, et (e,,41, ..., €,) est une base
orthonormée de F*.

D’apres le théoreme de la base adaptée (e, ..., e,) est une base orthonormée de E. Donc :
Vu e E u= (ule)eg+---ceen- + (u]ey,)en.
Par définition de p on retrouve :

Vue B p(u) = (uler)er+ -+ (u]en) em.

_| Théoréme

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et p le projecteur orthogonal de E sur F'. Alors
pour tout v € F :
(i) lp(u)l| < |Jull

(i)  p(u) est I'unique vecteur ug de F tel que ||u — up|| = 1\/2}1 |u — v]|.

| Définition
Soit F' un sous-espace vectoriel de F, et u un élément de E. On appelle distance de u
a F' le réel :

d(u, F) = Mig |ju— o]

Remarque. Ainsi, la distance de u a F est la distance de u & p(u).

Démonstration.

(i) On sait que u — p(u) et p(u) sont orthogonaux. D’apres le théoreme de Pythagore :
2 2 2
[ull” = [lu = p(u)[|” + [lp(w)]]

Ceci implique
2 2
()™ < [lul]

et comme les normes sont positives alors ||p(u)|| < ||ull.
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(7i) Pour tout v € F :

{u—p(u)EFL
p(u) —v e F

u—v=(u—pu)+ (p(u) —v) avec
D’apres le théoreme de Pythagore :
[lu = p(u)]] < [Ju— ]|

Cette égalité est stricte des que v # p(u).

Ceci montre que :
e — p()]] < In [fu — o]

Comme p(u) est 'un des éléments de F' alors :
[l = p(w)]| = Min |ju — ]|
Nous avons vu que si v est un élément de F différent de p(u) alors :
[lu = p(uw)]| < [lu =]

Ceci montre 1'unicité de 1’élément ug de F' vérifiant ||u — ug|| = 1\@1}1;1 llu —vl|. O
v

Remarque. Soit F est un espace vectoriel réel préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie m. En d’autres termes on ne suppose plus que E est de dimension finie.

Soit (eq, ..., e,) une base orthonormée de F' et p I'application :
p: B — F
m
u— Y (uley) ey
k=1

Alors p est un projecteur de E et le théoreme ci-dessus est toujours valable.

Exemple 10. Soit £ = R?, muni du produit scalaire usuel. Soit u; = (1,2,2). Soit p le
projecteur orthogonal de E sur F' = Vect (uy).

a. Déterminer la matrice de p dans la base canonique.

b. Calculer la distance de v = (6,5,4) a la droite vectorielle F.

c. Soit ¢ le projecteur orthogonal de E sur F-. Déterminer la matrice ) de ¢ dans la
base canonique.

> Exercices 10, 11, 12.
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