Lycée Bellevue — Toulouse Année 2023-2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. C3
Variables aléatoires

@ Soit X une variable aléatoire définie sur un univers fini. Démontrer que X est
constante si et seulement si sa variance est nulle (utiliser le théoréme de transfert.)

Par définition de la variance :
V(X) = E((X - E(X))?)

Gréace au théoreme de transfert :

On peut écrire :

Tous les termes de cette somme sont positifs : les (z — E(X))* sont des carrés et les
P(X = z) sont des probabilités, donc comprises entre 0 et 1.

La somme de plusieurs nombres positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont
nuls, donc :

VIX)=0 <<= VYzeX(Q) (z-EX)’P(X=2)=0

Sixz € X(Q) alors P(X = ) est non-nul. En effet, si P(X = z) = 0 alors X ne peut
prendre la valeur x, et donc x n’appartient pas a X (2).

On peut donc simplifier :

V(X)=0 =  YzeX(Q) (z—-EX)’=0
=  VYreX() x=E(X)

Cette derniere condition signifie que X est constante égale a E(X), elle est a fortior:
constante.

Réciproquement, si une variable aléatoire est constante, alors elle ne prend qu’une seule
valeur : X () = {b} avec b € R. Dans ce cas son espérance est égale a sa valeur : E(X) = b.
Ainsi une variable aléatoire constante est égale a son espérance, et donc sa variance est
nulle d’apres 1’équivalence ci-dessus.

Nous avons donc démontré qu’une variable aléatoire est de variance nulle si et seulement
si elle est constante.
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@ Soit a et b deux entiers avec a < b et X une variable aléatoire suivant une loi
uniforme sur l'ensemble {a, ..., b}.

Déterminer ’espérance et la variance de X.

Si X suit une loi uniforme sur {a,...,b} alors X — a + 1 suit une loi uniforme sur
{1,...,b—a+ 1}. En effet :

Vk € Z a<k<b «<— 1<k—-a+1<b—-0a+1

On pose Y = X —a + 1. Alors Y suit une loi uniforme U (b — a + 1), donc par propriété
démontrée dans I'exercice précédent :

b—a+2 b—a+1)*-1
) =" V) 5
Or X =Y + a — 1 donc par linéarité de I'espérance :
b— 2 b
E(X):E(Y)—i—a—l:;Jr—i—a—l:a;

La formule V(aX + ) = a*V(X) donne :
b—a)(b—a+2)
12

V) = VY ta-1)=V(¥) =

@ Calculer I'espérance, la variance et I’écart-type d’une variable aléatoire X suivant
une loi de Bernoulli B(p).

Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli B(p) si et seulement si :
X(Q) ={0,1} et P(X=1)=p

On note ¢ =1 — p. Alors P(X =0) =gq.

L’espérance est :

E(X)= Y kP(X=k)=0xP(X=0)+1xP(X=1)=p

keX(Q)
L’espérance de X2 est :

E(X?)= Y KFPX=k=0xPX=0+1xPX=1)=p
kEX(Q)

La variance est d’apres la formule de Konig-Huyghens :
V(X)=EBE(X?*) - EX)’=p—p*=p(l-p)=pg

L’écart-type est :
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@ Bob joue a pile ou face avec Aldo, en utilisant une piece truquée qui donne pile avec
la probabilité p € ]0, 1].

Bob donne 30 euros a Aldo, puis il jette dix fois la piece. Il récupeére 8 euros a chaque
fois qu’il obtient pile.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piles obtenus, Y la variable aléatoire
égale au gain de Bob.

a. Justifier que X suit une loi binomiale, donner ses parameétres et son espérance.

b. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y).

c. A quelle condition Bob a-t-il intérét & jouer ?

a. Bob répete 10 expériences identiques et indépendantes : le lancer de la piece.

La variable aléatoire X est le nombre d’apparitions de I’événement «Pile» lors de ces
expériences, et cet événement est de probabilité p.
Par définition X suit une loi binomiale de parameétres 10 et p, notée B(10, p).
Son espérance est alors E(X) = 10p.

b. Bob gagne 8 euros a chaque fois qu’il obtient Pile, soit 8X euros, et il paye 30 euros a
Aldo. Son gain est donc Y = 8X — 30.
Par linéarité de l'espérance : E(Y) =8F(X) — 30
Ceci donne E(Y) = 80p — 30.

c. Bob a intérét a jouer si et seulement si I'espérance de son gain est positive, donc si et
seulement si £(Y) > 0.
Ceci équivaut a p > %.

Par exemple si la piece est équilibrée alors Bob a intérét a jouer.

@ On possede un sac contenant n jetons numérotés de 1 & n (avec n > 2).

On pioche I'un apres 'autre deux jetons de ce sac, sans les remettre, et on note X et
Y les variables aléatoires égales au premier et au second numéro obtenu.

a. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

En déduire ses lois marginales, ainsi que leurs espérances et leurs variances.

=

Déterminer directement la loi de X.

Donner, pour tout ¢ € X (), la loi de Y conditionnée par X = i.

a o

Retrouver ainsi la loi conjointe du couple (X,Y).

e. Calculer la covariance du couple (X,Y) et la variance de X + Y.

=

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

g. Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y).
Que peut-on dire de ses valeurs extrémes ?
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a. Les jetons sont numérotés de 1 a n donc les variables aléatoires X et Y peuvent prendre
les valeurs 1 a n :
X(Q)=Y(Q)={1,...,n}

Les éléments de €2 sont les couples (i, ) d’éléments distincts de {1,...,n}, ils sont au
nombre de n(n — 1), et ils sont équiprobables car on suppose les jetons indiscernables.
Soit 7 et j deux entiers compris entre 1 et n.

Si i = j alors 'événement (X = i) N (Y = j) est impossible car on pioche deux jetons
distincts. Sinon I'événement (X = i) N (Y = j) est I'événement élémentaire {(,7)},
donc par équiprobabilité sa probabilité est m

La loi conjointe du couple est donc :

, , » 0 si i = j
V(i,j5) € {1,...,n} P((X:z)ﬂ(Y:j)):{ 1

pNE L n |LoideY

1 1 !
1 0 g Lo
1 '. E .

n(n—1) :

|

n(n—1)

_1 1 1
n = IRRRRRERRREERES 0 1
Loi de X % ...................... % 1

Pour la loi de X on peut écrire :

Vie{l,....n} P(X=i)=) P(X=9)n({ =j))

=1
" 1 1 1
; n(n —1) (n—1) nn—1) n
i

De méme pour la loi de Y :
Vie{l,...,n} PlY =j)=

1
n
On a donc démontré que X et Y suivent une loi uniforme ¢(n) de parametre n.
On en déduit :
n+1 n?—1
12
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b. La variable aléatoire X est le numéro du premier jeton pioché. On pioche un jeton
parmi n jetons numérotés de 1 a n, donc par équiprobabilité :

1
Vke{l,....n} P(X=k=-—
n

Ceci montre que X suit une loi uniforme U(n).

c. Sil'événement (X = i) a lieu alors il reste n — 1 jetons dans le sac, tous sauf le jeton
7, donc par équiprobabilité :

PX:i(Y:j):{ n—1 s1j7éz

0 sinon.

d. La formule P((X =14) N (Y = 7)) = P(X =1)Px_;(Y = j) permet de retrouver la loi
conjointe déja obtenue dans la question a.

e. Par théoreme de transfert généralisé :

E(XY) = "S5 P((X = i) 0 (Y = )

i=1j=1

On calcule :

E(XY) =3} Zijm :mz iy j

i=1

1 ((n(n—l—l)>2 - n(n—l—l)(Zn—l—l))

n(n —1) 2 2
_(n+1) (nn+1) 2n+1\ (n+1)(3n*—n—2)
_Q(n—1)< 2 3 )‘ 12(n — 1)
_(n+1)(n-1)Bn+2) (n+1)(3n+2)
B 12(n — 1) B 12

On a démontré que :
(n+1)(3n +2)

12
On peut remarquer que le produit E(X)E(Y) peut s’écrire :

E(XY) =

E(X)E(Y) <n—2|—1> _ (n+ 1)1(23n+3)
On en déduit : )
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = —";;
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On calcule maintenant la variance de X + Y :

V(X 4Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

n?—1 n+1 n+1 (n+1)(n—2)
= — = — —1 =
ST g ("1 6
On a démontré que :
1 -2
V(X +y)= e =2

6

Sin=2alors V(X +Y) =0, donc X +Y est constante.

En effet, sin =2 alors (X,Y) = (1,2) ou (X,Y) = (2,1), et donc X +Y est constante
égale a 3.

f. On constate par exemple que :
P(X=1)n(Y=1))=0 alors que PX=1)xPY=1)=—

Ceci montre que X et Y ne sont pas indépendantes.
Aussi F(XY) # E(X)E(Y), ce qui confirme que X et Y ne sont pas indépendantes.
Et aussi Cov(X,Y) # 0, ce qui justifie encore que X et Y ne sont pas indépendantes.
Ou encore la somme des variances de X et Y peut s’écrire :

n?—1 (n+1)(n—1)

V) V() = = ; 7é<”+1>6<”_2)

Ceci montre que V(X +Y) # V(X) + V(Y), et donc une fois de plus X et Y ne sont
pas indépendantes.

g. On obtient :

= V(X +Y)

Cov(X,Y 1 12 1
r(X,Y) = ov(X.Y)  n+ _
o(X)o(Y) 12 n?2—-1 n—1
Sin = 2 alors r = —1, ce qui signifie que X et Y sont liées par une relation affine a

coefficient directeur négatif.

Effectivement si n = 2 alors le sac ne contient que les jetons 1 et 2, donc X et Y valent
I'une 1 et I'autre 2, donc leur somme est égale a 3: Y =3 — X.

Si n tend vers 400 alors 7 tend vers 0 car X et Y se rapprochent de I'indépendance.
En effet si le nombre de jetons est tres grand alors le fait de remettre le premier jeton
pioché dans l'urne ne modifie pas beaucoup les probabilités de chaque jeton d’étre
pioché ensuite.
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@ On jette deux dés, dont 'un seulement est rouge. Soit X la variable aléatoire égale
au plus grand numéro obtenu, dont la loi a été calculée dans ’exercice 0, et Y la variable
aléatoire égale au numéro du dé rouge.

a. Donner la loi de Y, son espérance et sa variance.

b. Calculer 'espérance de X.

c. Justifier que Y < X et vérifier la croissance.

a. La variable aléatoire Y est le numéro obtenu par un dé, donc elle prend pour valeur
un entier compris entre 1 et 6 :

Y(Q) ={1,...,6)

De plus le dé est supposé équilibré donc les numéros ont tous la méme probabilité
d’arriver :

1
Ceci est la loi de Y. Son espérance est :
o Sk 18 16x7 7
EY)=> kPY=k)=) === k=— = -
¥) kz::l ( ) kz::lfi 6,;::1 6 2 2

Effectivement, en jetant un dé on obtient en moyenne 3,5.
Pour la variance on calcule I'espérance de Y? grace au théoréme de transfert :

6 6 k2 18 16 x7x13 7x13
E(Y?) =) KPP =k) :Zgzézﬁzg G =—2
k=1 k=1

k=1

Puis on applique la formule de Koénig-Huyghens :

V(Y) = B(Y?) - B(Y)* = £ y - =

_ 7x13 (7)2_7(13><2—7><3)_35
h - \2

Enfin I’écart-type est :

oY) = JV(Y) = \/i ~ 1,708

C’est un résultat plausible pour une variable aléatoire dont les valeurs sont comprises
entre 1 et 6.

b. Selon 'exercice 1 la loi de X est :

X(Q) ={1,....6}) et Vk=1,....6 P(X=Ek)

On calcule I'espérance de X :

B(X) = S kP(X = k) = "
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Par linéarité de la somme :

1 6x7x13 6x%x7
B(X 9% k2 — Sk ( _ )
36<Z Z) %\ G >

k=1 k=1

3 6 36

(=}

:1<(6><7)(2><13—3)>:7><23

B(X) =12 =18 ~ 4472
c. Par définition Y est le numéro de I'un des deux dés, alors que X est le plus grand des
numeéros des deux dés, donc Y < X.

On vérifie la propriété de croissance de l'espérance : E(Y) < E(X). Effectivement :

7 Tx18 7 % 23
E(y)=L="'% E(X) =2
2~ 36 36

@ Soit (X,Y) le couple de variables aléatoires dont la loi est donnée par le tableau
suivant :

v Yo 12
0 | 6|05
1 0|30
2 |60 ]

Calculer les espérances de X, Y et XY, puis les variances de X et de Y.

Que peut-on en déduire ?

Considérons un mobile se déplagant sur un grillage de 3 x 3 points, en partant du point
central de coordonnées (1, 1), effectuant un déplacement par seconde, avec équiprobabilité
entre toutes les directions possibles sachant qu’il ne peut sortir du terrain.

Alors ses coordonnées au bout de deux secondes sont les variables aléatoires X et Y de
cet exercice.

e On commence par déterminer les lois marginales de X et Y, en additionnant les pro-
babilités de chaque ligne et de chaque colonne :

% X 0 1 2 |loide X
1 1 1
0 s | 0| % 3
1 1
1 0 3 0 3
2 s | 0] § 3
Loide Y % % % 1

page 8/29



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD C3 : Variables aléatoires

Le tableau suivant permet de calculer les espérances de X et de X? :

k 01|23
pex=k | 5330
kP(X=Fk)| 0| 5 | 2] 1
FPX=Fk| 0| 3 |3 | 3

On en déduit :
2 2
EX)=SkP(X=k=1 e BEX)= KPX=k=
k=0 k=0

Grace a la formule de Konig-Huyghens :

V(X) = B(X) - BX? = ¢

Comme Y suit la méme loi que X alors :
2
EX)=1 et V(Y) = 3

Remarque. On aurait aussi pu remarquer que X et Y suivent une loi uniforme sur
I'ensemble {0,1,2}. donc X + 1 et Y + 1 suivent la loi uniforme U(3), c¢’est-a-dire la
loi uniforme sur l'ensemble {1, 2, 3}.

Si X suit la loi U (n) alors E(X) =2 et V(X) = w—1 donc pour n = 3 :

12 >

8 2
EX+1)=2 V(X+1)==2

Ceci donne :

BX)=E(X41)—1=1 e V(X)=V(X+1) :2
e On constate sur le tableau de la loi conjointe que le produit XY ne prend que les
valeurs 0, 1 et 4, avec les probabilités respectives %, % et é.
En effet le couple (X,Y’) prend les valeurs (0,0), (0,2), (1,1), (2,0) et (2,2), donc le
produit XY prend les valeurs 0, 1 et 4.
La valeur XY = 4 n’est possible que si (X,Y") = (2,2), ce qui arrive avec la probabilité
%, la valeur XY = 1 n’est possible quesi (X,Y) = (1, 1), ce qui arrive avec la probabilité
%, et la valeur XY = 0 arrive dans tous les autres cas.
On a donc le tableau suivant :

k 01| 4] %
PXY=k) | L | 5] 4]
kP(XY =Fk)| 0 | 5 | 2| 1

Il montre que E(XY) = 1.
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e Comme E(X)=1et E(Y) =1 alors par linéarité de l'espérance E(X +Y) = 2.
Ici on constate que :
E(XY)=EX)E(Y)
Ceci a lieu si X et Y sont indépendantes.

Pourtant X et Y ne sont pas indépendantes, par exemple car :
1
P(X=0NY=1)=0  alors que P(X:O)XP(Yzl):§
Ce contre-exemple montre que la propriété :

Si X etY sont indépendantes alors E(XY)= E(X)E(Y)
et V(X+Y)=V(X)+V(Y).

n’admet pas de réciproque. Ce n’est qu'une implication, sa réciproque est fausse en
général.

Soit X une variable aléatoire finie a valeurs dans N. La fonction génératrice de X
est définie par :

VteR  Gx(t)= ¥ P(X =k}t
k€X(Q)

a. Justifier que deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi si et seulement si
elles ont méme fonction génératrice.

b. Que valent Gx(1) et G'x(1)?
c. Exprimer V(X) en fonction de Gx, G’y et G'.

d. On suppose que X suit une loi binomiale.
Utiliser la fonction génératrice de X pour retrouver E(X) et V(X).

e. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N. Démontrer que si X
et Y sont indépendantes alors Gx,y = GxGy.

On pourra remarquer que Gx(t) = E(t¥).

a. Deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi si et seulement si :
X(Q)=Y(Q) et Ve e ke X(Q) P(X =k)=P(Y =k)

Une fonction génératrice est polynomiale en ¢t. Deux fonctions polynomiales sont égales
si et seulement si tous leurs coefficients son égaux. Donc les fonctions génératrices de
X et Y sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux, ce qui signifie
que X et Y suivent la méme loi.

b. Par définition de Gx :
Gx(1)= > PX=k=1
kEX ()
Comme X () est fini et inclus dans N alors la fonction Gx est polynomiale. En effet
elle est de la forme :

Gx(t) =Y at"
k=0
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ou n est un entier naturel et les a; sont des réels.

La fonction Gx est donc dérivable, et sa dérivée est :

VteER  Gxt)= Y P(X=kkt"!

keX(Q)
On en déduit :
Z EP(X = FE(X)

keX(Q

Finalement on a obtenu :
Gx(1)=1 et G (1) = E(X)
c. La fonction G'x est deux fois dérivable, de dérivée seconde :

VteR  GYt) = Y P(X=kk(k—1)tF?

kEX ()

Ceci donne pour t =1 :

()= 3 k(k—1)P(X =k)

keX(Q)
Par linéarité de la somme puis théoreme de transfert :

Gx()= > (K —k)P(X =k)

kEEX(Q)
= Z k2P Z kP(X = E(X?) — B(X)
keX keX

On utilise ensuite la formule de Kénig-Huyghens :
V(X) = BE(X?) — B(X)* = G%(1) + Gx(1) — G (1)*
Ceci est bien une formule de exprimant la variance de X en fonction de Gy et G%.
d. Supposons que X suit une loi binomiale B(n,p), ot n € N* et p € [0, 1]. Alors :

X(Q) ={0,....n} et VkeX(Q) P(X:k):<z>pkan

On note ici ¢ =1 — p.
La fonction génératrice de X est alors :

VieR  Gx(t)=Y <n>pkqn—ktk
iso\k
On peut simplifier celle-ci grace a la formule du binéme :

n

wer  Gx) =X} o0t = oo

k=0
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Les deux premieres dérivées de Gx sont alors :
VteR  Gy(t)=nppt+q)™ "t et G%(t) =n(n—1)p*(pt+q)" 2
Comme p + ¢ = 1 alors :
G (1) =np et G%(t) = n(n — 1)p?
On en déduit, d’apres les questions a et b ci-dessus :
EX)=Gy()=np et  V(X)=G%(1)+G%(1)—Gx(1)’
=n(n —1)p* + np — n*p* = —np® + np = npq

On a démontré de nouveau les formules pour 'espérance et la variance de la loi bino-
miale.

. Une autre définition de la fonction génératrice est :
VteR  Gx(t) = E(t¥)

Ceci est conséquence du théoreme de Transfert.

De plus, si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes et f et g sont deux
fonctions numériques alors les variables aléatoires f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Aussi, si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors F(XY) = E(X)E(Y).

Supposons que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes. Alors pour tout
t € R fixé tX et t¥ sont indépendantes, donc :

Et*tY) = Et*)E(t")

Ceci donne E(t*TY) = E(tX)E(tY) puis Gx,v(t) = Gx(t)Gy(t), et ceci étant valable
pour tout ¢t € R on en déduit Gx,y = GxGy.

1

Soit X suivant une loi binomiale B(n, p). Déterminer I'espérance de ; 'l

Grace au théoreme de transfert :

1 "1 "1 (n
El——=)=Y—PX=k=> — kgt
<1+X> 2 ) Zl+k<k>pq

k=0 k=0
1 (n) _ 1 (k+1 .
On remarque que Tl (k) = il (n—i—l) donc :

1 1 &fn+1 1 (" /m4+1\ | s
E’( > — k n—k — . -1 n+1—5 4
1+ X n+1kzo<k+1>pq n+1 jz% j)re p

Finalement :

1 1_qn+1 1 )
E == = 1 o« e n
<1+X) CESE) ilHatd )
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Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de
parametre p € ]0,1[. Onpose U =X +Y et V=X —-Y.

a. Déterminer la loi conjointe du couple (U, V') puis ses lois marginales.

b. Calculer la covariance du couple (U, V). Ces variables aléatoires sont-elles indépen-
dantes?

On obtient E(UV) = p?, mais on peut aussi utiliser directement :
Cov(U,V)=V(X)=V(Y)=0
U et V ne sont pas indépendantes, par exemple :

PU=2)=p> PV=1=pg PU=2nV=1)=0

Démontrer que deux variables aléatoire de Bernoulli sont indépendantes si et seule-
ment si leur covariance est nulle.

Soit X et Y suivant des lois B(a) et B(b).

Alors XY suit une loi de Bernoulli.

Si Cov(X,Y) =0 alors E(XY) = E(X)E(Y) donc P(XY = 1) = ab.
On en déduit que les P(X =iNY = j) valent P(X =1i) x P(Y = j).

On jette n dés (n > 1), et on note X et Y les variables aléatoires égales aux nombres
de 1 et de 6 obtenus.

a. Déterminer les lois suivies par X et Y, leurs espérances et leurs variances.

b. Reconnaitre, pour tout j € Y (£2), la loi de X sachant Y = j.

c. En déduire la loi conjointe du couple (X,Y).

d. X et Y sont-elles indépendantes ?

e. Déterminer la loi de Z = X + Y. Vérifier par le calcul.

f. Calculer la covariance du couple (X, Y") puis son coefficient de corrélation linéaire.

a. Les n lancers de dé sont des expériences identiques et indépendantes.

Les variables aléatoires X et Y sont le nombre d’apparitions du 1 et du 6 respective-
ment, donc elles suivent des lois binomiales de parametres n et p = =, notées B(n, 5)

On en déduit :

E(X) = B(Y) =~ V) =vir) =2

b. Si I’événement Y = j a lieu alors j lancers ont donné un 6.
Les n — j autres lancers ont donné un nombre entre 1 et 5, avec équiprobabilité.
La probabilité, lors de chacun de ces n — j lancers, qu'un 1 apparaisse est %

Ces n— 7 lancers sont des expériences identiques et indépendantes, X compte le nombre

d’apparitions d’un événement de probabilite 1 donc X sachant Y = j suit une loi

binomiale de parameétres n — j et * = notée B( — 7, 5).

page 13/29



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD C3 : Variables aléatoires

c. La réponse a la question précédente montre que :
Vie{0,....,n} Vie{0,...,n}
n_j l i 4 TL—j—’i . . s
h | T wosicn

6

vje{0,....n} P =j) = (7;) <(13>j(2>n—j

On applique alors la formule P(AN B) = Pg(A)P(B), en remarquant que la condition
1 < n — j équivaut a la condition 7 + j < n. On obtient :

Vje{0,...,n} Vie{0,... n}

De plus, comme Y suit une loi B(n, 1) alors :

On simplifie :
C0)E G @) = () () @)

o) 0

Finalement :
V<Z7j) < {07"'7n}2
n! N 1\ (a\" T S
P(X =i)N (Y =j)) = z!y!(n—z—y)!(ﬁ) (6) (6) SBUStTIsn

0 sinon.

Dans cette derniere écriture on a modifié I’expression pour montrer que cette loi géné-

ralise la loi binomiale. Il s’agit ici d’une loi trinomiale.

1

d. Comme X et Y suivent une loi B(n, g) alors :

Ceci montre que :
P(X =n) x P(Y =n) = ()2n
Par contre, comme n + n = 2n > n alors d’apres la question précédente :
P(X=n)Nn(Y=n))=0

On pouvait remarquer ceci des le début : si on jette n dés on ne peut obtenir n fois le
1 et n fois le 6. En conclusion, comme :

P(X=n)Nn(Y =n))#P(X =n)x P(Y =n)

alors X et Y ne sont pas indépendantes.
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e. Les n lancers de dé sont des expériences identiques et indépendantes, X compte le
nombre d’apparitions du 1, Y compte le nombre d’apparition du 6, donc X +Y compte
le nombre d’apparitions du 1 ou du 6. La probabilité a chaque lancer qu'un 1 ou un 6

1

apparaisse est % + é = 3-

Donc la variable aléatoire Z = X 4 Y suit une loi binomiale 8(6, %)
Retrouvons ce résultat par le calcul.
A priori, comme X () = Y(Q2) = {0,...,n} alors :
Z(Q)=10,...,2n}
Soit k un élément de Z(2). Par propriété la probabilité de I’événement Z = k est :
k
P(Z:k):P(X+Y:k:):ZP((X:i)ﬂ(Y:k—i))
i=0

On sait que la probabilité de I'événement (X = i) N (Y = j) est nulle si i+ j > n, donc
ici la probabilité de (X =) N (Y =k — ) est nulle si k£ > n. On en déduit :

P(Z=k)=0 si k>n

Ceci montre que Z(Q2) = {0,...,n}
Pour k appartenant a {0,...,n} on obtient, grace a la question c :

Bl

P(Z:k):ZP((X:i)ﬂ(Y:k—z’))

- gi!(k —i)l(n ﬁ!z — (k—))! (é><é)k_(é)n__(k_)

i) ()

(2

On introduit k! pour faire apparaitre des coefficients du bindéme :
n! k k! 1\F/4\"*
P(Z=k)= - =
( ) (n—k:)!k!;)i!(k:—i)!(6) (6)
n\ /INF ra\"FE (k
D66 =006 =066
kJ\6/) \6 - \k)\6/ \6 ~\k)\3/ \3

On a prouvé que :

Z(Q)=1{0,...,n} et Vke€{0,...,n} P(sz):@)(;)k(;)nk

Ceci montre que Z suit une loi binomiale de parametres n et %, notée B(n, %)
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f. On utilise la formule :
Cov(X,¥) = S(V(X +Y) ~ V(X) = V(¥))

Comme X, Y suivent des lois binomiales alors leurs variances sont :

B on 2n

VX)=V(Y) =28 VX +Y) =T

En on déduit la covariance et le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y") :

n 1

Cov(X,Y) = ~35 et  r(X)Y)= ~F

@ On pioche deux boules successivement et sans remise dans une urne contenant n
boules dont a noires, avec 0 < a < n, les autres étant blanches.

On note X; et X5 les variables aléatoires égales a 1 si la premiere boule, respectivement
la seconde, est noire, et a 0 sinon.

a. Déterminer la loi du couple (X7, X5), ainsi que ses lois marginales.
b. Démontrer que X; et X5 ne sont pas indépendantes.
c. Calculer la covariance du couple (X7, X5).

d. Soit X = X7 4+ X5. Quel sens donner a X ?
Calculer la loi de X, son espérance et sa variance.

a. Les variables aléatoires X; et Xy prennent uniquement les valeurs 0 et 1, donc elles
suivent des lois de Bernoulli.

Pour calculer la loi du couple (X7, X5) on définit 'univers {2 contenant les possibilités
pour les deux premiers tirages. Il contient les couples de deux éléments distincts de
I'urne, donc il contient n(n — 1) éléments. Ces éléments sont équiprobables.

Parmi ces couples, ceux qui contiennent deux boules noires sont au nombre de a(a —
1), ceux qui contiennent deux boules blanches sont au nombre de b(b — 1), ceux qui
contiennent une boule noire puis une boule blanche sont au nombre de ab et enfin ceux
qui contiennent une boule blanche puis une boule noire sont au nombre de ba.

Par équiprobabilité on obtient :

P(X;=1)N(X,=1)) = ZEZ:?) P((X1 = 0) N (X5 = 0)) = ::El;—_ll))
P((Xlzl)ﬂ(XQZO)):n(nail) P<<X1:0)H(X2:1>>:n(nbcil>

ces résultats peuvent étre placés dans le tableau suivant :
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o 1| Loide X,
0 28:1)) n(ﬁn .
1 R | At n
Loide X; | 2 o 1

Pour les lois marginales on a utilisé le fait que a +b =n, qui donnea+b—1=n — 1.
Par exemple :

N (X;=0))
b(b— 1) ab bla+tb—1) b

n(n —1) * n(n —1) n(n —1)

On constate finalement que X; et X, suivent des lois de Bernoulli de parametre £,

notées B(%) ou B(l, %)
b. On constate que
ala —1)

= =D alors que  P(X; =1)xP(Xy =1) = ()2

On procede par équivalences successives.

P(Xi=1)N(Xo=1)=P(X;=1)x P(X,=1) < 11:

< ala—1)n=an(n—1)
< an(n—a)=0

Par hypothese 0 < a < n, donc a, n et n — a sont non-nuls, et ainsi I’égalité n’a jamais
lieu :

P(Xi=1)Nn(Xy=1)#P(X;=1)x P(Xy=1)
Ceci montre que X; et X5 ne sont pas indépendantes.

c. Comme X; et X5 ne prennent que les valeurs 0 et 1 alors leur produit X; X5 ne prend
que les valeurs 0 et 1, et il vaut 1 si et seulement si X; et X, valent 1 toutes les deux :

a(a —1)
(X% = 1) = P05 = 1)1 (% = 1)) = S
La variable aléatoire XX, suit donc une loi de Bernoulli de parametre ZEZ:?) On en

déduit son espérance :

ala —1)
n(n—1)

Or X et Xj suivent des lois de Bernoulli de parametres ¢, donc

E(X1X5) =

E(X1>E(X2) =

Sie

page 17/29



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD C3 : Variables aléatoires

On peut donc calculer la covariance :

a(n — a)

Cov(Xy, Xs) = E(X 1 Xy) — E(Xh1)E(X,) = _n2(n —-1)

Cette covariance est non-nulle car 0 < a < n, ce qui confirme que X; et X5 ne sont pas
indépendantes.

d. La variable aléatoire X; prend la valeur 1 si une boule noire est piochée au premier
tirage, et 0 sinon. Elle est donc égale au nombre de boules noires piochées lors du
premier tirage.

De méme X5 est le nombre de boules noires piochées lors du second tirage.

La somme X = X; + X5 est donc le nombre de boules noires piochées lors des deux
tirages.

Déterminons la loi de X.

Comme X; = Xy = {0,1} alors X (Q2) = {0, 1,2}. De plus :

PX=0)=P(X;=0N(Xy=0))
PX=1)=P(X;=0Nn(Xy=1)+P(Xi=1)N(X2=0))
P(X=2)=P(X;=1)N(Xy;=1))

Ceci complete la loi de X :

P(X:()):m P(X:l):n(ja_bl) px =2 = 4D

On peut vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale a 1.
On calcule également :
2ab 2a(a—1) 2a

BX) = kz_:kP(X = k) = n(n —1) + n(n—1) T

Ce résultat aurait pu étre obtenu par linéarité de 'espérance :

Pour la variance on commence par I'espérance de X? :

2ab N 4a(a—1)  2a(n+a—2)
nin—1)  nn—-1)  n(m—1)

2
BE(X?) = ZkzP(X =k)=

k=0
Puis par la formule de Konig-Huygens :

V(X) = BE(X?) - B(X)? = 2a(n+a-2) <2a>

n(n —1) n
~ 2an(n+a—2) —4a*(n — 1)
B n?(n —1)
~ 2a(n® —na—2n+2a)  2ab(n —2)
n?(n—1) - n2(n—1)
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Un autre possibilité de calcul de cette variance aurait été d’utiliser les données connues
sur X; et X5. Comme X = X; + X5 alors

V(X) =V(Xi + Xy)
On en déduit :
V(X)=V(X1)+V(Xs) +2Cov(X,Y)
Comme X7 et X5 suivent des lois de Bernoulli de parametre « alors :
a a ab
VX)) =V(Xe)=—(1——-) = —
(X) (X2) n( n) n?

Donc : ; ; ;
a a a

X) =L, 9 o W

ViX) n2+n2 <n2(n—1)>

_ 2abn —2

T n2n-—1

On remarque que cette variance est nulle si n = 2. Effectivement, dans ce cas 'urne
contient deux boules, donc on les pioche toutes les deux, et le nombre de boules noires
obtenues est constant égal a a.

On aboutit & :
V(X)

Remarque.

Si les deux tirages avaient été effectués avec remise, alors les variables aléatoires X,
et Xy auraient suivi les mémes lois, a savoir B (%), mais cette fois elles auraient été
indépendantes.

De plus, comme les expériences de tirage d’une boule auraient été identiques et indé-
pendantes alors X aurait suivi une loi binomiale B(Q, %)

On aurait alors obtenu :

2a 2ab
E(X)=— et V(X)=—
() =2 ()=,
Ainsi le fait de ne pas remettre la premiere boule dans I'urne multiplie la variance par
un coefficient réducteur Z—j

si n est grand alors ce coefficient tend vers 1, le fait de ne pas remettre la boule modifie
de moins en moins le résultat.

On lance N fois un dé équilibré (N € N*) et on note n est le nombre de six obtenus.
On lance n fois une piece qui donne pile avec la probabilité p € ]0,1[. On définit les
variables aléatoires :

Z : le nombre de six obtenus aux lancers du dé,

X : le nombre de piles obtenus,

Y : le nombre de faces obtenus.

a. Quelle est la loi de Z7
b. Pour n fixé quelle est la loi de X sachant Z =n?
c. En déduire la loi de X. Reconnaitre cette loi, décrire de méme la loi de Y.

d. Calculer la covariance du couple (X,Y), puis son coefficient de corrélation linéaire.
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a. Z suit une loi B( , 6)

b. X sachant Z = n suit une loi B(n,p).

c. X suit une loi B(N7 %) Y suit une loi B(N, %).
1

N
d. Cov(X,Y) = — N Y s - s =

1 _
Sip=g,r= 11’ c’est la valeur minimale.

On tire simultanément trois boules d'une urne contenant a boules rouges, b boules
jaunes et ¢ boules bleues, avec a, b, ¢ strictement supérieurs a 1. On note X, Y, Z les
variables aléatoires égales aux nombres de boules rouges, jaunes et bleues respective-
ment.

a. Démontrer que X, Y, Z ne sont pas deux-a-deux indépendantes.

b. Calculer E(X)+ E(Y) + E(Z).

c. Démontrer que V(X +Y) =V (Z).

a. L’urne contient au moins deux boules de chaque couleur et on pioche trois boules, donc
il est possible d’obtenir deux boules rouges, deux boules jaunes ou deux boules bleues :

P(X=2)£0 P(Y=2)#0 P(Z=2)#0

Par contre comme on pioche trois boules alors on ne peux obtenir simultanément deux
boules rouges et deux boules jaunes, ni deux boules rouge et deux boules bleues, etc.
Ainsi :

On en déduit :
P((X=2)n(Y =2)#P(X=2)x P(Y =2)

Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas indépendantes, et de méme pour les
variables aléatoires X et Z puis Y et Z.

b. La variable aléatoire X + Y + Z est le nombre de boules rouges, jaunes ou bleues.
Or I'urne ne contient que des boules de ces couleurs, et on pioche trois boules, donc
X +Y + Z est constante égale a 3. Par linéarité :

EX)+EY)+EZ)=EX+Y+Z2)=3
c. Comme Z =3 — (X +Y) alors la formule V(aX + b) = a*V(X) donne :

V(Z)=V(—(X+Y)+3)= (-1 V(X +Y)=V(X +Y)
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@ Un troupeau de 200 gnous fuit un feu de brousse. Sur son passage se trouve une
riviere. Chaque gnou, indépendamment des autres, a la probabilité % de se noyer. Sur
I’autre rive une troupe de lionnes les attend, et la chaque gnou a la probabilité % de se
faire attraper, indépendamment des autres.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de gnous qui réussissent a passer la
riviere, et Y le nombre de gnous qui ensuite échappent aux lionnes.

a. Déterminer la loi de X.
b. Pour tout n € X(Q2), déterminer la loi de Y sachant X = n.
c. En déduire la loi de Y.

d. Expliquer pourquoi on a obtenu une loi usuelle.

a. X suit une loi 5(200, %2)

b. Y sachant X = n suit une loi B(n, %)

c. Y suit une loi 8(200, 1%)~

d. La probabilité pour un gnou d’échapper a la noyade puis aux lionnes est : % X % = %.

Un joueur réalise un score entier compris entre 0 et n (n € N* fixé). Au moment
de noter son score, le joueur triche parfois en ajoutant 1 point.

Soit X la variable aléatoire égale au score réel et Y la variable aléatoire égale au score
noté.

Soit T' la variable aléatoire égale a 1 si le joueur triche et a 0 sinon. On note t = E(T)).
Pour £ =0,...,n soit a; la probabilité que le joueur triche si son score est égal a k.
a. Quelle relation relie X, Y et T'7
En déduire la loi de Y en fonction de celle de X et des ay, puis 'espérance de Y en
fonction de celle de X et de t.

On suppose que : Vk € {0,...,n} a=1-%,

n

b. Exprimer la valeur de ¢t en fonction de 'espérance de X et de n.

c. Déterminer Y (92).

d. Déterminer la loi de Y dans le cas ou X suit une loi uniforme sur {0,...,n}.
Vérifier la valeur de son espérance.

e. On suppose que X suit une loi binomiale de parametres n et p € |0, 1].

Déterminer la loi de Y et reconnaitre celle de Y —1. Vérifier la valeur de son espérance.

a. La variable aléatoire T est égale a 1 si le joueur triche et 0 sinon.

Or si le joueur triche alors il ajoute 1 point a son score, sinon il n’en ajoute pas, donc
T est le nombre de point que s’ajoute le joueur, et Y = X + T'.

Calculons la loi de Y. Le score du joueur est un entier compris entre 0 et n donc :
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Le joueur ajoute parfois un point & son score, donc X <Y < X +1, et :
Y(Q) C{0,...,n+1}

Soit k un entier tel que 0 <k <n+ 1. Comme Y = X + T et T(Q2) = {0,1} alors :

1

Par énoncé on sait que :

On en déduit :

P(Y =k) = Px_s(T = 0)P(X = k) + Px_y_1(T = )P(X =k — 1)
—(1—a)P(X = k) + a4 P(X =k —1)

Comme Y = X +T alors par linéarité de 'espérance E(Y) = E(X)+FE(T) = E(X)+t.
b. Comme T prend uniquement les valeurs 0 et 1 alors 7" suit une loi de Bernoulli. Son

parametre est P(T'=1) = E(T) = t, i.e., T suit une loi B(t).

La famille { X =k | k=0,...,n} est un systéme complet d’événements donc la for-

mule des probabilités totales donne :

P(T=1)= iPX:k(T —1)P(X =k) = zn:akP(X = k)
k=0 k=0

On calcule :
P(T=1)= Z<1 - )P(X —k) =S P(X =k)— - kP(X = k)
k=0 n k=0 M=o
On reconnait I'espérance de X, donc :
E(X
=1 P
n
c. Dans la premiére question on a montré que Y (Q2) C {0,...,n + 1}. La formule obtenue

pour la loi de Y donne :

E—1
n

Vk=0,...,n+1 P(Y:k):nP(X:k)Jr(l— >P(X:k—1)

Comme X () ={0,...,n} alors :
PY=0)=0 e PY=n+1)=0

Sike{l,...,n}alors P(X = k) > 0. De plus k —1 € {0,...,n—1} donc P(X =
k—1)>0, puis £ > 0et 1 — 1 > 0 donc P(Y =k) > 0.
Ceci montre que Y (2) = {1,...,n}.
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d. Si X suit une loi uniforme sur {0,...,n} alors :

1
n+1

X(Q)={0,...,n} et Vk € {0,....,n} P(X=k)=

On applique la formule de la question précédente pour en déduire la loi de Y :

ko1 n+1—k 1 1

:ﬁn—i-l—{— n n—i—lZn

Vke{l,...,n} P(Y =k)
On a donc montré que :

Y(@Q) ={1,....n} et Vke{l,...n) P(Y—k)—jl

Ainsi Y suit la loi uniforme de parametre n, notée U(n).

En conséquence son espérance est E(Y) = 25
Celle de X est :
& 1 & 1 nn+1) n
E(X) =S kP(X = k) = k= -
& ,;) K=h=07 1,;) n+l 2 2

On en déduit E(Y) = E(X) + 3.
Comme t =1 — %X) alors t = %, le joueur s’ajoute un demi point en trichant.
On a bien vérifié que E(Y) = E(X) + .

e. Si X suit une loi binomiale B(n,p) alors :

X(Q)={0,....,n} et Vke{0,....n} P(X=Fk)

I
N
> 3
N——
3
ol
)
i
ol

On anoté ¢g=1—p.
On applique la formule pour en déduire la loi de Y :

1—-k k
ke {1,...,n} P(Y:k:):nJrnP(X:k—l)JrnP(X:k:)
_ntl-kf n k=1 nti—k | KM\ % ok
N n <k — 1>p 4 + n\k pa
_ (n—1)! k—1 n+l—k (n—1)! k_n—k
N R s VT ST
_ (n—1)! k-1 n—k

C(n =1\ gk
_(k_l)p ’

Comme Y (2) ={1,...,n}alors (Y —1)(2) ={0,...,n— 1}, et :

Vke{0,....n—1} PY -1=k=PY =k+1)= (”;1>pkqn—1—k
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Ceci montre que Y —1 suit une loi binomiale de parameétres n—1 et p, notée B(n — 1, p).
On en déduit :
EY -1)=mn-1)p

Par linéarité de ’espérance :
EY)=Mn-1p+l=np+l—p=np+q
Comme X suit une loi B(n,p) alors son espérance est F(X) = np. Donc :
E(Y)=E(X)+q

En moyenne le joueur s’ajoute g point en trichant.
De plust =1— @ =1—p=gq, on a bien obtenu E(Y) = E(X) +t.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires tel que X(Q2) = Y (Q) = {0,...,n}
avec n > 1, et pour tout couple (7,j) de X(2) x Y(Q) :
A si0<i+j<n

0 sinon

P(X:z'ﬂY:j):{

a. Calculer la valeur de .

b. Calculer les lois de X et de Y.
Ces variables sont-elles indépendantes ?

Calculer laloide Z = X + Y.
Calculer les espérances de X, Y et Z.

a o

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que Z suit la méme loi que a X + b .

®

En déduire la valeur du coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

=

a. La somme de tous les P((X =1i) N (Y = j)) doit étre égale a 1 :

iiP((X =i)N Y =j)=1

i=05=0

Pour chaque valeur de i fixé, P((X = i) N (Y = j)) est non nul si et seulement si
0 <j <n—1, donc on peut écrire :

On calcule :

S(5) xS (im i)

=0 \j=0 =0 =0

=A

n(n+1) 2n+2—n (n+1)(n+2)
2 2

=200 12"
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FIGURE 1 — Loi conjointe du couple (X,Y)

Y X 0 ......................... n LOI de Y
0 ) T A (n_|_ 1))\
0
n A 0 e 0 A
Loi de X (n + 1))\ ........................ A 1

On en conclut que la valeur de \ est :

2
(n+1)(n+2)

La loi conjointe du couple (X, Y') ainsi que les lois marginales peuvent étre représentées
dans le tableau figure 1.

b. Par propriété de la loi conjointe :
vie{0,...,n} P(X=i)=)Y P((X=i)Nn(Y =j))

Comme P((X =i)N (Y =j)) est nul si 0 < j < n—i et égal a A sinon, donc on
calcule :

P(X:z’):gA:A(n—z’H)

J=0

Pour la loi marginale de Y on obtient de la méme facon :
Vjie{0,....n}  P(Y =j)=(n—j+1)\
On constate que P((X =n)N(Y =n)) =0 car n +n = 2n > n, alors que :
P(X=n)xP(Y =n)=\#0

On en déduit que X et Y ne sont pas indépendantes.
c. Comme X(Q) =Y () ={0,...,n} alors a priori :

Z(Q) = {0,...,2n}
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Soit k£ un entier. Alors par propriété de la somme de deux variables aléatoires :

P(Z =k) :ZP((X:i)ﬂ(Y: k—1)) (1)

On sait que :
P(X=9)Nn(Y =35))=0 si t+j3>n

Donc ici :
P(X=i)n(Y=k—1))=0 si k>mn

Ainsi d’apres (1) :

On en déduit :

Z(Q) ={0,...,n} (2)

Si 0<k<n alors i+(k—i)<n donc P(X=4i)N(Y =k—i)) =\ puis
d’apres (1) : )

ke {00} P(Z=k) =S A=Ak+1) (3)

La loi de Z est donnée par (2) et (3).
d. L’espérance de X est :

On calcule : .
E(X) = ii(n +1—d)\= /\<(n + 1)2} _ zjﬁ?)
— A(ﬂ(n;l) _n(n+ 1)6(2n + 1)> — )\”<”6+1)(3(n+ )= (2n+1)
_ 2 n(n+1)(n+2)_ﬁ
C(n+1)(n+2) 6 ~ 3

Comme la loi de Y est égale a celle de X alors on obtient aussi :

n
EY)=—
v)="
Comme Z = X + Y alors par linéarité de 1'espérance :
2
B(Z) = E(X)+ E(Y) = 5
e. On montre que Z et n — X ont méme loi. En effet, comme X (2) = {0,...,n} alors

(n — X) prend les mémes valeurs, donc (n — X)(Q) = Z(Q), puis :
Vk e€{0,...,n} Pn—X=k=PX=n—-k)=Xk+1)=P(Z=k)

On retrouve ainsi 'espérance de Z : E(Z) = n — E(X) par linéarité.
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f. Par propriété, comme Z =n — X alors V(Z) = V(X).
Comme X et Y suivent la méme loi alors V(Y) = V(X).
La formule V(X +Y) = V(X) 4+ V(Y) 4+ 2 Cov(X,Y) montre donc que :

Cov(X,Y) = —;V(X)

1
On en déduit le coefficient de corrélation linéaire : r(X,Y) = —3
On pourrait calculer la covariance :  Cov(X,Y) = —”(223).

Soit N et a entiers tels que 0 < a < N. On possede une urne contenant N boules,
dont a sont noires et b = N — a sont noires.

On pioche sans remise n boules successivement dans I'urne, avec n € {0,..., N}.

Pour tout £k = 1,...,7n on note X la variable aléatoire égale a 1 si la k-eme boule est
noire, et a 0 sinon.

a. Déterminer, pour tout £ =1,...,n, la loi de Xj.
b. Déterminer, pour tout 7,7 = 1,...,n, la loi de X;X;.
c. Soit X =X +---+X,,.

Calculer I'espérance et la variance de X.

d. Reproduire I'exercice en supposant que 'on remet la boule obtenue aprés chaque
tirage.
Que retrouve-t-on ?

Comparer I'espérance et la variance obtenues avec celles de la partie précédente.

N—n)! a
a. P(X=1)= ((]V]X!n)? =~
b.Siitj: PXX,=1)= “OF= _ e
. J - (XiX; ) i N(N-1)"
Sinon X? = X.
c. B(X)=np  V(Xy)=pq Sii#j: Cov(X;X;)=— 4N = — 20
V(X) = npg it

Sin = N alors V(X) = 0. En effet on pioche toutes les boules donc X est constante
égale a a.

dPXy=l)=0"=2  PXX;=1)=2"=2a

E(X) = np comme précédemment.

V(X) = npq : on retrouve la variance de la loi binomiale.
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Soit (Xj)ken+ une suite de variables aléatoires identiques et indépendantes, d’es-
pérance m et d’écart-type o.

Pour tout n € N* on pose T}, = (X + -+ 4+ X,,).

a. Déterminer I'espérance et 1’écart-type de T}, en fonction de m, o et n.

b. Démontrer que pour tout a > 0 :
lim P(|T,—m|>a)=0

n—-+00
c. Calculer 'espérance de la variable aléatoire :
1 n

ni4

a. On obtient :  E(T,) =m o(T,) = v
b. Il s’agit de la loi faible des grands nombres.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :

P(|T, —m| > a) < =—

Le résultat en découle.
c. On obtient E(S,) = o2
Pour ceci on remarque que E(X?) = V(X;) + E(X;)? et de méme pour E(T?).
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Soit X une variable aléatoire, d’espérance m et d’écart-type o. Soit a un réel
strictement positif.

a. Démontrer que pour tout ¢ > 0 :
E((X =m+1)?) =0+
b. En déduire que pour tout t > 0 :

2 t2
(a+1t)?
o
c. Démontrer que: P(X —m >2a) < ——
q ( VS
d. Démont PUX —m| > a) < 27
. Démontrer que : -—m|>a) < ——

Cette majoration est-elle meilleure que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ?

a. On applique la formule de Konig-Huyghens pour la variable aléatoire Y = X —m +¢.
b. On applique I'inégalité de Markhov & Y2, qui est bien positive, avec (a + t)?, qui est
bien strictement positif.
Ensuite on remarque que :
(X-m=>a)C (X =-m+1)’>(a+1)?)

O'2+t2
(a+t)?
d. L’égalité précédente est valable pour —X, qui admet pour espérance —m.

c. La fonction ¢ —

.. 2 2
admet un minimum en ¢ = -, de valeur 7.

2
%, et n’a pas

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev majore la méme probabilité par
d’intérét si a < o.

La nouvelle est meilleure pour a € |0, o|.

Par contre dans ce cas on obtient une probabilité plus grande que 1, donc c’est inutile.

C’est en fait 'inégalité de la question ¢ qui est utile.
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