Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A8
Développements limités

1
@ Donner un développement limité a ’ordre 3 en 0 de la fonction z — ——

NM+x

On connait le développement limité suivant, valable au voisinage de 0, pour tout o € R :

-1 —1 -2
(1+2)* = 1+a:1:+a(a )x2+a(o¢ )(a )x3—|—
(0) 2! 3!
ala—1)- - (a—n+1
n!

On écrit donc : — =(1 +x)—%
On obtient : ) ) 5 ”

= 1— o+ -2 — —2%+0o(2?)

1+ 1z (0) 3 9 81

@ Calculer par produit le développement limité de e*(1 + €**) en 0 & l'ordre 4 et

vérifier ainsi I’'un des développements limités calculés précédemment.

On obtient :

e (1 4 e*) 5 (1 + x4 337 + o + 4zt + 0(x4)) (2 + 2z +22° + 32° + 22t + o(x4))

=2 + 2z + 227 + 32° + Zaf
(0)
+ 2z + 22 + 2% + Zat
+ 22+ 2+ 2t
+ 323 + it
+ L2t + o(z?)

52t e+ sa? + Bat 4+ [t 4+ o(a?)

On retrouve le développement limité déja calculé :

e’ + e = 2+ 4r + 527 + a? 4 ot 4 o(2?)
0 3 12
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Développements limités

@ Donner les développements limités de H% et de ﬁ a l'ordre 5. Calculer la somme,

puis le produit de ces développements limités et vérifier ainsi deux fois I'un des déve-
loppements limités calculés précédemment.

On connait les développements limités :

= 1—a+2°—2°+ 2" —2° + o(a”)

—_
_|_
8

= 1+z+2°+2° + 2"+ 2° + o(z”)

—_
|
8
—
=

Par addition on obtient :

1 1
+ = 2+ 227 + 22 + o(2”)
1+ 1—-x (0

Or on calcule que :

1 N I 2 _, !
I+ 1—-2 (I+2)(1-2) ~1-—22

1
1—22

Effectivement le développement limité de a l'ordre 2 est :

m:1+$2+ﬂ74+0(1’5)

D’autre part par produit :

( ! )( ! ): (1—x+:c2—:1:3+:c4—a:5+0(a:5))

1+2/\1—-x
X (1+x+x2+x3+x4+x5+0(x5))

= 1l4ao+224+283+24+2° —x—a2 =23 -2t — 2P

dt 4t ot a® 2 ot -2 a2t 42 — 2%+ o(ad)

= 1+2>+ 2" +o(z°)

Effectivement :
1 1 1
X —
142 1—2 1—22

On a bien obtenu le développement limité de ﬁ

@ Donner un développement limité de cos(2z) en 0 a l'ordre 6 en utilisant le dévelop-

pement limité de cosu, puis la formule cos(2z) = 1 — 2sin® z.

On connait le développement limité du cosinus :

w? ut ol 6
cosu(?) 1—5—#1—5—!—0@)
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On en déduit : 5 A
) - 1-9 2 “4 =6 6
cos2r = x —|—3x T + o(x”)

D’autre part on connait aussi le développement limité du sinus :

3 ab

L 6
sinr = 3!+5!+0(x)

Le développement du carré d’une somme contient les carrés des éléments de la somme
ainsi que tous les doubles produits : si aq, ..., a, sont des scalaires alors

(a1 44 a,)’ =a> + - + a2 + 2a1a + 2a1a3 + - - - + 2,10y,
Ceci s’écrit aussi :

n 2 n n n
(Zak> = aj, —I—Z Z 2a;a;
k=1 =

k=1 =1 j=i+1

On développe donc :

2% 8 225
.. 92 2 6
sm°r = 2 — ——+ —5 +— tolx
© st T o)
1 2 _ 1 1 16 _ 2 ‘o
On calcule @iz + 5 = 556 T 6x10 = sxoxio — a5 PUIS
4 6
. 9 2 T 2x
— +2 4
sin” x 5% 3t o(z?)
Enfin : L6
224 x
2z) = 1-2 —1-o24 2 X
cos(2x) 5 sin®z = + 3 5 + o(z%)

On retrouve bien le méme développement limité que ci-dessus.

@ Calculer les développements limités de :
a. €**® en 0 & l'ordre 3. b. v4+x en 0 a l'ordre 2.

24z

a. On écrit e2™@ = e2e® et on utilise le développement limité de e®

2 3
et = ¢ (1 tr+ 4+ Ty 0(1’3))

(0) 2 6
o2 o2
g)e + ex + zx —i-gx + o(z%)

b. On écrit :

Vita= 4<1+i> :2(1+Z>2
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On connait le développement limité de (1 + u)® avec a réel quelconque. A Pordre 2
pour o = % il donne :
1

1
(1+u)% o 1+§u— §u2+0(u2)

—

On en déduit :

4+ —2<1+1 ! 2+(2)>
.’ﬂ(—) 827 8X42$ o\x
2
T T
- 24 2
5 +4 64—|—0(x)

@ Donner les développements limités des fonctions suivantes en 0 a I'ordre 3 :

1

a. In(e™® +1) b, —
COST —SInxT

a. On écrit d’abord le développement limité de e™* :

2 JJS

T
w1 B 5
e 5 $+72 5 + o(z?)

On ajoute 1 et on compose avec le logarithme :

22 3
ln(e‘x—|—1> = 1n<2—x+—+0(x3)>

Sl
—
]
R
[\
N
—
|
|8
+
NS
|
|
[\] w
+
o}
—
8
w
S~—
~
~—

—
=

x x?  x
= n2+mIn(l1+ |-+ "= 3
n —|—n<~|—< 2+4 12—|—0(93))>

2 3
In(1 + u) :)u—?—i-?—l—o(uii)
On obtient :
2 7 1/ o 2?2 23 2
1 +1) = In2 —_t — - — EATN [ T 3
n(e +)(0)n +< 2—1—4 12—|—0(m)> 2( 2—1—4 12+0(x)>

—
=

il
2
I 1(2? 23 1/ 23
RS AP N RN DY G 3
n+< 271 12) 2(4 4>+3< 8)“’(96)

2

= an—g—l—%—l—o(x?’)

—~
=

On remarque que le terme en 2% est nul.
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b. On utilise les développements limités des fonctions cosinus et sinus :

1 1 1

cosx — sinw (0) (1—%4—0(1’3))—(1‘—%—0—0(%’3)) ©) 1—<x+%—%3+0(x3))

Le développement limité ﬁ =1+u+u?+ud+--- donne ensuite :
z? a8 5 2 a8 2\

R | LT v

cosx —sinz (0) +<x—|—2 6+o(x)>—|—<a:—|—2 6+O<x>>

$2 Ig 3
+ (:L‘ to -t O(:L‘3)> + o(z?)

2 6

—~
(=]
=

1+<x+$2—x?’> + (2% +2°) + () + o(a?)

3 11
= 1+x+§x2+6x3+0($3)

—
=

@ Donner un développement limité en 4 a l'ordre 2 de f : x — /& + 5.

On pose h = x — 4. Alors z =4 + h et donc :

h h
Ve+5=vV9+h= 9<1+9> =3<1+9>

Grace au développement limité de (1 4 u)® on obtient :

3 2
<1+h> = 1+ " I + o(h?)

[N

9/) (0 2x9 8x92
Ceci donne : h?
VOth = 845 — gy Tolh?)
Finalement : Viih = 34 1(1; —4) - i(x —4)? +o((z —4)*)
@ 6 216

Il ne faut pas développer cette expression, puisqu’elle n’a de valeur que si x est proche de
4, donc si x — 4 est petit.

A Tlaide de la formule de Taylor-Young, donner le développement limité de la

fonction sin en a = —% a Pordre 3.

Les dérivées successives de la fonction sinus sont :

sin Ccos —sin — CoS
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Leurs valeurs en —% sont :

V2 2 V2 V2
2 2 22

La formule de Taylor-Young a 'ordre 3 en a est :
f"(a) f"(a)

H@) = @)+ f(a)(x —a) + o= (z —a)* + (z —a)* +o((z — a)’)

3!
On en déduit :

V2 1
e = YI(—14h+ ok — B4 o(h® )
sin x S 2 < + +2 6 +o(h”)
@ Calculer :
r _ T — o2 —
a. lim M b. lim Ve x
250 e 4 =% — 2 z—=1In(z) — In(2 — )

a. On utilise les développements limités suvants a l'ordre 2 :

eI:1+x+x—2+o(x2) e_mzl—x+w—2+o(x2)
(0) 2 (0) 2
Ils donnent :
z(e® —e™ ") z(1+x+o(x)—1+z+o0(z))

e =20 l+a+Z +0(22)+1—2+2 +o(22) — 2

222 + o(z?) 24 o(1)

) 224 o0(x?) (0 14 o(1)
On en déduit : lim M
z—=0e” +e % — 2

b. Posons h = 2 — 1. Alors x = 1 4+ h donc :
Vi—V2—xz  (1+h)7—(1-h)
In(z) —In(2—=2) In(l1+h)—In(l—h)

On utilise les développements limités suivant a l'ordre 1 :

(14 h)? = 1+ Lth+o(h)  In(1+h) o htolh)

—

=2

Ils donnent :

(14+h)z—(1—h)2  1+3h+o(h)—1+3h+o(h)
In(1+h)—In(l—h) ©  h+o(h)—(—h)+o(h)

h+o(h)  1+o0(1)
© 2h+o(h) (0 2+o0(1)
Vi-vZ=z 1

déduit : i =—
On en dédui o1 In(z) —In(2—2z) 2
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On considere :  f(z) = le)Q

a. Donner un développement limité de g(h) = 1

(1+h)2
b. Donner un développement limite de f en 0 et en 1 a 'ordre 2.

a Pordre 3 en 0.

c. Donner un développement limite de f en 2 a l'ordre 3.

Dans ces trois cas, donner la tangente a la courbe de f et la position de la courbe par
rapport a cette tangente.

= (1+ h)~2 et d’appliquer le développement limité de (1 + u)®

a. Il suffit d’écrire ﬁ

avec o« = —2

g(h) = (1+h)™? 5 1 — 2h + 3h* — 4h* + o(h?)

b. Pour le développement limité de f en 0 on remarque que f(x) = zg(x), donc a l'ordre
2 on obtient :

f(x) 5 r — 22° + o(x?)

Pour le développement limité en 1 on pose h = z — 1. Alors :

1+h 1+h

Ceci donne f(14h) = 3(1+ h)g(%) On en déduit :

F+h) = 2A+h)(1—h+2h*+o(h?))

= L1 =1+ o(h?)) = L L2y o(h?)
Donc : ] ]
_ L e 12
f@) = 5= 3gl@ — 1 +olla — 1))
c. On pose h =z — 2. Alors :
24+ h 2+h 1
fle)=f(24+h)= = =1(2+h =1(2+h)g(L
=) = G = gy~ 9 P (%)

On calcule donc :
F2+h) = 32+h)(1—2h+ 10% — £0° + o(h?))
= L(2—ih+ 5%+ o(h?))

On en déduit :

- =2+ o2+ ol(0 - 2))
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On peut maintenant décrire la courbe de f au voisinage des points xt =0, x = 1 et x = 2.
En x = 0 le développement limité est :  f(x) o 222 + o(x?)

Il montre que la droite d’équation y = x est tangente a la courbe de f et z = 0.

Comme —2z? est négatif alors la courbe est en dessous de la tangente au voisinage de
x=0.

En z = 1 le développement limité est :  f(x) 5 T~ @ —1)2+o((x—1)?)

Il montre que la droite d’équation y = i est tangente a la courbe de f en z = 1.

Comme —1—16(3: —1)% alors la courbe de f est en-dessous de cette tangente au voisinage de
x=1.

Ceci implique que la courbe de f présente un maximum local en = = 1.

En x = 2 le développement limité est :  f(z) 5 2 L—2)+5(z -2+ o((z —2)?)

Il montre que la droite d’équation y = % - &
r = 2. On peut écrire cette équation y = &2,

27
_ 3 . . . /7 . . . . .
Le terme suivant % est positif si x > 2 et négatif si z < 2. Ceci montre qu’au voisinage

de z = 2 la courbe de f est au-dessus de sa tangente si x > 2 et en-dessous si z < 2.

Il s’agit donc d’un point d’inflexion.

On obtient le schéma ci-dessous :

En repere non orthonormé :

I,
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Donner un développement limité en 2 a 'ordre 1 de :

Démontrer que f est prolongeable par continuité en 2 et que ce prolongement par
continuité est dérivable.

Onpose h=x—2. Alorsx =2+ h et :

On obtient :

oun) = 2 (5 — stmh® +o(?) 3 (1= &h+o(h)
TR G 5 (h ot o) © 2(1— Loh 1 o(n)

_ ;(1—412h+0(h)) (1+4X19h+o(h)> 5 2(1—425;9h+0(h)>

Finalement :

3 9
10 &2 %

On déduit de ce développement limité que : lir% flx) = %
T—

(x —2) +o(x —2)

On peut donc prolonger f par continuité en 2 en posant : f(2) = %
Ce prolongement par continuité admet le méme développement limité que f en x = 2.

Il admet donc un développement limité a 'ordre 1, ce qui justifie qu’il est dérivable en 2,
de dérivée :  f'(2) = =2

On peut démontrer ceci :

f@) - f@) (g2 tol—-2) -}

— - _ = 1
On a bien : hmwz_i
=2 g — 2 96

Ainsi la prolongement de f est dérivable en 2, de dérivée :  f/(2) = —%
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Décrire le comportement asymptotique en +oo de la fonction :

frx—=>V1i4+az+ 22

On pose h = % Alors x = % et h tend vers 0 lorsque = tend vers +o0o. On calcule :

1 1 h?+h+1 1 1 1
= = VI h R = (1 + b+ h2)?
fx) +7+ 3 . mYIThs (1t n?)

Pour la derniere égalité on a restreint au cas ou h est positif, ce qui est possible car on
souhaite la limite lorsque z tend vers 400, et donc on peut supposer x positif.

On utilise le DL suivant a Uordre 2 :

1 1
(1+u)% 5 1—|—§u—§u2+o(u2)
On obtient :
1 1 1 1 2
Y= (14 =(hth2) = (bt R h2)
f(h)()h(+2(+ ) 8(+ )+ olh?)
1 1 1 1
_ A1l 1.0 1oy 2)
()h(+2h+2h S+ o(1?)
1 1 3
— S 24 Zhtolh
()h+2+8 + o(h)
On obtient :

flz) = x—|—1+3+0<1>

+00 2 8 T

Ce développement asymptotique montre que la droite d’équation y = x +% est asymptote

a la courbe de f en 4+c0. Comme 8% est positif si x est positif alors la courbe de f est

au-dessus de cette asymptote au voisinage de 4o0.

Ajoutons que si x est négatif alors |h| = —h, donc on obtient :
1 3 1
r) = —xr——-——+o|—
/() +o0 2 8z (m)
La droite d’équation x = —x — % est asymptote en —oo. Comme —8% est positif si x est

négatif alors la courbe est la aussi au dessus de son asymptote.
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, . ) n+Inn\"
Décrire le comportement asymptotique de u,, = .
n

On pose h = % Alors :
tn = (1= hlnh)h = ek (-hint)

Par croissances comparées, pour tout a > 0 et 8 quelconque :  h*In’ h m 0
—

On écrit donc :

1 (1—hlnh) 1 —hlnh—h—anQh—h—31n3h+ (h*m*h)
R N h 2 3 ¢

—
=]
=

— —mh—hln?h—h21n3h+o(h21n3h)
2 3

—
=

Puis :
w, = le_g In? h— 2 In® ht o h2 In® 1)
h—0 h
1 h h? 3 h? 4 21.3
=, h<1—21n h—gln h+§ln h+0(h In h)
1 ln2h h 4 h 3 3
o~ g tgh'h-gh h+o(hln h)
Finalement :
1 In*n  In®n In®n 1
B = n—-h’ 1
" (+oo)n 2nn+ 8n * an +0< n >(+oo)n 2nn+o()

Donner un équivalent en +o0o de (2")

n

On utilise la formule de Stirling :

n! ~ <n> 2mn
e

Elle donne :
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Calculer, dans chacun des cas suivants, le développement limité a 1'ordre n de f;(x)

en 0.
n=>5 fi(x)=sin(z— z? n=4 fy(z)=e2sh2z
n=06 fy(x)=(1—cosz)? n=6 fy(z)=arccosz

i arcsin 2
n =2 fs(x):m n=>5 fG(ZL‘):T
n=3 fr(z)=In (1+x\/1+6x) n=5 fs(r)=thz
n==6 fo(r)=cos’z n=6 filr)= /x e P2 dt

0

n=>5 fii(x) = arctan 2z + In

1+

+ Développement limité de fi(x) = sin (z — 2?) a lordre 5 :
On utilise le développement limité du sinus :
ud o ub

sinu = u— — + — + o(u’
(0) 3! 51 ()

11 donne :

sin(z — 2°) = (z—2%) — §(z — 2°)* + 45 (z — 2°)° + o(2”)

—
=
D=

5t a? — (2 — 32 + 32°) + 552° + o(2)

.2 _1.3_ 59 5 5
5ETT T T + o(x”)

« Développement limité de fo(x) = e2 sh2z a I'ordre 4 :

On pourrait multiplier les développements limités de e2 et de sh 2z, éventuellement en
redémontrant ce dernier.

Mais il est plus simple de développer au préalable :

. 2 _ ,—2x 1 .
fo(z) =e? <€26> = 5(631 — e’%x)

On en déduit, a 'aide du développement limité de ’exponentielle :

4
fa(x) ©) % { (1 + g:v + %ﬁ + %xg + 245><16x4 + 0(x4))

_<1 o %‘T + %$2 - %mi)’ + 24?f16954 + 0<$4)>}

Pour le calcul final on peut remarquer que 5* — 3% = (5% — 32)(5% + 3%) = 16 x 34.

On obtient :
fa() 5 2z 4 2% 4+ Ba® 4+ Lot + o(z?)
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+ Développement limité de f3(z) = (1 — cosz)? & l'ordre 6 :
On utilise le développement limité du cosinus a 1’ordre 4 :
f3(x) 5 (1 - (1 —La?+ Lat 4 O(ZL‘4)>>

En effet ceci donne :

f3(x) 5 (%932 — Lt 4 0(:B)4)2 = %(1 — L%+ 0(932))

Et on peut donc conclure :

fa() 5 %(1 — s’ + 0(x2)) = L — 2 4 0(2%)

» Développement limité de fy(z) = arccosz a 'ordre 6 :
La fonction arccos est dérivable en 0 de dérivée :
1 _1
/ - _ 2 2
fa(z) = T2 (1 w)
On calcule un développement limité de f; a 'ordre 5, en utilisant la formule pour le
développement limité de (1 + u)® :

[NIE

(I4+u)"2 = 1—ju+ 2u® - Zu’+ o(u?)

—~
=

On remarque que le terme de degré 3 n’est pas utilisé :

(1—2?)2 = 1+ 12 4+ 32% + o(2”)
On en déduit :
fi(z) o —1— 127 = 2% + o(2)

Par primitivation et comme arccos(0 = 7 :

fa(z) 5 -z — 32’ — 33" + o(z°)

Pour rappel, la courbe de I'arc-cosinus est :

arccos
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Le développement limité confirme que la droite d’équation y = 5 — x est la tangente
a la courbe de 'arc-cosinus en z = 0. Le terme suivant est —%. I est positif si x est
négatif et négatif si x est positif. Effectivement, la courbe est au dessus de la tangente
si x < 0 et en-dessous si z > 0.

1,2

e Développement limité de f5(x) = pra g a l'ordre 2 :

Ici on doit utiliser un développement limité de In(1+x) a ordre 4. En effet, la division
par 22 donnera alors de I'ordre 2 :

T
I5(z) =
(z) ) x—(x—%QvL%S—LJrO(I“))
(0) & — 2 4204 o(zt)
Division par z? :
1
f5(37) — > 22
(0) 5 —2+Z 4 0(2?)

© 1—1—(—%—1—%4—0(1:2))

2
_ 2(1— (-2+2)+(-2+3%) +0(x2))
= 2+ iz —2” + 32% + o(2?)

Finalement :
fs(z) = 2+ 3z — 12 + o(a?)

arcsin 2z

e Développement limité de fg(x) = a lordre 5 :

Pour calculer ce développement limité a 1'ordre 5 on doit obtenir un développement
limité de la fonction arc-sinus a 1’ordre 6.

Pour ceci on calcule un développement limité de sa dérivée a l'ordre 5 et on l'integre.

La fonction arcsin est dérivable en 0 de dérivée :

arcsin’(z) = L (1 — xQ)_%

Vi—a2?

On utilise la formule pour le développement limité de (1 + w)®. On obtient :

(1-— :cz)’% = 1+ 2% 4 32" + o(2”)

—~
=

Par primitivation et comme arcsin( =0 :

arcsing = z+ t2° + 21° + o(a°)
(0)
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On en déduit :
arcsin(2) 20 + 32% 4+ 2a2° + o(af)

X (0) X

Donc finalement :

fe(z) 5 24 127 + 22 4 o(2)

e Développement limité de f7(z) = In (1 +xv1+ 6:6) a 'ordre 3 : On écrit d’abord :
V1+6x = (1+462)

M=

= 1+ 3(62) — £(62)* + o(z?)

—~
=

= 1+ 3z — 22° + o(z?)

—
=

On en déduit :
In (1 +2v1+ 6:(:) 5 In (1 +x+ 32" — 227 + o(q:3))

Le développement limité de In(1 + «) donne :

In (1+x\/1+6x) = (x—l—sz — %x ) — %(m+3x2 — %x?’)z—i-%(x—i-?)xz — %x?’)B

—
=

= z+32° — 22° — %(ZﬂQ + 6x3) + %(:}63> + o(z?)

—
=

Finalement :

fr(x) =t 207 — 2% + o(a?)

¢ Développement limité de fg(z) = thz a l'ordre 5 :

On commence par écrire :

et — g%
the = —
et +e "
Le développement limité de I’exponentielle donne :
e’ 0 1+a+12” + 32® + ot + 22”4 o(2)
e’ = 1—a+ia®— 1%+ Lot — L2’ 4 o(a”)

—
=

On en déduit :
2¢ 4 32% 4+ a° + o(a”)

thx =
’ 2+ 1?2 + 55t + o(a?)

—
=

1
14 122 + Lot + o(z5)

(
— (ac + 12% + L2’ + 0(x5)) (1 - (%xZ + 2—141:4) + (%x2 + 2—14x4>2 + 0(1:5)>
(

T+ 20 + 57 + 0(955))

—~
(=]
=

T+ 10+ 57 + 0(x5)> (1 — 1?4+ Bty o(x5))

_ 1,3 1,3, 1.5 1.5, 5.5 5
= 74 50° — 507 + 52” — 1527 + 527 +o(2”)
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On aboutit a :
fs(x) = - 12° + 22 + o(2)
Développement limité de fo(z) = cos® z & l'ordre 6 :

Le développement limité du cosinus donne :
5
fo(z) = (1 -5 + % — & + ("))
Il est ici tres commode d’utiliser le développement limité de (1 + u)* avec aw =5 :
(1+u)® = 1+ 5u + Z40® + 2X230° 4+ o(u?) = 1+ 5u + 10u® + 10u® + o(u®)

Le fait que 'on obtienne le début de la formule du bindéme n’est pas dii au hasard !
On en déduit :

4

fol@) = 1+5(—§+§—z—f)+10(—%2+§—4)2+10(—%2)3+o(x6)

_1_52,5. 4 1 6,54 5.6 56 6
5 1 — a0 + 50" — o0 + 527 — 0 — 27 +o(2”)
Apres calcul :
_ 5,2 | 65 4 _ 241, 6 6
fg(ﬂ?) = 1- 5L + 2l — T ‘|‘0(£L’ )

(0)

Développement limité de fio(z) = / e~/ dt & Vordre 6 :
0

La fonction ¢ : x +— e~*"/2 est définie et continue sur 'intervalle R. D’apres le théoréme
fondamental de I'analyse la fonction fio est la primitive de ¢ qui s’annule en 0.

Grace au développement limité de I’exponentielle on obtient :

M

pla) =7 = 1—32° + 52’ +ofe”)

Par primitivation, comme f10(0) = 0 alors :

fio(x) (?) — %133 + ﬁf + o(xﬁ)

Développement limité de fi;(z) = arctan 2z + In };—i a l'ordre 5 :
On utilise les développements limités de 'arc-tangente et de In(1 + u) :
fi1(z) = arctan(2x) 4+ In(1 — ) — In(1 + x)
2

= (295 -3+ 255+ O(:L‘5)> + (—:c —10® — 12’ —
1

—~
=

2 ,1,.3
(:L‘ 5x+§x

5 (=30 ) (1303 ot

—~
=

Finalement :

fii(zx) (: —%%3 + 62° + 0(:55)

=

page 16/37



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Développements limités

Soit f la fonction définie sur R par :
ez siz>0
flz) = { :
0 sinon.
a. Justifier que pour tout n € N :  f(z) 5 o(z")

b. Démontrer que f admet un développement limité en 0 a tout ordre mais que ce
développement limité est nul.

a. On demande de démontrer que pour tout n € IN la fonction f est négligeable en 0
devant la fonction x — 2", donc que :

lim /(@)

z—0 "

=0

=0

Si z est négatif alors f(z) est nul donc : lirr(l) /()
T2 xn

Si x est positif, alors on pose h = % On en déduit x = % donc :
f(x) h"

=hleh = —
xn eh

Par croissances comparées on sait que h" = o(e™), ceci pour tout n € IN. Donc :
(o)

im 28— i

x?O xm h—+oo eh

Finalement la fonction fagf) admet 0 pour limite en 0, ce qui démontre bien que f est

négligeable devant x — 2™ en 0 pour tout n € IN.

b. Soit n € IN. Si on pose ¢cg = ¢; = -+ = ¢, = 0 alors d’apres la question précédente :

f(x) 5 + x4+ cpxy, +o(a")

Il s’agit bien d'un DL de f a l'ordre n. Ainsi f admet le développement limité nul a
tout ordre en 0 :  f(x) = o(a™)

—~
=

L’intérét théorique de cet exercice est le suivant : 'unicité du développement limité montre
qu’une fonction ne peut avoir qu'un seul développement limité en un point a un certain
ordre.

Par contre, deux fonctions peuvent avoir le méme développement limité sans étre égales.
Dans cet exercice la fonction f et la fonction nulle ont le méme développement limité en
0 & tout ordre, et pourtant elles sont différentes.

Le fait que le développement limité de la fonction f est nul signifie juste que la fonction
tend tres vite vers 0 en 0.
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4
L 4

Développement limité de la tangente en 0.

a. Donner le développement limité de la fonction tangente en 0 a ’ordre 0.

b. Sachant que tan’xz = 1 + tan® z, calculer par intégrations successives le développe-
ment limité de tanx en 0 a I'ordre 1, puis 3, puis 5.

a. Comme la fonction tangente est continue en 0 de valeur 0 alors son développement
limité & l'ordre 0 en O est :  tanz 5 o(1).
b. On en déduit : 1 + tan®x o 1+ o(1). Donc tan’ z 5 1+ o0(1).
Par primitivation, comme tan0 =0 : tanz (E_) x + o(x).
On en déduit : 1 + tan®z 5 1+ 2%+ o(2?). Donc tan’ x 5 1+ 2%+ o(2?).
Par primitivation, comme tan0 =0 : tanx (E_) T+ %1'3 + o(z?).
On en déduit : 1+ tan®x 5 1+ 2% 4 22* 4 o(z*). Donc tan’ x 5 1+ 2% + 2% + o(z*).

Par primitivation, comme tan0 =0: tanx 5 T+ 32% + + 227 + o(2P).
0

Variante du précédent.

a. Justifier que la fonction tangente admet un développement limité en 0 de la forme :

tan x = @8 + azx® + asx® + o(xP).

b. Sachant que tan’ x = 1 + tan® x, déterminer les valeurs de a1, as, as.

a. La fonction tangente est de classe 6° donc elle admet un développement limité & Pordre
5 en tout point de son ensemble de définition.

De plus elle est impaire, donc son développement limité en 0 est impair, c¢’est-a-dire
que ses termes de degré pairs sont nuls.

La fonction tangente admet donc un développement limité en 0 de la forme

tan = az + asz® + asz® + o(x®).

b. On calcule alors : 1 + tan®z 5 1+ afz? + 2a a3z + o(x?).
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Par primitivation, comme tan(0 = 0 :

2

aj 2a1a3 5

tanz = —a° %).
an (O):B+3:1:+ 2 x’ + o(x”)
Par unicité du développement limité :
1 a? 1 2a1a3 2
a1 = Aoq = — = — ar = = —
! T3 3 T 515

On retrouve le développement limité de I'exercice précédent.

Soit f la fonction définie sur R* par :

fla) ==

X

a. Démontrer que f est prolongeable par continuité sur R et que ce prolongement est
deux fois dérivable.

b. En utilisant la fonction g(z) = x — 1 + e~*, étudier les variations de f.
c. Décrire le comportement de f au voisinage de 0. Tracer 'allure de sa courbe.

Réponses :

On prolonge f par continuité en posant : f(0) =1

On obtient ensuite :  f'(0) =1 et f'(z) = (172#
Pour la dérivée seconde on calcule un développement limité de f’ en 0 a I'ordre 1.

On obtient :  f"(0) = 3.
La fonction f est strictement croissante.

Son développement limité en 0 :  f(z) 5 1435+ % + o(z?).

@ Soit n € IN. Déterminer le développement limité de f(x) en 0 a 'ordre n + 1 ou :

x2 "
—In(1 I
f(z) n( —|—:c+2+ +n!>
On écrit : ) .
AN A S A n+l
bt et o= (n+1)!+00(x ).
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Ce qui donne :

f@) =In <em - (nxi)' + 00 (ﬂﬂ))

n+1

— _L—m n+1
_x—i-ln(l (n+1)!e +00(x ))

_ (nxi‘:i)!ez + op (anrl)

Et donc finalement :  f(z) =2 — —

Calculer, dans chacun des cas suivants, le développement limité a 1'ordre n de f;(x)
en a.

Décrire la courbe de f; au voisinage du point a.

n=4 a=1 fi(z) =z n=3 a=-3 faolz)=21

n=3 a=+o00 f3(z)=-—; n=2 a=1In3 fi(xr)=shx
r+2

n=3 a:%’r f5(z) = cos2x n=2 a=7% fe(z) = tanzx

n=4 a=1 f7(z) = arctan z n=4 a=1 fs(z) = arcsinx

n=2 a=2 fo(x) =27 n=2 a=2 fio(z) = 83;25__%””22

n=2 a=-1 f11(z) 7%;&”2’1 n=3 a=-00 fioz)= x2f§c§+1

n=4 a=+oc0 fi3(x)=v22+3—V22+2

e fi(z) = IHTQC ena=1 a l'ordre 4 :

Onpose h=x—1. Alorsx =1+ h et :

Par produit de développements limités :

fil+h) = (h — 1R+ 1R° — 1ht + o(h4)) (1 —h+h?+ 0+ o(h3))

—~
=

h—3h* + 4h® — Bh* + o(h?)

—
=
=

On en déduit :
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La droite d’équation y = x — 1 est tangente a la courbe de f; en 1.

Comme —%(a: — 1)? est négatif, alors la courbe de f; est en-dessous de sa tangente au
voisinage du point d’abscisse 1.

o folz)=1 ena=—3 a lordre 3 :
On pose h = x + 3. Alors x = h — 3 donc :

1 11
h—3 3 1-1%

Si x tend vers —3 alors h tend vers 0, ce qui permet d’utiliser le développement limité

de 14%1; :
fH(h=3) < 11+ E+ 2+ B 4 o(n?))
Finalement :
fale) =) =3 gl +3) — o+ 3 — o+ 37 +ol(e +3))
La tangente a la courbe de f, en —3 admet pour équation : y = —3 —3(z+3) = —£°

Commme —%(m + 3)? est négatif alors la courbe est en-dessous de sa tangente au
voisinage du point z = —3.

11
3
« fs(z)=-5 ena=+co  alordre3:
On pose h = % Alors x = % donc :
1 h
B =175 = Than

On en déduit :

1) — 1—-9 4h2 2V — K — 9h2 1+ 4}3 3
fs(3) @i( h+ h-+dh))m)h h? + 4h° + o(h®)
Le développement asymptotique de f3 en 400 est donc :

@) = 5= &+ +o()

Ceci montre que la fonction f; :  — -1 est équivalente a la fonction =z — i au

42
voisinage de +o0.
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On peut ajouter que la courbe de f3 est en-dessous de ’hyperbole d’équation y = i
car —x% est négatif, et la différence entre les deux fonctions est de 'ordre de %

o fi(x) =sinh ena=In3 a l'ordre 2 :

On applique la formule de Taylor-Young. La fonction f; est de classe 62, ses dérivées
successives sont sh, ch, sh... Leurs valeurs en In 3 sont 43 4 . On obtlent

3 3
2
fa() o 3+ 2(x—In3)+ 2(z —In3)" 4+ o((z — In3)?)
La tangente a la courbe de f; en a = In3 admet pour équation : y =3+ 2(z —In3)

Comme %(:1: — In 3)? est positif alors la courbe de f; est au-dessus de sa tangente au

voisinage de In 3.

o f5(x) = cos2x ena="2 a l'ordre 3 :

On utilise la formule de Taylor-Young. Les dérivées successives de f5 sont :

fs(x) =cos2x  fi(x) = —2sin2x J(x) = —4cos2x 7' (z) = 8sin2x

Ces dérivées valent en a = %” :

R -—2 - VI pE-E ) -

La formule de Taylor-Young donne :

fi) = V2(=i— =)+ (=) + e = 5)) ol — %))

| ||

)

On peut en conclure que la tangente é la courbe de f5 au point a a pour équation
Yy = ‘[ -2 ( ) Comme (:c ) > 0 alors la courbe est au-dessus de cette
tangente

8
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™

e fo(z) =tanz ena =7 a lordre 2 :

Onpose h=x— 7. Alorsz =5 + h et :

1+tanh

fe(z) = tan (% + h) =1 tnh

Le développement limité de la tangente en 0 a l'ordre 2 est tan h = h + o(h?), donc :

1+ h+o(h?)
1 —h+o(h?)

(14 h+o(h?) (14 h+h* + o(h?))

1+ 2h + 2h* + o(h?)

tan (% —i—h) =

—
=]
=

—~
2l

—
=]
=

On en déduit :

tane = 142 — ) +2(x — 5+ ol(r ~ 1)

4

La courbe de la tangente admet donc pour tan-

gente au point d’abscisse 1 la droite d’équation :

y=1+2(x—-7%)

=

Comme 2(x — T)? est positif alors la courbe est
au-dessus de cette tangente au voisinage de x = 1.

f7(z) = arctan z ena=1 a lordre 4 :

Le changement de variable h =  — 1 ne permet pas de calculer ce développement

limité, car il n’existe pas de formule pour simplifier arctan(1 + h).

On procede alors par primitivation.

La dérivée de fr est :  fr(z) =
Soit h=x—1. Alorsx =1+ het:
1 1 1
frlz) = =

1+ (1+h2) 2+ 2h+ A2

On calcule un développement limité a l'ordre 3 :

fr+h) = ;(1 — (h+3n7) + (h+ %hQ)2 —(n+ §h2)3 + 0(h3))

= (1= h— 10+ (K + 1) = h* + o(h*))
5 L—1h+1n%+o(h?)
Par primitivation :

f2(L+h) o fr(1) + 1 — 10> + LA + o(hY)

an T

1
2 1+ (h+ 5h2)
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Comme arctan1l = 7 alors :

arctan n T4ia-1)-t@-12+L@-1°+o((z-1)"

La courbe de f7 admet donc pour tangente en 1 la droite d’équation :  y = Z+2(z—1)

1

Comme — 7 (z — 1)? est négatif alors la courbe est en-dessous de sa tangente.

y = arctan x

On pourra remarquer une similitude avec les résultats de la fonction précédente.

e fs(x) = arcsinz ena=1 a lordre 4 :

La fonction arcsin n’est pas dérivable en 1, donc elle nadmet pas de développement
limité en 1 & l'ordre 1. A fortiori elle n’admet pas de développement limité en 1 a
I’'ordre 4.

o folz)=2" ena=2 a l'ordre 2 :

On pose h =z — 2. Alors x = 2+ h donc fo(x) = 4 x 2" = 42 puis

fo2+h) = 4(1+hn2+ §(hIn2)* + o(h?))

En conséquence :
fo() 5 4t 4(In2)(x — 2) + 2(In*2)(z — 2)> + o((z — 2)?)
La tangente a la courbe de fy au point d’abscisse 2 admet pour équation :
y=4+4(In2)(x —2)

Comme 2(In*2)(z — 2)? est positif alors la courbe est au-dessus de sa tangente au
voisinage de ce point.

* fiolz) = 8312;6__5 en a = 2 a l'ordre 2 :
On obtient :
fiolz) = —6(z —2) —19(z — 2)* + o((z — 2)?)

—~
~
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* fu(z) 27%?“2_1 ena=-1  alordre 2 :
On obtient :
fuz) = 248 +1)— L@ +1)° +o((x+1)?)
11 (__1) 2 8 16
o fro(z) = 52 en a = —oo a lordre 3 :
r?—3x+1
Soit h = % Alors x = % puis :
1 2
+ 42 h+2h 1
= h = =(h+2h*)——
Jra (@) L3041 1-3h+n? (h+ )1—(3h—h2)

Le développement limité de ﬁ sera multiplié par (h + 2h?), donc l'ordre 2 suffit

pour aboutir a un développement limité a l'ordre 3 :
fi2 (%) = (h + 2h2) <1 + (3h — h2> + (3h _ h2)2 i O(hg))

(h+212) (1 4+ 3h — h? + 9h? + o(h?))

‘ |
=

—~
(=]
=

h + 3h* 4+ 8h® 4 2h* + 6h* + o(h?)

—~
=
=

h + 5h* + 14Rh% + o(h?)

—~
(=]
=

Finalement :
f12(I)(= %+m%+%+0(;13)

700)

La fonction fi, est équivalente a la fonction 2 — L en —oco (et en +o00 également).

Comme m% est positif alors la courbe de fi5 est au-dessus de I’hyperbole d’équation

Y= % au voisinage de $o0.
o fis(z) = Va2 +3—Va? +2 en a = +o0o a lordre 4 :

On pose h = 1. Alors « = + puis :

fute) = 3= a = () - (1))

Si on suppose que = est au voisinage de +o00o alors x est positif, donc h est positif et
ainsi |h| = h.

On utilise le développement limité (1 +u)z = 1+ su— su? + o(u?) :

—~
=

f13(%) = %((1 + %hQ - %h4) - (1 +h7 — %h4) + 0(h5)>
= 1n—2n® + o(h")
Ceci donne :

fis(@) (f00) i 0(%4)
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On peut en déduire que la fonction fi3 est équivalente en 400 a la fonction x — i

Comme
celle de z — %
X

Calculer les limites suivantes.

. 3tanx — tan (3x)
a. lim
=0 x(1 — cos (3x))

. 1 1
c. lim —
=0 \sinx  In(1+ x)

1
. 1 I 5\
e. lim|(=+cosx — —cos“z
x—0 \ 2 2
. 0%
g. lim

_ 2
z—0 cos2r — e~

Vi-{E

1 11m Inz

z—1

cosT + sinzx

im -
z——% cos 2x + sin 4z

. V2 — 2
m. lim ——
=2 Jr—1-—1

o. lim Va3 +7—+vVa2+5

T—r—+00

a. Un développement limité a l'ordre 3 suffit :

3tanz — tan (3x)

p-

—8% est négatif au voisinage de 400 alors la courbe de fi3 est en-dessous de

z(chz — cosz) — 3(shz — sinx)

lim
z—0 33'7

. er et
lim — —
=0 \shx sinz

. 1 2
iy (L2 )
=0 \22 1 —cos2zx

tanx — arcsin x

lim —

z—0 sin x — arctan x

. 2sinz — 1

lim —m—

=2 1 — 2cos (22)
-8

lim \/5

r—64 \?/_ — 4

T — 3arccos x

lim 3
] Va0 4 5+ 1 — 22
lim "

go—o0  gt4l+4zx

3<x + 3% + 0(:1:3)) — (393 + 3(3z)3 + 0(:B3)>

z(1 —cos (3z)) (0

—~

—~
(=]
=

—~
(=]
=

Ceci donne :

lim

z—0

a:(l - (1 — 3(3z)2 + 0(3:2)))

—8x3 + o(x?)

x(%xQ + 0(:102))
-8+ 0(1)
2 +0(1)

3tan x — tan (3x) 16

(1—cos(3z)) 9
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b.

d.

€.

Ici il faut aller jusqu’a l'ordre 7. On rappelle les développements limités suivants (ceux

des fonctions hyperboliques demanderaient démonstration) :

cosT = 1— La? 4+ Lot — 2% + o(2f) sin x = - 1a® + La° — ZaT + o(2")
chz 5 1+ 42” + gzt + §2°% + o(2°) shx 5 + 42’ 4+ La® + L7+ o(27)
On calcule :

z(chx — cosz) — 3(shx — sinx) x(x2 + Gt + 0@6)) - 3<%$3

+ %ﬂ + 0(957))

x7 (0) 7
_ (2 &
(E) (6‘ - ﬁ) + 0(1)
. . 14-6 _ 1 1
La limite est donc : = RT3 = Teoxi0
Finalement :
y z(chz — cosz) — 3(shz — sinx) 1
im -
=0 z7 630

. On simplifie d’abord ’expression :

(1 B 1 >:ln(1+x)—sinx

sinz  In(l+x) (sinz)In(1 + z)

Il suffit ensuite de développements limités a l'ordre 2 :

< 1 1 ) (v — 322+ wQ)) ($+0( %))

sinz  In(l+x)

—%xz + o(x?

xz))

_ —5 + 0(1)

o(
©)  (z+ o(x?)) (z

)

)

0 22+ o(x?

On obtient donc :

) 1 1 1
lim | — — =——
z=0 \sinz  In(1+ z) 2

er et
Réponse : lim < — — ) =2
z—0 \shx sinzx
. . /1 1, \a* '
Réponse : lim ( + Ccos T — — Cos x) =e 8
z—0 \ 2 2

1+4o0(1)
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f. On factorise I'expression :

1 2 _1—(2082:17—2x2

22 1—cos2x  22(1 — cos2x)

Le développement limité du cosinus donne :

2 4
1 — cos 2z — 2z* 1—(1—%"‘%"‘0(5‘54))_2#

x2(1 — cos 2x) (: mQ(l — (1 — @ + 0(I2)>>
—2et +o(zt) —240(1)
22222 + o(22)) () 24 o0(1)

=

—~
(=]
=

On en déduit :

. Réponse : lim —— = —x0
& p =0 cos2x — e 227

h. On utilise les développements limités suivant a l'ordre 3 :

3 a3 3

tanz = =+ — + o(2® sine = x— — 4 o(2? arctanx = r — — + o(a®
(0) 3 (=) (0) 6 (=) (0) 3 (z%)

On calcule celui de I'arc-sinus. La fonction arcsin est dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

1
arcsin’ z = ——— = (1 — %)

V1—22

On connait le développement limité : (1 + u)® 5 1+ au + o(u)

D=

On en déduit le développement limité suivant a 'ordre 2 :
2

x
arcsin’z = 14+ — + o(2?
5 5 (z7)

Par primitivation, comme arcsin(0 = 0 :
. z? 3
arcsin x 5 T+ — 4 o(x”)

0

6

On peut donc calculer :

tan x — arcsin x (95 + %3 + 0(373)) - (33 + %3 + 0<$3))
sinz — arctanx (0) (x _ %3 + 0(9[:3)) _ (ac _ % + o(x3))

En conséquence :

. tanx — arcsinz
lim — =
z—0 siln x — arctan x
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i. Soit h=x—1. Alors x =1+ h puis :

VT—YT  (14+h)7—(1+h)s
Inr In(1+ h)

Il suffit de développements limités a ’ordre 1 :

(1+h)p—+n)s  (L+3h+ol) = (1+5h+oh)  L4o0)
In(1 + h) (0) h+ o(h) © 1+o0(1)
On en déduit : \ .
N
z—»1  Inzx 6
2sinx — 1 1
j. Ré : lim — = —
J- Réponse xl—I%l—Qcos (2z) 2
k. On pose h = x + 7. Alors x = h —  puis :
cosxr +sinw COS(h—g)‘f‘Siﬂ(h—%) B V2sinh

cos 2 +sindr  cog (Qh _ g) + sin (4h — ) ~ sin(2h) — sin(4h)
Les développements limités a 'ordre 1 suffisent alors :

V2sinh _ V2(h + o(h)) V2 +0(1)

sin(2h) — sin(4h) () 2h + o(h) — 4h + o(h)
On obtient donc :

) —2+o0(1)

—~

cosx +sinx V2
im - = ——
z——% cos 2x + sin 4z 2

1. Soit h = x — 64. Alors x = h + 64 puis :

VT —8  (64+h)z -8
Jr—4 (644 h)s —4
On remarque que 64 = 8% = 43 donc :
\/‘—8_8X(1+6ﬂ4)%—1
A7 /1, RNE 4
Vi—1 17 a+ Lo
On utilise le développement limité a l'ordre 1 : (1 4 u)® 5 1+ au+ o(u)
I1 donne :
1h
Vr—8 _ 2(1+§62+0(h))—1 _ yma toll)
Vi—4 0 (1414 +oh) -1 O 5g+o(l)
On obtient :
Vi-s _,
x%64\3/_—4
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m. Il est possible de calculer cette limite sans développement limité.

Mais on pose tout de méme h =z — 2. Alorsx =2+ h et :

N|=

-1
Yo—1-1 Y1T+h-1 “(14n)" -1

On utilise le développement limité a 'ordre 1 suivant : (1 4 u)® 5 1+ au + o(u)

V37— 2 \/4+2h—2_2<1+%>

Il donne :

1 _ 2(1—1—%—#0(11))—1 _ 2i+0(1)
1O (1+L240h) -1 © 5+o(l)
On en déduit :

V2 —2 n

lim

e 11 2

n. La encore il est possible de calculer la limite demandée sans recourir aux développe-
ments limités. Il faudrait pour ceci utiliser la limite du taux d’accroissement.

Mais pour utiliser les développements limités on pose h = z — % Alors x = % +het:

T — 3arccosx T — 3arccosx
4a3 — x z(2x — 1)(2x + 1)
T — 3arccos (% + h) T — 3arccos (% + h)

(L+h)2n(2+2n)  2h(1+20)(1+ D)

On souhaite calculer un développement limité de h — arccos (% + h) en h = 0 al'ordre
au moins 1.

On pose g(h) = arccos (% + h). Comme la fonction arccos est dérivable sur I'intervalle
]—1,1[ alors la fonction g est dérivable sur un voisinage de 0, de dérivée :

1

1
(k) = - -
T ey i

On souhaite un développement limité a 1'ordre 0 de cette fonction, ce qui revient a un
équivalent :

2
'(h) = ——= +o(1
J(h) = =+ o)
Par primitivation :

o) = 9(0) = —=h-+olh)

Or ¢(0) = arccos 5 = %, donc :

arccos (% + h) = 7 — %h + o(h)

—
=
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On peut maintenant calculer :

T — 3arccos (%+h) 7T—3(§ — %h%—o(h))
2h(1 4 2h)(1+ h)

2h(1 + 2h)(1 + h)
2v/3h + o(h) V3 +o(1)

2h(1+2h)(1+h) © (1+2h)(1+h)

,\
2l

—~
(=]
=

On peut conclure :

. m—3arccosr V34 o(1)
lim = 228 L ~ 3
il A —z no0 (L+2h)(1+h) V3

2

o. On pose h = i puis on calcule :

1 1
f 14 7h3\3 14+5h%\2 1 L1 1
3/ 3 _ 2 e N e =1 h3 Ca— | h22
V37— Va2 15 ( . ) ( 2 ) h( 47 ) |h|( +5 )

Si x est au voisinage de 400 alors on peut supposer qu’il est positif, et donc h est
positif, puis :

Vad +7— Va2 +5 = ,11((1+7h3)3” - (1+5h2)5>

= L(14Ih* + o(h®) — 1= 3h* + o(h?))

—~
=

= —2h+ o(h)

—
=

On en déduit :

lim (V% +7 - Va2 +5) = lim (—3h+o(h)) =0

T—r—+00

, o Va5 41— a? 4
p. Réponse : lim =—

e N 5

@ Déterminer les éventuelles asymptotes des courbes représentatives des fonctions
suivantes en +o0o, ainsi que la position de ces courbes par rapport a ces asymptotes.

filx) = W folz) = Va® =1

A= \E— =92 o) = T
fs(z) = /z*(1 — 8x) fo(z) = V8x3 + 22 — V922 + ¢
frl@) = ‘fjllei fol@) = wesn

fw) = @t 1)11111;(1 + ) I

page 31/37



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Développements limités

Dans tous les exemples ci-dessous on pose h = %, ce qui revient a x = %

On calcule ensuite un développement limité au voisinage de h = 0 de la fonction de h
obtenue.

Puis en remplacant h par % on obtient un développement asymptotique de f en 4oo.
Usuellement un développement limité a l'ordre 2 suffit, car on obtient alors trois termes :

z) = ax+b+<+o(2
) 2wt ol

Cette écriture donne 'asymptote (d’équation y = ax + b) ainsi que la position relative de
la courbe (selon le signe de ¢).

* hile) ==

On calcule :

1 4 2
A =443 1—4h+3R2 1 1
1 h? h 2
1 =—(1—4h+3h*)——
fl(h) 41 h(1 + h) h< 3 )1+h

Cette derniere forme permet de calculer le développement limité de f; (%) par produit :

hi()

L(1—4h+30%) (1= h+ h? + o(h?))

—
(=]
=

L(1 = h+h?® = 4h + 4h* 4 30% + o(h))

—~
(=]
=

+ — 5+ 8h+o(h)

—~
(=]
=

On obtient :
= -5+ 8 1
hx) (ioo)x ta +O(z)
Ceci montre que la droite d’équation y = x — 5 est asymptote a la courbe de f; en +oo.

Comme % est du signe de x alors la courbe de f; est au-dessus de son asymptote au
voisinage de +00 et en-dessous au voisinage de —oo.

o folx)=Vad -1

On rappelle que la fonction = — J/z est définie sur R tout entier, et qu’elle est du
signe de .

On calcule :

Ceci donne le développement limité :

B(k) 5 4= 300 o) = = 48 (1)
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Puis le développement asymptotique :

fla) 2@ = 5 + o)

Ainsi la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe de f5 en —o0 et en +o0.

Comme —# est négatif pour tout x € R alors la courbe est en-dessous de son asymp-
tote aux voisinages de —oo et de +o00.

Une étude plus poussée de cette fonction permet de tracer I'allure de sa courbe repré-
sentative :

¢« @) =\/a-D@-3)+2=v22—dz+5

Ici on sera amené a séparer le cas ou h est positif de celui ot h est négatif.
On calcule : )
f(E) =& —t+5=4(1—ah+50%)
On suppose maintenant que h est positif, si bien que |h| = h puis :
J5(%) = i(l + 3(—4h+5h?) — L(—4h + 5h?)2 + 0(h2)>
= 1(1—2h+3h* = 2h* 4 o(h?))

(0 "
= + —2+ih+o(h)

On obtient donc le développement asymptotique :

f3(z) et 2+ 5 —1—0(%)

Il montre que la droite d’équation y = x—2 est asymptote a la courbe de f3 au voisinage
de +o0.

1

Comme 5- est positif pour x positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote

au voisinage de +o00.
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Au voisinage de —oo on écrit plutdt |h| = —h, ce qui donne :

fs() :>_x+2_%+0(i)

(—o0

Ainsi la droite d’équation y = —x + 2 est asymptote a la courbe de f3 au voisinage de
—00.

Comme —i est positif pour x négatif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote

au voisinage de —oc.

On obtient le schéma suivant :

0 1 2. 3
. falw) = Tt
On calcule :
L (1 —4h + 8h? — 4h3 _
f4(}1l>:h3( ):21,1(1—4h+8h2—4h3)(1—h) 2

2(1—h)?
On utilise un développement limité a 'ordre 2 en h =0 :

f1(3) = 2 (1= 4h+ 8k — 4h®) (1 + 2h + 3> + o(h?))
= (1= 2h+ 3% + o(h?))
= - —1+3h+o(h)

Ceci donne le développement asymptotique suivant :

- T _ 3 1
fle) Z 5 -1+ + o(2)
La droite d’équation y = 5 — 1 est donc asymptote a la courbe de f; aux voisinages de
+00 et de —o0.

3

5 est positif alors la courbe est au-dessus de I'asymptote.

Au voisinage de 400, comme

Au voisinage de —oo, comme % est négatif alors la courbe est en-dessous de 'asymp-
tote.
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; . _ 1 1 1
» Réponse : f5(z) =) =22+ 55 + 5335 T 0(;)

o fo(z) = V83 + 22 — 922 +

On calcule :

W(E) = ()" = ()" =300 8) = 0+ 8)°
Les développements limités en h = 0 a l'ordre 2 donnent :

fﬁ&) (?) %<1 - ih o 9><182h2 + O(hQ)) N %(1 T %h B 8X192h2 + O(hQ))

Si x est au voisinage de +o0o alors h est positif donc :

f() = 22+ h— ZER 3 tht E50 4 o(h?)

— _% - T12 _|_ 82>6<92h+ O(h)

On en déduit :

_ 1 1 1
fo(@) (100) T~ 15t 3o T 0(5)
La droite d’équation y = —x — % est asymptote a la courbe de fz en +00, et comme
m est positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote.
Si z est au voisinage de —oo alors h est négatif, donc |h| = —h puis :

B(i) 5 H(2+ = BRI 3 = G+ o(0)

—~
=

= 24 2 — BLh+o(h)

—~
=

On en déduit :
fo(@) = Br+ %= g5t +o(2)

(—o0)

La droite d’équation y = bx + i est asymptote a la courbe de fsz en —o0, et comme

—ﬁ est positif alors la courbe est au-dessus de cette asymptote.

o fr(z) = :fjlle%

On calcule :

fa(3) = Meh = (14 B) et

On calcule un développement limité de cette fonction en h =0 :

f(1) = @+ m2)(1+h+h+o0(h?)(1+h+ 1h* + o(h?))

—
=

L1420+ Th? + o(h?))

—~
=
=

++2+4Ih+o(h)

—~
(=]
=
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On en déduit :
_ e 1
f7(5’7)(i—oo)x+2+2x +O(x)

La droite d’équation y = x + 2 est donc asymptote a la courbe de f; aux voisinages de
+00 et de —oo0.

Au voisinage de 400, comme % est positif alors la courbe est au-dessus de 'asymptote.

Au voisinage de —oo, comme % est négatif alors la courbe est en-dessous de 'asymp-
tote.

e Réponse:  fs(x) = x—l—l—i%—o(%)

(£00)
» Réponse : fo(z) o r+1+ ﬁ + 0(%) On ne peut se passer du Inz.
* Réponse : fio(z) (4o )93 —In2+4e > +o(e™*) Ce qui suffit pour décrire

le comportement asymptotique.

Donner un développement asymptotique a l'ordre k£ des suites suivantes.

—1
k=2 un:L k=3 w,=arctann
2n — 3
1 1
k=3 wn:arctan(n+) k=2 xn:tan<7r—)
n 2 n
k=2 yn:( n ) B3 @, — YRl
n+1
Les réponses sont :
11 1+<1) I 1+1+<1)
YT T o2 T\ 2 Uy T T T\
s 1+ 4 i (1) 1 n (1)
Wy =—=——+ —+o0|l— Tp=n——+o0(—
2 n  3nd n3 3n n?
1+ 1 5 N <1) 1+21nn+21n2n+3+ <1)
hn=—-4+——-———+40|— Zn = — 4ol —
Y e 2en  24en? n? n n? n? n?
Pour la suite (y,) on pose h = £. Alors y,, = e w0+ s

2

1 ho ok 1(h\’ ) 1 h  5h? )
h—0 e(1+2_3+2<2> +olh )) h—0 €<1—|—2—24+0(h >>

h  h? 1 h  h?
Yn = exp (—1 +5 -5+ 0(h2)> = —exp ( - —+ 0(h2)>
h—0 3 h
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Ainsi :
1 4 1 o 1 ) o 1 n ( 1 )
= o X=X Fol—
Y (+o0) € 2 n  24e n? n?
Pour la suite (z,) on pose h = +. Alors :

Zn = €Xp (h(ln(1 +3h+h?) —2In h))

_ 2 2
=, ©Xp (Bh —2hInh +o(h ))

h—
_ 2 1 2 5
= 1—2hInh+3h*+ =(2hInh)” + o(h®)
h—0 2
Finalement :
Inn In?n 3 1
Zy, = 14+2—+2 —I——{—o().
(+00) n n? n? n?

Pour tout n € IN* on pose :

3n
Uy = H k.

k=2n
A laide de la formule de Stirling donner un équivalent simple de u,, en +o00 puis de
A Up,.

On pourra considérer

Un

2n

On remarque que :
(3n)!
(2n—1)! 7 (2n)

Up =

A Taide de la formule de Stirling on obtient :

2Tn\™
uw@ ”) n.

de
On démontre que si u,, ~ v, alors /u, ~ v,.

1
En effet : si Z—” — 1 alors (7;—")" — 1.

O déduit :
n en dédui ) o7
n~ —n.
Y 4e
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