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Chapitre A13
Fonctions de deux variables

I. Topologie du plan

Définition. On munit R? de la norme euclidienne définie par :

Remarque. Pour tout (z,y) € R* : |z| < ||(z,v)]] et |y| <||(z,v)]|
Définition. Si u et v sont deux points de R? la distance de u a v est d(u,v) = ||u — v|].

A. Ouverts

Définition. Soit @ un élément de R?, r un réel strictement positif. La boule ouverte de
centre a et de rayon r est ’ensemble :

Bla,r) = {u € R | |ju—al| <7}

La boule fermée de centre a et de rayon r est I'ensemble :

Bla,r) = {u € R? ‘ [|lu — al| < r}.
Exemple. Une partie de R? est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule.

Définition. Une partie U de R? est dite ouverte, ou est un ouvert, si pour tout élément
a de U il existe un réel ¢ strictement positif tel que :

B(a,e) CU

On dit aussi que U est voisinage de tous ses points.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I. Topologie du plan

Exemples.

(i) R? et @ sont des ouverts.

(ii) La partie A = [0, 1] x [0, 1] n’est pas ouverte. En effet le point a = (0,0) est élément
de A, mais pour tout € > 0 la boule ouverte B(a,e) n’est pas incluse dans A. Elle
contient par exemple le point (—%, O) qui n’appartient pas a A.

(177) Démontrons que toute boule ouverte est une partie ouverte.

Soit B(a,r) une boule ouverte.

(iv) Les parties R x R* R*xR* R*\{(0,0)} sont ouvertes.
Propositions.
(i) L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.
(7i) L union d’un nombre quelconque d’ouverts est un ouvert.
(iii) Le produit de deuz intervalles ouverts de R est un ouvert de RA.

Démonstration.
(i) Soit Uy, ..., U, des ouverts, et U leur intersection.

Soit a un point de U. Alors a appartient a tous les U; donc pour tout i = 1,...,n il
existe g; > 0 tel que B(a,&;) C U;.

Posons € = Min{ey,...,e,}. Alors e > 0, et :
Vi=1,...,n e<¢ donc Bla,e) C Bla,g;) C U
Ceci montre que B(a,e) C U. Ainsi U est un ouvert.
(i) Soit (U;);er une famille d’ouverts, et U leur union.

Soit a un point de U. Alors a appartient a I'un des U;, notons-le U;. Il existe € > 0
tel que B(a,e) C U, et donc B(a,e) C U.

Pour tout a € U il existe € > 0 tel que B(a,e) C U, donc U est un ouvert.
(iii) Soit a, b, ¢, d quatre éléments de R tels que a < b et ¢ < d. Soit U = |a,b| x ]c,d|.
Soit u = (z,y) un point de U. Alors a < z < b et ¢ < y < d. On pose
e=Min{z —a,b—z,y—c,d—y}
Les quatre réels étant strictement positifs, € est strictement positif.

On démontre que la boule B(u, €) est incluse dans le pavé [z — e, 2 + ¢| x|y — €,y + €|,
lequel est inclus dans U. 0
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I. Topologie du plan

Remarque. Une partie de R? est fermée, ou est un fermé, si son complémentaire est
ouvert.

On peut démontrer qu'une partie F' est fermée si et seulement si pour toute suite (u,)nen
d’éléments de F'| si (u,) converge alors sa limite appartient a F'.

B. Fonctions de deux variables

Définition. Une fonction de deux variables est une fonction

f: A—R
(z,y) — f(z,y)

ol A une partie de R?.
On note aussi f(u) = f(x,y), avec u = (z,y).

Rappel. Si A et B sont deux ensembles, et f : A — B est une application, alors le graphe
de f est 'ensemble I' = {(a, f(a)) | a € A}. C’est un sous-ensemble de A x B.

Ainsi si A est une partie de R? et f : A — R est une fonction de deux variables, alors
le graphe de f est un sous-ensemble de R?, donc une partie de I'espace. On dit que ce
graphe est une surface ou une nappe.

={(z,y,2) eR* | 2= f(2,9)}

Le graphe est ’ensemble d’équation z = f(z,y) : T
Exemples. Fonctions  (z,y) — 2% + y? (,y) — sinz
(

(,y) — 2% — ¢? T,y) — sinx + siny

(z,y) — V1 —a% —y? (x,y) — e*cosy
Remarque. L’ensemble F(A, R) des fonctions de A dans R est un espace vectoriel sur

R et un anneau. L’addition, la multiplication par un scalaire et la multiplication sont
définies de la maniere habituelle.

Définition. Soit A une partie de R? et f : A — R une fonction. Soit a = (ay,az) un
point de A. Soit A; = {t € R | (t,a9) € A} et Ay = {t € R| (ay,t) € A}. On appelle
applications partielles de f en a les applications

g015A1—>IR, QOQIAQ—>R
x r—>f(:13,a2) Yy r—>f(a1,y)

Remarque. Les applications partielles ¢; et ¢ sont des fonctions d’une seule variable.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I. Topologie du plan

C. Continuité

Définition. Soit U un ouvert de R? et a un point de U. Une fonction f : U — R est
continue en a si :

La fonction f est continue si elle est continue en tout point.

On note 6(U, R) ou 6°(U, R) Iensemble des fonctions continues de U dans R.

Remarque. Soit a un point adjacent a U, c’est-a-dire que toute boule ouverte centrée en
a rencontre U. Soit ¢ un réel. Alors f admet ¢ pour limite en a si :

Ve >0 >0 YuelU lu—qal|<n = |f(u)—{<¢

Si a appartient a U, alors f est continue en a si et seulement si f admet une limite finie
en a.

Exemple. On note p; et ps les fonctions projections canoniques :

pr: RZE—R et p: R*>—R
(z,y) — @ (z,y) — y.
Alors ces fonctions sont continues sur R?. En effet, soit a = (ay,a2) un point de R?, et
soit € un réel strictement positif. Alors pour 77 = ¢ on a bien :

Vu=(z,y) eR* |lu—a||<n = I|pi(u) —pila) <e
Cecl car :
Ip1(u) — pi(a)] = |z — a1] < ||(z — a1,y — a2)|| = [|(2,y) — (a1, a2)|| = ||u — al|
Propositions.

(i) L’ensemble €°(U,R) est un espace vectoriel et un anneau.

(17) Soit I une partie de R. Si f : U — I est continue, et p : [ — R est continue alors la
composée p o f est continue.

(iii) Si f, g : U = R sont deuz fonctions continues, g ne s’annulant pas, alors la fonction
§ est continue.
Remarques.
(i) Ainsi la somme et le produit de deux fonctions continues sont continues.

(77) Comme les projections canoniques p; et py sont continues, alors toute fonction poly-
nomiale est continue sur R?, toute fraction rationnelle est continue sur son ensemble
de définition.

(iii) La fonction (z,%) — € cosy est continue sur R? par composition et produit.
Exemple 1. Soit f la fonction définie par :
f: R*> — R

(z,y) — { e 8 (2,9) #(0,0)

0 sinon.

Remarque. La continuité des applications partielles de f en a n’implique pas la continuité
de f en a.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I. Topologie du plan

D. Fonctions a valeurs dans R?

Définition. Soit F un ensemble, et f une fonction de E dans R2.
On note p; : (z,y) — x et py : (z,y) — y les projections canoniques de R? sur R.

Alors les fonctions f; = py o f et fo = ps o f sont appelées les composantes de f. Elles
vérifient :

vte B f(t) = (fi(D), f2(1))
Exemple. Une fonction f: R — R? est représentée par une courbe de I’espace.

Définitions.

(i) Soit I une partie de R, @ un point de I et f : I — R? une fonction. On dit que f est
continue en a si :

Ve>0 In>0 Vtel |Jt—a|<n = ||f(t)—fla)]|<e

(ii) Soit U un ouvert de R?, a un point de U et f : U — R? une fonction. On dit que f
est continue en a si :

Ve >0 In >0 Yu e U lu—all|<n = ||f(u)— fla)|]| <e
La derniere implication s’écrit :

7(Bla,n) € B(f(a),2)

Proposition. La composée de fonctions continues d’une ou deux variables, a valeurs dans
R ou R?, est continue sur son ensemble de définition.

Proposition. Une fonction d valeurs dans R? est continue si et seulement si ses fonctions
composantes sont continues.

Démonstration. Nous avons vu que les projections canoniques sont continues, donc si f est
continue alors par composition p; o f et ps o f sont continues, i.e., f; et fy sont continues.

On démontre la réciproque en utilisant :  V(z,y) € R* ||(z,y)|| < |z| + |y|

Ceci montre que :

1f (u) = Fa)ll = [[(fi(uw) = fila), falw) = fala))]] < [f1(u) = fi(a)] + [f2(u) = fa(a)] O
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables II. Calcul différentiel

I1. Calcul différentiel

Dans toute cette partie U désigne un ouvert de R

A. Dérivées partielles

Définition. Soit f : U — R une fonction de deux variables, et a = (a1, a2) un point de
U. On dit que f admet une dérivée partielle selon = en a si I'application partielle

p1: = f(z,a9)

est dérivable en a;. On note alors % (a) la dérivée de cette application en aq, et on 'appelle
dérivée partielle selon x de f en a.

De méme on dit que f admet une dérivée partielle selon y en a si 'application partielle

w2 1y = fla,y)

est dérivable en a;. On note alors g—i (a) la dérivée de cette application en as, et on 'appelle
dérivée partielle selon y de f en a.

Remarque. Les dérivées partielles sont donc :

On peut remarquer que les notations % et g—g sont ambigués car x et y sont des variables

muettes.

Exemple. Soit f: R? — R

2
(r,y) — S5

Exemple 1 (suite). Soit f: R?*> — R
gy o | @) 7 00
’ 0 sinon.

Remarque. L’existence des dérivées partielles n’implique pas la continuité.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I1. Calcul différentiel

B. Fonctions de classe 6!

Définition. Une fonction f : U — R est dite de classe 6" en un point a de U si elle

af ot df

admet des dérivées partielles en a et si les applications 3 sont continues en a.

La fonction f est de classe 6" sur U si elle est de classe ‘6 en tout point de U.
On note 6" (U, R) I'ensemble des fonctions de U dans R de classe 6.

Proposition. L’ensemble ‘61(U) est un espace vectoriel réel et un anneau, en particulier
la somme et le produit de deuz fonctions de classe €" est de classe 6.

Le quotient de fonctions de classe 6" est de classe 6" sur son ensemble de définition.

Théoréme (développement limité a 'ordre 1). Soit a = (ay,as) un point de U et
f:U — R une fonction de classe €* en a.

Alors il existe une fonction € : U — R telle que :

Corollaire. Si f : U — R est de classe 6" en a alors f est continue en a.

Démonstration. Le développement limité ci-dessus montre, par inégalité triangulaire, que :

Vu=(o9) €U 17~ @] <lo = anl 5@ + Iy - aal 3 (@] + fluallletw)
<= al( |5 @] + |5 @] + )
Par théoreme d’encadrement : lim f (u) = f(a). Ainsi f est continue en a. O
Remarques. Notons a = (z, yo) et 2o = f(a).
(1) Le développement limité ci-dessus peut s’écrire :
of of

F@o-+hon+K) = F(o.on) +h(a) + 5 (a) + ol (. R )

(77) Le plan d’équation :

of of

z:f(xg,yo)+(x—$o)ax( a)+ (y — yO)ﬁy( a)

est appelé plan tangent a la surface d’équation z = f(z,y) en a.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables IT. Calcul différentiel

C. Gradient

Définition. Soit f : U — R une fonction de classe 6" et a un point de U.

Le vecteur de coordonnées (%(a), %(a)) est appelé gradient de f en a. On note :

Vi = (5. 5 )

On définit ainsi une fonction gradient de f :

Vf:U — R?
a — Vf(a)

Remarques.

(i) Le gradient de f en un point a est un vecteur du plan, donc le gradient de f peut
étre vu comme un champ de vecteur.

(77) Le développement limité de f peut étre écrit :

fu) = fla)+ (Vf(a)|u—a)+|lu—alle(u)  avec lime(u)=
ou fla+v) = fla)+ (Vf(a)|v)+|v]||e(v) avec %iir(l)e’(v):

Le gradient joue le role du coefficient directeur de la tangente pour les fonctions d'une
seule variable.

Exemple 2. Soit f: R? — R
(z,y) — 2% +y°
Alors pour tout point a € R? :  V f(a) = 2a.
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Chapitre A13. Fonctions de deux variables I1. Calcul différentiel

D. Généralisation

Définition. Soit f : U — R? une fonction, de composantes f; et fo.
On dit que f est de classe €' sur U si f; et f, sont de classe 6" sur U.

Remarque. Les fonctions de deux variables et leurs dérivées partielles sont notées en
colonnes : 0 1)
Ja(t filz,y
A ou (T,y) —
d (fz(t) FAea = o)

Exemple 3. Soit U=R xR*et f: U — R?

(e.9) — (5 1552)
Les composantes de f sont les fonctions f; : (z,y) — % et fo: (z,y) — %,
elles admettent des dérivées partielles en tout point de U (i.e., en tout couple (z,y) tel

que y # 0).

par quotient

Les quatre dérivées partielles sont continues sur U donc f est de classe 6.

Définition. Soit f une fonction de classe 6*. La différentielle de f en a est application
linéaire df, canoniquement associée a la matrice Df, :

e Sif:t— f(t)eR Dfy = (f'(t))

o Sif:t— (x(t),y(t)) € R? Df, = Zg;)

o Sifi(zy) e f(x,y) €R Df ey = (L(x.y) Lz,y))
2]

% (z,y) % (z,y)
e Sif:(x,y)— z,y), fo(x,y)) € R? D$:<3x’ Oy \7
fi(xy) = (fil,y), fao,y)) fwy) %(Ly) %—;(x,y)
Remarque. Si U est un ouvert de R”, V un ouvert de R", et f : U — V est une
application de classe 6" alors sa différentielle est 'application df : U — £ (RP, R™)

u — df,.
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E. Dérivation d’une composée

Lemme. Soit n, p, q trois entiers, U un ouvert de R™, V un ouvert de RP, g : U — V et
f:V — RY deux fonctions de classe 6. Alors fo g est de classe 6" et pour tout u € U :

d(f o g)u = dfgu)dgu

Théoréme (Premiére régle de la chaine).

Soit I un intervalle de R, U un ouvert de R?.

Soit z,y : I — R deux fonctions de classe 6", telles que - Yt € I (x(t),y(t)) € U
Soit f: U — R une fonction de classe 6".

Alors la fonction t — f(z(t),y(t)) est de classe 6" sur I, et pour toutt € I :

Démonstration. Posons p(t) = (z(t), y(t)).

Alors ¢ : I — U est de classe 6", et on note ¢ = (;)

> Exercice 1.
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Théoréme (Seconde régle de la chaine).

Soit U et V deur ouverts de R?, ¢ = (¢1,02) : V = U et f: U — R deuz fonctions de
classe €'. Alors la fonction fow:V — R est de classe 6", et pour (x,y) €V :

o) 0,00, )0 Mow) O )00, OF )0

or o9z oz dy i l oy Oz 7 dy Oy v dy
Remarque. Soit u = (z,y). D’apres le lemme :
d(f 0 9)u = dfp(deu
On en déduit :
Exemple 4. Soit f:R*xR — R et p: R? — R?
(2,y) —> ¥ (r,0) — (rcosf,rsinf)

La fonction f est de classe ' par quotient des projections canoniques (z,y) — x et
(z,y) = y.
La fonction ¢ est de classe 6" car ses composantes sont de classe €' par produit.

I(fop) I(foyp)
ar“’ et 12

L5-> en tout point (r,6).

On calcule

> Exercice 2.
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F. Dérivée selon un vecteur

Définition. Soit f : U — R une fonction, a un point de U, et v un vecteur non-nul de
R2. On dit que f admet une dérivée selon le vecteur v en a si la fonction :

foit— fla+tv)

est dérivable en 0. On note :

D, f(a) = £1(0) = lim L@ W) = J(a)

h—0 h

Ce réel est appelé dérivée de f en a selon le vecteur v.

Remarques.
(i) 1l s’agit donc d’une dérivée le long de la droite passant par a dirigée par v.

(77) Les dérivées partielles de f sont les dérivées selon les vecteurs de la base canonique
de R%.

Proposition. Si f est de classe €' en un point a de U alors f admet des dérivées selon
tout vecteur non-nul v en a. En notant v = («, 3) cette dérivée est :

Dyfla) = a3k (@) + 5% ()
En d’autres termes on peut écrire D, f(a) = (V f(a)|v).
Démonstration. Soit ¢ : t — a + tv, et soit a = (ay, az).

Alors o(t) = (a1 + at, ay + Bt), donc ¢ est de classe 6", de dérivée f/(t) = (o, 3) = v.

D’apreés la premiére régle de la chaine la fonction f o ¢ est de classe 6" et :

Remarques.
(i) Pour tout point a de U 'application

df, : R2 — R
v — Dy f(a)

est la différentielle de f au point a, elle est linéaire de matrice (%(a) %(a)).

(7i) D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz :
vweR®  (Vf(a)|v) <[Vl

On en déduit que pour tout vecteur unitaire v : D, f(a) < ||V f(a)||
De plus le maximum est atteint si et seulement si v est colinéaire & V f(a).

On en déduit que le gradient de f en a indique la direction de la plus grande pente
partant de f(a) sur la surface d’équation z = f(z,y).
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G. Extrema

Théoréme. Soit f : U — R une fonction de classe 6", a un point de U.
Si f présente un extremum local en a alors ses dérivées partielles en a sont nulles.
Définition. Un point critique de f est un point a tel que V f(a) = Oge.

.. B 8
De fagon équivalente :  3l(a) = a%m) =0.
Démonstration. Si f présente un maximum local en a, alors il existe une boule ouverte
B(a,r) incluse dans U telle que :

V(z,y) € B(a,7)  f(z,y) < f(a)

Les applications partielles en a = (ay, as) :

or:x e f(r,a) et oy flar,y)

présentent donc elles aussi un maximum au voisinage respectivement de a; et as. Ainsi
o (a1) = ph(az) = 0, soit %(a) = g—;(a) =0. O
Remarques.
(1) Comme pour les fonctions d'une seule variable, la réciproque est fausse.
e Si les dérivées partielles de f en a sont nulles, alors les applications partielles ne
présentent pas forcément un extremum, comme le montre ’exemple de la fonction
(z,y) — 23 + o>
* Siles dérivées partielles de f sont nulles, et si les applications partielles présentent

un extremum toutes les deux, alors la encore f ne présente pas forcément un

extremum, comme le montre 'exemple de la fonction (z,y) — 2% — 3.

Il s’agit d’un point-selle ou point-col.
o Enfin si les applications partielles de f présentent toutes deux un extremum de

méme nature, alors la encore f ne présente pas obligatoirement un extremum,
comme le montre I'exemple de la fonction (z,y) — 2* + 3> — 3zy.

(77) Dans la pratique, pour déterminer les extrema d’une fonction de deux variables a
valeurs dans R, on cherche les points a ou les dérivées partielles s’annulent, 7.e., les
points critiques. Ce sont des extrema potentiels.

On détermine si chacun d’entre eux est un maximum, un minimum, ou un point-selle.

Exemple 5. Déterminer les extrema de :

f: R —R
(r,y) — 32% +y* — 223

> Exercice 3.
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