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Fonctions de deux variables

Exercices de cours�
�	1 Soit U = R∗+ × R et f : U −→ R
(x, y) 7−→ xy.

a. Justifier que U est un ouvert de R2.
b. Justifier que f est de classe C1 et donner ses dé-

rivées partielles.
c. En composant avec la fonction x 7→ (x, x) calcu-

ler la dérivée de x 7→ xx.
d. Calculer de même la dérivée de x 7→ xxx .�
�	2 Soit f : R2 → R une fonction de classe C1.
On suppose que :

∀u ∈ R2 det (u,∇f(u)) = 0

a. Interpréter géométriquement cette égalité.
b. Démontrer qu’il existe une fonction h : R+ → R

telle que :
∀(x, y) ∈ R2 f(x, y) = h(x2 + y2)

Pour ceci, composer avec la fonction :
(r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ).�
�	3 Déterminer les extrema des fonctions suivantes.

f : R2 −→ R
(x, y) 7−→ x2 + xy + 3x+ y

g : R2 −→ R
(x, y) 7−→ 1+xy

1+x2+y2

Travaux dirigés

1 Les parties suivantes de R2 sont-elles des ouverts
de R2 ?

A = (R \Z)2 D =
⋃
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B

(
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√
2

2

)
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⋂

n∈N∗

B
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.

C =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x 6= y

}
2 Représenter le graphe des fonctions suivantes :
f1 : (x, y) 7→ x2 − x f2 : (x, y) 7→ x+ y

f3 : (x, y) 7→ xy f4 : (x, y) 7→ 1
x2+y2+1

f5 : (x, y) 7→
√

1− x2 − y2

3 Soit f : R2 → R la fonction définie par :

f(x, y) =


x3 − y3

x2 + y2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon
a. Démontrer que f est continue.
b. Démontrer que ∂f

∂x (0, 0) et ∂f
∂y (0, 0) existent et

donner leur valeur.
c. La fonction f est-elle de classe C1 ?

4 Reproduire l’exercice précédent avec la fonction
de R2 dans R définie par :

f(x, y) =


x3√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.

5 Démontrer que l’application norme :
N : R2 −→ R

(x, y) 7−→
√
x2 + y2

est de classe C1 sur R2 \ (0, 0) mais pas en (0, 0).
Vérifier que son gradient indique la direction de la
plus grande pente et qu’il est orthogonal aux lignes
de niveau.

6 Soit U un ouvert de R2, et f : U → R une
fonction de classe C1.
a. Justifier que la fonction ϕ : t 7→ f

(
t3, t2

)
est dé-

rivable et calculer sa dérivée.
b. Vérifier avec f(x, y) = xy puis f(x, y) = y

x .

7 Soit U = (R∗)2 et :
f : U −→ R2

(x, y) 7−→
(

arctan x
y , arctan y

x

)
g : R2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y

a. Justifier que U est un ouvert de R2.
b. Soit a un point de R2 \U . La fonction f

admet-elle une limite en a ?
c. Justifier que f est de classe C1 sur U et donner

ses dérivées partielles.
d. Calculer le gradient de g ◦ f .

8 Soit f : R2 → R de classe C1.
Démontrer que si ∂f

∂y = 0 alors il existe une fonction
ϕ dérivable telle que :

∀(x, y) ∈ U f(x, y) = ϕ(x).



9 Déterminer toutes les fonctions f : R2 → R de
classe C1 telles que :

∂f

∂x
= ∂f

∂y

Pour ceci, composer avec l’application :

γ : R2 −→ R2

(u, v) 7−→ (u+ v, u− v).

10 Déterminer les extrema des fonctions sui-
vantes.

f1 : (x, y) 7→ (x− y)2 + (x+ y)3

f2 : (x, y) 7→ x2 + xy + y2 + 2x+ 3y
f3 : (x, y) 7→ x3 + y3 − 6(x2 − y2)
f4 : (x, y) 7→ xy

f5 : (x, y) 7→ (x2 − y)(2x2 − y)
f6 : (x, y) 7→ xey + yex


