Lycée Bellevue — Toulouse 14 mai 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°14

Exercice 1 : Endomorphisme nilpotent de rang maximal.

1. Comme f"~! n’est pas ’endomorphisme nul alors il existe u € E tel que f"(u) # Og.

2. (a) Pour £ =0,...,n on note Py la propriété : la famille (uq, ..., u;) est libre.
Démontrons par récurrence finie que cette propriété est vraie pour tout k =0, ..., n.
Initialisation. Pour k£ = 0 la famille (uy,...,ux) est la famille vide, elle est libre.
Hérédité. Supposons que pour un entier k € {1,...,n} la propriété Pj_; est libre.
Soit (A1, ..., Ag) une famille de scalaires telle que :

AMug + -+ Aug, = 0g. (1)

Par définition des wu; :
A" () + Ao f" 2 () A M f" () = 0p.

Par application de f :

FOL" () + Ao f™ 2 () + -+ M f"F(un)) = (0p).

Comme f est linéaire :
AL (un) 4+ Ao Hug) + - 4 MM (w,) = 0,
Comme f" est 'endomorphisme nul :
Ao f" ) + -+ A fPF D (w,) = 0p.
Par définition des wu; :

Moty + ...+ Mup—1 = 0g.

La famille (uq, ..., u_1) est libre par hypothese de récurrence, donc :
A==\ = 0.

L’égalité (1) donne alors A\ju; = 0. Or uy = f"!(u,,) donc u; est non-nul par choix

de u,, donc A\ = 0.

On a démontré que la famille (uq,...,u;) est libre, la propriété Py, est vraie.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence finie la propriété Py, est vraie pour tout k =0, ..., n.
(b) En particulier la propriété P, est vraie, donc la famille (uq, ..., u,) est libre.

Elle est de cardinal n qui est la dimension de E, donc elle est libre maximale et
ainsi c¢’est une base de E.
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3. Soit k € {0,...,n} et i un entier tel que 1 < i < k.
Alors f*(u;) = fR(f" " (un)) = [ (un).
Comme i < k alors n + k — i > n, donc fH(u;) = f*(f**(u,)), et comme f" est
I'endomorphisme nul alors f*(u;) = O, i.e., u; € ker f*.
On a démontré que pour tout i = 1,...,k : u; € ker f*.
La famille (uq,...,u;) est donc une famille libre de ker f*, et ainsi dim ker f* > k.
Soit maintenant j un entier tel que 1 < j < n—k. Alors u; = f" 77 (u,) = fEH0=k=0(y,).
Comme j < n —kalors n —k —j > 0 donc u; = fH(f"*7(u,)), et u; € im f*.
La famille (u1, ..., u,_x) est donc une famille libre de im f*, et ainsi dimim f* > n—k.
D’apres le théoreme du rang, comme E est de dimension finie et f* est linéaire :

dimker f* + dimim f* = dim E = n.

Autrement dit :
dimim f* = n — dimker f*.

Nous avons démontré que dimim f* > n — k et dimker f* > &, donc :
n—kédimimfk:n—dimkerfk <n-—k.
Ceci montre que dimim f; =n — dimker f* =n — k, et :

dimim f* =n—k et dim ker f* =k

Les familles (uq,...,ug) et (uy,...,u,_k) sont donc des familles libres maximales res-
pectivement de ker f* et im f*.

Finalement :

o La famille (uy,...,u;) est une base de ker f*,

* La famille (uy, ..., u, %) est une base de im f*.

4. On constate :
Vi=2,...,n  flu) = f(f" " (un)) = f77F (un) = uioy.

De plus f(u1) = f™(u,) = Op.
On en déduit que la matrice de f dans la base B est la matrice de taille (n, n) suivante :

0 10 .............. 0
Mp(f) =
-0
1
O - oo 0

Cette matrice est de rang n — 1, donc f est de rang n — 1.
Effectivement, d’apres la question précédente : dimim f =n — 1.
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5. (a) Si g commute avec f alors g commute avec f* pour tout k € N, on peut le démontrer
par récurrence.

Soit i € {1,...,n}. Alors :
g(ui) = g(f" 7 (un)) = [ (9(un))
Les coordonnées de g(u,) dans la base B sont (o, ..., a,) donc :
g(u;) = " aqug + - + auy)

Par linéarité de f™~% et définition des uy, :
Zakfnzuk Za fnzkun Zakfnkuz

Cette égalité est valable pour tous les vecteurs u; de la base B.

Une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base, donc :
n n—1
_ n—k _ J
g=> afr = an;f.
k=1 §=0

Ceci montre que g est combinaison linéaire de f°,..., f*~ 1.

(b) Soit C' I'ensemble des endomorphismes qui commutent avec f :
C={geL(E)| fog=gof}.
D’apres la question précédente :
C’QVect{fk ‘ k:O,...,n—l}.

La réciproque est immédiate : toutes les puissances de f commutent avec f, et toute
combinaison linéaire de ces puissances commute avec f.

Donc par double inclusion :

C:Vect{fk‘ kzO,...,n—l}.

page 3/6



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°14

Exercice 2 : Interpolation de Lagrange.

1. (a) Pour tout scalaire @ 'application de spécialisation P — P(«) est linéaire, donc
toutes les composantes de ® sont linéaires et ainsi ® est linéaire.
Le noyau de ® est ’ensemble des polynémes P de K, [X] tels que :

P(ag) =---= P(ay,) = 0.

Si P est un tel polynéme alors il admet au moins «y, . .., a;,, pour racines. Comme
les a; sont distincts alors P admet au moins n + 1 racines. Mais P est de degré
inférieur ou égal a n, donc P est nul.

Ainsi ker ® = {0g}, et ® est injective.

Or K, [X] est de dimension n + 1, de méme que K.

Par corollaire du théoréeme du rang, comme ® est une application linéaire injective
entre deux espaces vectoriels de méme dimension alors ¢ est bijective.

Finalement ® est un isomorphisme.

(b) Soit By, ..., Bn des scalaires. Alors le n-uplet (B, ..., [3,) appartient a K"
Comme @ est bijective alors il admet un et un seul antécédent par ® et donc il
existe un et un seul polynéme P de degré au plus n tel que ®(P) = (B, ..., 5n),
donc tel que pour tout i =0,...,n: P(ay) = G;.

2. La base canonique de K,[X] est B. = (1, X, ..., X").
Pour tout i =0,...,n: ®(X") = (al,...,a’).
La matrice de ® dans les bases canoniques de K,,[X] et K" est donc :

1 ag ag - oo ay
1 al OZ% """"" a?
_ | = (o
A= MBCBo(q)) - : : : : o (Oéi)0<ij<n
I a, O{?L """"" Oéz

Ses coefficients sont, pour tout 7 et j allant de 0 an : a;; = of.
Comme @ est un isomorphisme alors sa matrice est inversible, donc A est inversible.

3. Soit 5 =0,...,n. On note P; = ®(e;). Alors ®(P;) = ¢; donc :

1 sii=j
W:O,...,n P'C(i: .. .
() { 0 sii#j.
Les scalaires o; pour ¢ # j sont racines de P;, et comme ils sont distincts alors P; est
multiple du produit des (X — «;) avec i # j. Comme ce produit est de degré n et P est
de degré au plus n alors il existe un scalaire A tel que :

Pi=X ] (X — ).

0<i<n
i#]
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Comme Pj(a;) =1 alors A = (H#j(aj — ai))_l, si bien que :

(X — Oéi)
p= [ 2=
J H (@, — )

4. Pour tout j = 0,...,n les scalaires by ;, ..., b, ; sont les coordonnées P; dans la base
canonique de K, [X], donc la matrice B = (b; j)o<i j<n €st la représentation matricielle
de la famille (F,..., P,) dans la base canonique.

Cette famille (P, ..., P,) est I'image de la base canonique de K" par &1

Comme ® est un isomorphisme alors ®~! est un isomorphisme, et 'image d’une base

par un isomorphisme est une base, donc la famille (F, ..., P,) est une base de K, [X].

En conséquence la matrice B est la représentation matricielle de la base B dans la base
B., donc la matrice de passage de la base B, a la base B.

Autrement dit B est la matrice de I'identité de K, [X] dans les bases B et B, :

B = Mpg, (IdKn[X])
Or la matrice A est la matrice de ® dans les bases B, et B :
A = Mg, (D).
Par propriété des représentations matricielles :
AB = Mg, (® o Idg, (x]) = Mg, (®).

Ainsi la matrice AB est la représentation matricielle de I'application ® dans les bases
B=(P,...,P,) et B.=(eg,...,en).

Par définition des P; :  Vj=0,...,n ®(F;) =e;.

La représentation matricielle de ® dans les bases B = (P, ..., P,) et B. = (eq,...,€n)
est donc la matrice identité, ce qui montre que :

AB — Inp41-

Comme les matrices A et B sont carrées alors A et B sont inverses 'une de 'autre :

B=A"
5. Si n = 2 alors la matrice A est :
1 ap oz%
A=|1 a o
1 ay o3

Pour obtenir sa matrice inverse on développe les polynomes Py, Py, Ps.
D’apres la question 3 ces polyndémes sont :
(X — Oél)<X — 042) (X — Oéo)(X — 062)

= (a0 — 1) (g — az) h= (o1 — ag) (a1 — az) h=

(X — Oé())(X — 041)

(az — ag)(az —ay)’
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Notons ¢ = (g — aq) (g — ) (1 — a3). Alors 0 est non-nul et on développe :

(o1 — )

Po = f(&lag — (041 + OéQ)X —|—X2)
P1 = (CYZECKO)(O[QO!O — (042 +OZQ>X +X2)
PQ = M(aoal — (Oéo +O[1>X +X2)

La matrice inverse de A est donc :

. alay — a0l adag — axal  adag — apa?

Al = ai —a? oz% — a2 a? — a%
(ao — ar)(an — az)(1 — az)
a1 — Qg Qo — (g g — (g
On peut aussi I'écrire :
a0 200 (670151
(ao—a1)(ao—a2) (ar1—az)(a1—ao) (az2—ao)(az—ai1)
A—l — —Q—0 —Q2—ag —Qap—ag
(ao—a1)(ao—a2) (ar—az)(a1—ao) (a2—ao)(az—ai1)
1 1 1

(co—a1)(ao—az) (a1—az)(ar—ao) (a2—ao)(az—o1)
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