Feuille de TD n°5
Géométrie plane

1 Vecteurs et coordonnées

1.1 Colinéarité
Des bases

1. Le plan est muni d’un repére <O;§;§'). Dans
chacun des cas suivants, déterminer si les
vecteurs sont colinéaires.

(a) v (_23> etv <_96>
(b) (125> ot v <7_f>

3
() @ (5) et v
2

| O | =

2. Le plan est muni d’un repére (O,Z]) Pré-
ciser si les points A, B et C sont alignés ou
pas :

(@) A(3:4), B(0;2)etC(~2:1).

(b) A<Z;3>,B<%;4> eth;l—;’)

3. Le plan est muni d’un repére (O;f; ]) Déter-
miner les valeurs possibles du réel = de sorte
que les vecteurs i et ¥ soient colinéaires.

(@) 7 (2:6;_ 1) et v (_ﬁ)
(o) @ (i) et 7 (6:6__21””)
(c) @ (%) et v (1:1296)

1.2 coordonnées

Décomposer chacun des vecteurs CT, OX, RD et
EM dans les bases suivantes :

. b. .
Yamoah | @ ad) | s, mm

On considere un triangle ABC non aplati.
Dans chacun des cas suivants, exprimer les vec-
teurs @ et ¥ en fonction des vecteurs AB et A
puis indiquer s’ils sont colinéaires.

1. 1= 2AB+BC—3AC et v — ;ﬁﬂﬁﬂﬁ
2. a:2/@—§ﬁ+ﬁew: (5ﬁ+3ﬁ) —%@

1

2
[4] Dans un triangle ABC non aplati, on consi-
dére les points D, F, F' et G définis respectivement

par :
3DB +7DC =0
E est le milieu de [AC]

SFB+FA =0

G est le symétrique de E par rapport a A.

> w o

On souhaite démontrer que les droites (ED) et
(FG) sont paralleles.

1. En utilisant I'outil vectoriel
(a) Justifier que CD — %c@ puis que
a7 = 2B

(b) Exprimer, en utilisant la relation de
Chasles, le vecteur ﬁ en fonction de
AB et AC.

(¢) Montrer , de la méme facon, que
BD - %ﬁ 4 %ﬁ
(d) Conclure.
2. En utilisant un repére

(a) Déterminer les coordonnées des points
A, B, C, E et G dans le repére
(A4; zﬁ; @)

(b) En exploitant les données de I'énoncé,
calculer les coordonnées des points D
et F.

(c) Conclure.



Recherche et exploitation d’un repére

Dans un triangle non aplati ABC, on conci-
sere le point D symétrique de B par rapport a
C, E le milieu du segment [AC] et F est tel que

ﬁ:%@.

En considérant un repére, démontrer que les
points D, E et F' sont alignés.

2 Equation de droite

2.1 FEquation cartésienne

[6] Soit d la droite d’équation cartésienne

5z —3y+1=0
1. Déterminer un point et un vecteur directeur
de la droite d. Tracer la droite dans un repére.

2. Le point B (5; 7) appartient-il a la droite d?
Justifier.

Dans un repére (O,{J)

1. On considére la droite d d’équation d + % =
a

1, ou a et b sont des nombres réels non nuls.
Déterminer les intersections de la droite avec
les axes (Ox) et (Oy).

2. Donner une équation cartésienne de la droite
passant par A (4; 0) et B(0; 3).

Application : Concours des médianes d’'un
triangle

Soit ABC un triangle, I, J et K les milieux res-
pectifs des cotés [AB], [BC] et [CA]. On se place

dans le repére R = (A, AB: ﬁ)
1. Déterminer les coordonnées des points de la
figure dans le repére R.

2. Déterminer les équations des médianes du
triangle issues des sommets A et C.

3. Déterminer les coordonnées du point d’inter-
section G des deux médianes

4. Prouver que le point G appartient a la mé-
diane issue de B.

[9] Avec un paramétre
Soit m un réel. On considére la famille de droites
D,, d’équation :

x4+ (m—1)y—m=0.

1. Tracer dans un repére <O;z,g) les droites
D1, Dy et D_1.

- =

2. Démontrer que pour tout réel m, la droite D,,,
passe par un point A dont on donnera les co-
ordonnées.

3. (a) Peut-on trouver m tel que la droite D,,
passe par le point B(3; 0) ?

(b) Peut-on trouver m tel que la droite D,,
soit paralléle a 'axe des ordonnées ?

(c) Peut-on trouver m tel que la droite D,,
soit parallele a I'axe des abscisses ?

2.2 Représentation paramétrique

1. On considére la droite (d) caractérisée par le
rT=-5+2t

avec
y=4-3t °

systéme paramétrique {
teR.

(a) Donner les coordonnées d’un point de
la droite (d) et d’un vecteur directeur .

(b) En déduire une équation cartésienne de
la droite (d).

2. On considére la droite (d') d’équation carté-
sienne —6x + 5y = 25.

(a) Donner les coordonnées d’'un point B
de la droite (d’) et d’un vecteur directeur

(b) En déduire une représentation paramé-
trique de la droite (d')

3. Déterminer les coordonnées du point d’inter-
section des deux droites (d) et (d').

On considére les droites

r=2-—1t
(dl).4x—3y——16, (dg) { y =10 — 2 ,teR
r=4+46t
(ds): { y—104+st ' ER

Déterminer les points d’intersections des droites
non paralléles.

Dans le cas de parallélisme, préciser si les droites
sont distinctes ou confondues.



3 Produit scalaire
3.1 Définition et propriétés

Démontrer qu’un triangle est rectangle

Démontrer que le triangle ABC est rectangle,
avec A(—1;-1),B(-2;1)etC(3;1).

Soit A € R. On considére les points
A(2;N),B(1;3)etC(4;3—=M).
Déterminer les valeurs de A pour lesquelles le tri-
angle ABC est rectangle en B.

Médiatrices et concours
Rappel : La médiatrice d'un segment est I'en-
semble des points équidistants des extrémités du
segment.

Dans le plan muni d’un repere orthonormé
(O;?;f), on considére les points A(1;6),
B(-3;2)etC(6;1).

1. Equation de la médiatrice d; du segment
[AB]
(a) Exprimer M A% et M B? en fonction de «
ety.
(b) En déduire qu'une équation de la mé-
diatrice de [AB]estz +y—3=0
2. Concours des médiatrices

(a) Déterminer de la méme facon les équa-
tions des deux autres médiatrices .

(o) Montrer que les trois droites sont
concourantes (sécantes au méme point
d’intersection).

(¢) Comment s’appelle le point de concours
des trois médiatrices ?

Calcul d’angle dans un repére
Dans un repere orthonormé, on donne
A(-2;-1), B(—3;2) et C(5;4). Déterminer la
mesure, arrondie au degré prés, de I'angle BAC.

Loi des sinus

1. On se donne un triangle ABC :

Démontrer que l'aire du triangle ABC est
1 .
égalea S = §cb sin (A>

2. En déduire la « Loi des sinus » :

a b c

sin (2) sin <§) sin <6)

Application
On donne ABC tel que AB = 5cm, A = 30°et
B =50".
Faire un dessin.
Calculer BC et AC.

Soit ABC'D un quadrilatére convexe dont
les diagonales se coupent en O, et soit « la mesure
de 'angle AOB

Démontrer que l'aire de ce quadrilatére est
égale a

S:%ACXBDXSiHOz

On considére un segment [AB] de lon-
gueur 4. Quel est I'ensemble des points M du plan
tels que M A% + MB? =207

ABCD est un rectangle de centre O. Un
point M est placé a l'intérieur du rectangle tel que
MA=30cm, MB =18cm et MC = 6cm.

1. Faire une figure a main levée.
2. Démontrer que M A2+ MC? = MB?+ MD>.

3. En déduire la longueur M D.

3.2 Vecteur normal a une droite

Dans un repére orthonormal (O,Z}) on

considére une droite (d) : 3z — y = 1 et un point
E(0;1).

1. Vérifier que E ¢ (d)

2. Déterminer la distance entre E et (d).



4 Equation de cercle

Donner I'équation du cercle ¢ de centre
A(3; 4) et de rayon 5. Donner I'expression déve-
loppée et réduite.

Discuter des ensembles de points sui-
vants :

e Soit 'ensemble des points M (x; y) vérifiant
léquation : 22 + y? + 62 — 2y +8 =0

e Soit 'ensemble des points M (x; y) vérifiant

. . 1
Iéquation : z2 + % — ST +y+1=0.
On considére le cercle C d’équation z* +
y? — 62 — 8y = 0.

1. Déterminer le centre et le rayon de C.

2. Le cercle C coupe-t-il les axes de coordon-
nées ? Si oui, préciser en quels points.

On considére le cercle C d’équation z* +
y? + 4z 4+ 4y — 17 = 0 et la droite (d) d’équation
cartésienne x — 2y + 3 = 0.
Déterminer les éventuels points d’intersection
entre le cercle C et la droite (d).

On considére le cercle C de centre
A(3; 1), passant par I'origine du repére, et la droite
(d) d’équation z +y — 2 = 0.

Déterminer les éventuels points d’intersection
entre le cercle C et la droite (d).




Feuille de TD n°5
Réponses ou Solutions

1 Vecteurs et coordonnées

1.1 Colinéarité

1. a. oui b. non C. oUi
2. a.ﬁ( > tB?( >etdetﬁ B? —1# 0, donc A, B et C ne sont pas alignés.
b. E( 3/4> etz@<4/3> et det(AB; AC) = 0, donc A, B et C sont alignés.
3. a. 4 et ¥ colinéaires si et seulement si 256;—1 _xl =0 = 22-1-3z=0 x:—%.
b. 4 6-20 =0 < 4x—4—6x+2x2:0A:36>0,doncdeuxso|utions:{ T =2 .
r x—1 To = —1
C. ‘1{90 1:1256 =0 «<— —i—1+2m:0etsix7é0, — —1—2z+ 222 A =9, donc deux
. . xlzl
solutlons.{ Ty = —1/2
1.2 coordonnées
a. Base (AB, AH) : b. Base (AC, AC) : c. Base (HO, HN) :
o CT — —4AB + 3AH o CT = —1/2AC + 3AC; o CT = —1HO + 4HN
o OX =245 +1AH o OX = 3/2AC + 1AG o OX =3HO — 2HN
o RD — 0AD — 2AH o RD — —1AC' — 24C o RD = —2HO + 0HN
o EM = 1AB + 1AH o ENM = 14C + 1AC e EM =2HO — 1HN

3@:1@—2@&6:§E+ﬁ+ﬁ+ﬁ:—éﬁ+@nesont

1. @ = 2AB + BA + AC —
pas colinéaires.

1 e,
2 ii— AD + 3@ et 7 — 3AD + 1AC. On a & = 3@ et donc les vecteurs sont colinéaires.

[4] Préliminaire : placement des points.

3DB +7DC =0 31@4?%123:8

3ZTB>+7<4B> %):6 AFB+BA=0
10DE + 7BC = 0 BE - 154

BD - e !

PARTIE | RESOLUTION VECTORIELLE

1.



CD=CB+ BD AF = AB + BF
ﬁ):c@—l—z@ AF = AB - [AB
@:%c_é E‘:%,@

2. Expression des vecteurs FC et ED en fonction des vecteurs AL et AC.

Cela est possible car les vecteurs E et @ ne sont pas colinéaires (sinon les points A, B et C se-
raient alignés et le triangle ABC aplati).

ED—EC+0OD On remarque que :

O AL 10 Eﬁ:?@Jr—O(C_ZHE) 2 \T5) T | ey 2
3 1 B (23
o tnlw | mole.dm ()

Ainsi les vecteurs ED et F(; sont colinéaires et par conséquent, les droites (ED) et (FG) sont paralleles.

PARTIE I RESOLUTION EN UTILISANT UN REPERE
Dans le repére (A; AB; @) on a rapidement :

A(0;0) B(1;0) C(0;1) E<o;%> G<O;_%>

Pour le point F, on a prouvé plus haut que AE — %ﬁ ainsi, F (% ; 0).

Pour le point D, il faut bricoler un peu :

3
0 3 1 Tn
B-ac+ B (1) + (L) - ¥
10
Ainsi, D <3; l)
10 " 10
3 3
Dans ce repére, ED 101 et GE 4|, on calcule ainsi le déterminant :
5 2
3 3
in 7 3 3
. — |10 -2 _ < _
5 2

Donc ED est colinéaire a G et donc les droites (ED) et (GF) sont paralléles.

Dans le repere (A, ﬁ, @), les coordonnées des points de la figure sont les suivants :

F(%;O) D(-1;2)
Pour les coordonnées de D, on exprime AD en fonction de AL et AC :

ﬁ:ﬁ+2ﬁ:ﬁ+2(ﬂ+ﬁ):—1ﬁ+2@
>etﬁ<4/§>.0na

A0:0)  B:0)  C(0:1) E(O;%)

On a donc les vecteurs DE (_3/2

1 4/3 3 4
—3/2 —2‘__2+_X__0

2 3
Donc les points D, E et F sont alignés.



2 Equation de droite

2.1 Equation cartésienne

(6]

1. Le point A (1; 2) appartient & la droite (d) car 5 x 1 — 3 x 2+ 1 = 0. Un vecteur directeur est (:g)

ou o (3>
)
2. Le point B(7; 5) n'appartient pas aladroite dcar5 x5—-3 x 7+ 1 =0.
1. A(a; 0) et B(0; b) sont les intersections avec les axes de coordonnées.
2. Une équation de la droite passant par A (4; 0) et B(0; 3) estdonc % + % =1 <= 3r+4y =12.

1. Coordonnées dans le repére R :

1 1 1 1
A . . 1 I _ . . K P
00 510 co:) 1(50) I(5i5) K(03)
1 1
Equation de (AJ) ﬁ 1/2 1! est un Equation de (CI) 57 1/2 (! est un
1/2) ~ 2\1 T2\ -2
vecteur directeur et M (z; ) € — AM vecteur directeur et M (x; y) (A]) — CM
et G) sont colinéaires et (_12> sont colinéaires
o H =0 <= z—-—y=0 1
Y <:>‘ _2‘:0<:>—2:U—y+1:0

Lintersection des médianes est donc le point de coordonnées (z,y) vérifiant le systeme :

x—y=0 PN r=y . [a= 1/3
—2r—y+1=0 2r+zx=1 y=1/3
2. La médiane issue de B a pour équation x+2y—1 = 0 et les coordonnées de G vérifient bien I'équation

de la droite, ainsi, G appartient bien a la troisieme médiane.
Cela prouve que les médianes d’un triangle sont concourantes.

[9]

1. On trace les droites d’équationsz =1,z 4+y—-2=0,x —2y+1=0

T+y=2 r+y=2 r=1
{ ro=-1 { y=3 { y=1
Il est clair que le point A (1; 1) appartient aux trois droites 2, %> et 7_;.
SoitmeR,1+(m—1)x1—-m=1+m—1—m =0, donc les coordonnées de A vérifient I'’équation

de la droite Z,, quel que soit m € R.
On en conclut que toutes les droites Z,,, sont concourantes en A.

3. @ 3+(m—-1)x0-—m=0 < m = 3,donc Z; passe par B (3; 0).

2. Résolvons le systeme

. 1—m)\ . ., , . .
(b) Un vecteur directeur de %, est u,, ( 1 ) il sera colinéaire avec I'axe des ordonnées si et
seulement sim = 1.

(c) Un vecteur directeur de Z,,, est u,, (1 _1m> qui ne peut pas étre colinéaire avec 7 (é)



2.2 Représentation paramétrique

3 Produit scalaire
3.1 Définition et propriétés

fTB><_21> et@@),onaﬁ-@:—1><4+2><2:OdonclesvecteurSfTB)etﬁsont

orthogonaux et donc le triangle ABC rectangle en A.

1. Equation de la médiatrice (d;)
a. FM(z:é) etW@fZ’) donc AM? = (z — 1) + (y — 6)* et BM? = (z + 3)* + (y — 2)°.

b.
MA? = M B?

(=12 +(y—6)°=(z+3)°+ (y—2)°
—8x—8y+24=0
r+y—3=0
Ainsi, M (z; y) € di = Md([AB]) <= x+y—-3=0
2. Cercle circonscrit

a. W(x_(j) donc CM? = (z — 6)> + (y — 1) et

y—1
MA? = MC?
(=124 (y—6)>=(x-67"+(@y—1)
10z — 10y =0
z—y=20

Ainsi, M (z; y) € do = Md([AC]) <= x—y =0
b. Le centre Q du cercle circonscrit appartient aux deux médiatrices, ainsi, ses coordonnées sont
solution du systeme :

r+y=3 — 20 = 3 (L1 + Lo) — 0 3.3
z—y=0 T=y 272

On calcule le produit scalaire AB - AC =38, puis, en utilisant la formule d’Al-Kashi, on trouve :

cos A = AB-AC _ 8 4
|AB| x |AC|  VI0x VT4 VISh

R . e . base x hauteur 1 Lo~
1. D’apres la formule classique de 'aire d’un triangle, S = =—c bsind
2 2 S——

hauteur issue C
2. Par permutation circulaire, on obtient les formules équivalentes :

1 ~ 1 ~ 1 ~
S = ibcsinA = §casinB = §absinC

Puis on divise toutes les fractions par % et on obtient |a loi des sinus.




sin 30 sin 50 sin 100

. - 1 ~ —
S = Ao + Apoc + Acop + Apoa Puis on utilise S = §cb sin (A) sachant que BOC = 1 — a et
que sin(m — a) =sina, ona:

—_

S==sina(OAXxOB+0Bx0OC+0Cx0D+0D x OA)
= —sina(OB x (OA+ OC) + OD x (OC + OA))
= —sina(AC x (OB + OD))
= isinaAC x BD

L Nl o \)

On sait, d’aprés le théoréme de la médiane, que pour tout point M , ona M A% + MB? = 2MI* +
1 N .
5ABz, ou I est le milieu de [AB].
o 1 . ,
Ainsi, on a 2MI? =20 — g X 42 =12 <= MI = V6. Lensemble des points recherchés est donc le cercle

de centre I et de rayon V6.

1. Dans un rectangle, les diagonales sont de méme longueur et ont méme milieu. Donc AC = BD et O
est le milieu commun.

Par ailleurs, d’aprés le théoréme de la médiane, M A% + MC? = 2MO? + 5AC2 t par ailleurs, M B? +
1 . .
MD?* =2MO?* + §BD2. D’ou la relation, M A% 4+ MC? = MB? + M D?.

2. MD? =30%+ 6 — 182 = 612, donc M D = 617

3.2 Vecteur normal a une droite

1. les coordonnées de E ne vérifient pas I'équation de d.

2. Un vecteur normal a d est 7 (_31>

(a) Une équation de la perpendiculaire a d passant par E peut-étre définie par { z i ?’5_ . teR.

(b) On cherche le projeté orthogonal H de E sur d :

1
3x3—(1-t)=1 = t=¢
3 4
Donc H | = =
onc 1 (33 )
3
= 1 V1
(c) Ainsidist(E,d) = EH 51 et donc HEﬁH = 5‘/32 +(=1)2 = TO

5

4 Equation de cercle

(=324 (y—42=5% = 22— 6249412 -8 +16=25 «— 22+ — 62 -8y =0



1. 22+ +62 -2y +8=0 <= (z+3)? -9+ (y—1)?-1+8=0 < (z+3)2+(y—1)*=2
ensemble est le cercle de centre Q (—3; 1) et de rayon v/2.

1 1\? 1 1\%2 1 1\2 1\2 11
2. 22492 1=0 ) = “) —Z41=0 =z - ==
Tty 2w+y+ <~ |x 1 16+ y+2 4+ <~ |x 1 + y+2 16

Il N’y a donc aucun point du plan qui vérifie 'équation initiale. On dit que I'ensemble des points est
I'ensemble vide : (.

Centre €2(3; 4), rayon 5.
Axe des abscisses : y = 0, pour trouver les intersections, on résout le systéme

22+ —62—8y =0 — 2 —6x=0
y=0 y=20

T = 0
T = 6
Axe des ordonnées : x = 0, pour trouver les intersections, on résout le systéme

les deux solutions sont {

2 2 @R — 2 _ Q.
z°4+y"—6x -8y =0 — y°—8y=20

y1 =0

les deux solutions sont {
y2 =8

Systeme non linéaire, résolution par substitution :

2, .2 _ 2 _ 2 _ 17 = 2_90=
4y ' +4dr+4y—-17=0 — 4y =12y +9+y" +8y—124+4y—-17=0 — 5y~ —20=0
z—2y+3=0 x=2y—3
y =12
<:>{x:2y—3

Ainsi, les deux intersections sont : I (—7; —2) et J(1; 2).

L'équation du cercle est : 22 + y? — 62 — 2y = 0. Le systéme est :

224y —62—-2y=0 — 2?2+ —62—2y=0 — 4—dy+yP+9y>—1246y—2y=0
r+y—2=0 r=2—y r=2—y
2— = =
= 2y"—8=0 — {7 2 <= I(0;2) et J(4; —2) sontles intersections
r=2—-y rT=2-y

10

r=2y—



