Feuille de TD n°7
Nombres complexes

1 Ensemble des nombres complexes

Savoir déterminer partie réelle et imaginaire d'un nombre complexe donné sous forme algébrique.

2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Addition, multiplication

Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique :

a. 2(1-3i)—(1-1i) e. i’ i (1+D1-1)

b. —4i2+i £ it jo (1+1)?

c. il(—2+7i) g. i3 k. (vV2+iv3)(vV2-iv3)
d - h. i° 1. (2+3i)?

i

Méme consigne

a. i—(2—5i) f. (1+3)(G—-i)-2(5+30) (v2_v2 2
b. 3(1+2i) — (4+1i) g. (1-2i)? AT
c. 2% +i+2(1-2i) h. (i+2)(i-2) L G202 (24 3?2
d. i®-i i. (1-3i)(1+3i)
e. (4—5i)(1+1) jo i1+D@+10)
2.2 Conjugué
Démontrer que pour tout zeC, E Démontrer que pour tout zeC,
e z+7z=2Re(2) e zZER—2z=2
e z—z=2ilm(z) * zEIR—=z=-2

@ Conjugué et opérations.
Soit z€ C un nombre complexe, différent de i. Ecrire le conjugué des nombres suivants :

1. Z2—iz+3i-4 g, 272
2. Z+(2+1)z z-1
| 2-71  2+47i )
@ Démontrer, sans calcul, que le nombre Z = - — - est un nombre réel.
-3+5i 3+5i

Petit probléme
On consideére |'équation (E) z* = —4, ot z est un nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de |'équation (E), alors les nombres complexes —z
et z sont aussi solutions de (E).

2. On considére le nombre zg=1+1i.
Montrer que zq est solution de (E).

3. Déduire des questions précédentes les trois autres solutions de I'équation (E).



On notej=—%+i\/7§.

Calculer * et *, puis 1+j+j

2.3 Inverse et Division

@ On donne les nombres complexes z; =1—4i et zp =1+i

Z2 1 1
Calculer z; 2y, zf, zg’, — et ———.
21 21 22

Equations du premier degré

Résoudre dans C les équations suivantes.

1. iz—1=7i 4, 2i+3z=(1+i)z+1 7. z—1=2i+3z
2. z=3+iz 5. 1+1)z=1-3z
3. 5i—z=3iz+1 6. z+iz=1 8. 2iz—-1=7z+4i

3 Résolution des équations de degré 2

Equations du second degré (bases)
Résoudre dans C.

1. Z2+1=0 3. 22+3z-10=0 5. —z°+8z-25=0
2.222-2z+1=0 4, Z2+6z+15=0 6. 322+V3z+1=0

Factorisation et résolution d’équation
On considére le polynéme P(z) = z° + (=6 +1)z° + (13— 6i) z + 13i

1. Montrer que —i est une racine de P.
2. Déterminer trois nombres complexes a, b et ¢ tels que pour tout z€C, P(z) = (z+1)(az® + bz +¢)

3. En déduire toutes les solutions dans C de I'équation P(z) =0.

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2z-3i+5)(2z° -2z+1)=0

2. (F2z+1)(z—-1) =1

3. 328-22%+2z=0

4, z*+22% —8=0 Méthode ?

On considére le polyndme P défini sur C par P(z) = 2z° — 22 + z - 10.
1. Déterminer une solution évidente réelle xy a I'équation P(z) =0.

2. Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :
- 2
P(z) =(z—xp)(az"+bz+c)

3. Résoudre dans C I'équation P(z) =0.

On considére le polyndme P défini sur C par P(z) = 2% —22% + 1222 -8z +32.
1. Montrer que 2i est une racine de P.
2. Justifier que —2i est également une racine de P.

3. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que P(z) = (2> +4)(az? + bz +c). On pourra procéder par identifi-
cation ou bien par division des polynémes.

4. En déduire les solutions dans C de I'équation P(z) =0.



Feuille de TD n°7
Réponses ou Solutions

1 Ensemble des nombres complexes

Savoir déterminer partie réelle et imaginaire d'un nombre complexe donné sous forme algébrique.

2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Addition, multiplication

a. 1-5i d. -i g i jo 2i
b. 4+i e. —i h. -1 k. 5
c. —7-2i f. 1 i 2 I. —5+12i
a. —2+6i d. -2i g. —3-4i jo —3+i
b. —1+5i e. 9—i h. -5 k. —i
c. —3i f. —2+8i i. 10 1. 10—24i
2.2 Conjugué

Soit z= a+ib son écriture algébrique. E Soit z=a+1ib son écriture algébrique

* 2=z < a+ib=a-ib < b=-b <

— . . b=0 <= z€eR
* z+z=a+ib+a—-ib=2a=2Re(z) _
¢ z2=-7Z < a+ib=-a+ib < a=-a <

e z—Zz=a+ib- (a—ib) =2ib =2ilm(=z) a=0 << z=ib < z€iR.

1. Z2+iz-3i-4
2. z+(2-1z
z—2

3. e
Z+1

@ Somme d'un nombre et de son conjugué.

1. Soit z une solution de I'équation (E).

(] (—Z)4 = Z4 =4
Donc —z est aussi solution de (E).
° 24 = ? = —_4 =4
Donc z est aussi solution de (E).
2. (1+0)?=1+2i-1=2i, donc (1+1)* =) =-4
Donc zg=1+i est solution de (E).



3. D'aprés les questions précédentes, —zg = —1 —1i est solution de (E), zg=1-1iet =zg=—1+1i.

1 V3

j2:—5—17:7, P=11+j+j%=0

2.3 Inverse et Division

@ Vérifier a la calculatrice.

1. 7-i 4 4-3i 6. pas de solution 8. 3-2i
3 .

2. Z(1+i) > dans C.
2 ) 5 4+i - —1+i

3. 1,4+0,81 " 17 . 2

3 Résolution des équations de degré 2

1. +i 3. 5et2 5. 4+3i
1+iv7 —V3+3i
2. 4. -3+iV6 6. ———
4 6
1. P(-i)=0.

2. a=1, b=-6 et ¢ =13 par identification.

3. Les trois solutions sont —i, 3+ 2i.

1
1. —(-5+3i
2( + 31),

3+iv7

4
2+3i

1+i
2

2.

3. 0et

4. +2i et +V/2.

1. Xo=2

2. a=2,b=2, c=5.
—-1+3i

3. Les solutions sont 2,

1. P(2i)=0.

2. Comme les coefficients de P sont réels, les racines complexes de P sont conjuguées.

zg est une racine de P < P(zy) =0 < P(zp) =0 zg—2z§+12zg —-8z+32=0
D’aprés les propriétés des opérations avec les conjugués,
= 7Zp" - 27° +122° 829 +32=0 < P(z9) =0

< Zg est une racine de P.



3.a=1, b=-2et c=8.
4. Les solutions sont +2i et 1+iV/7.



