Feuille de TD n°8
Nombres complexes

1 Ensemble des nombres complexes

Savoir déterminer partie réelle et imaginaire d'un nombre complexe donné sous forme algébrique.

2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Addition, multiplication

Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique :

a. 2(1—3i) — (1 1) e. i3 i (14+i)(1—i)
b. —4i% +i f. it j. (1+1)°
c. il<—2 +7) g i° k. (V2+iv3)(V2—iv3)
d. - h. if L (2+31)°
Méme consigne
a. i—(2-5i) f. (1+3i)(5 —i) —2(5 + 3i) V2 2
b. 3(1+2i) — (441) g (1—2i)? k| 5 —i5
c 2i% +1i+2(1 - 2i) h. (i+2)(i—2) o2 a2
d. i®—i i (1-3i)(1+ 3i) L (327~ (2 +3)
e. (4—5)(1+i) jo i(14+1)(2+1)

i _ 1 'n+1 o n .
Démontrer que 1 +2i + 3i* ... + ni" ' = (n+ L)i 5 nrl

En déduirelavaleurde 1 —34+5—7+... + (-1)*2k +1)etde2 —4+6 — ... + (—=1)* 12k

2.2 Conjugué

@ Démontrer que pour tout z € C, Démontrer que pour tout z € C,
o z+7Z =2Re(2) ¢ 2eER<—=2=72
o z —Z =2iIm(z) ¢ 2 ciR<=2=-%

[6] Conjugué et opérations.
Soit z € C un nombre complexe, différent de i. Ecrire le conjugué des nombres suivants :

1 22 —iz+3i—4 5, 272
2. 24+ (2+i)z z-1
3 2 —Ti 2+7i .
Démontrer, sans calcul, que le nombre Z = _ i ~ est un nombre réel.
—3+51 3+5i
Petit probléme
On considére I'équation (E) z* = —4, ol z est un nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de I'équation (E), alors les nombres complexes —z

et z sont aussi solutions de (E).



2. On considére le nombre zp = 1 + 4.
Montrer que z, est solution de (E).

3. Déduire des questions précédentes les trois autres solutions de I'équation (E).
1 3

[9] On note ¢j = -3 +i§.

Calculer cj? et j?, puis 1 + j + j?

2.3 Inverse et Division

On donne les nombres complexes z; =1 —4iet zp =1 +i

Z9 1 1
Calculer z1 2, 22, 25, = et — — —.
- -

Equations du premier degré
Résoudre dans C les équations suivantes.

Liz—1=71i 4.2i+32=(1+1)z+1 7. 2—1=2i+3%
2. z=3+iz 5 (1+i)z=1-3z2
3.5i—z=3iz+1 6. Z+iz=1 8. 2iz—1=7%+4i

3 Résolution des équations de degré 2

Equations du second degré (bases)
Résoudre dans C.

1. 2241=0 3. 2243:-10=0 5. —22+82—-25=0
2.2:2241=0 4. 224+ 62+15=0 6. 32 4+V324+1=0

Factorisation et résolution d’équation
On consideére le polyndme P(z) = 2% + (=6 +1)2% + (13 — 6i)z + 13i

1. Montrer que —i est une racine de P.
2. Déterminer trois nombres complexes a, b et ¢ tels que pour tout z € C, P(z) = (z +i)(az® + bz + ¢)
3. En déduire toutes les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. (22 —3i+5)(22> =22 4+1) =0

2. (—2z+1)(z—1)=1

3.3 -2+ 2=0

4. 2" +22% — 8 = 0 Méthode ?

On considére le polynéme P défini sur C par P(z) = 22° — 2% + 2 — 10,
1. Déterminer une solution évidente réelle xy a 'équation P(z) = 0.
2. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que :

P(z) = (2 — xg)(az® + bz + ¢)
3. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

On considére le polynéme P défini sur C par P(z) = 2% — 22° + 1222 — 82 + 32.
1. Montrer que 2i est une racine de P.



2. Justifier que —2i est également une racine de P.

3. Déterminer trois réels a, b et c tels que P(z) = (2% + 4)(az® + bz + ¢). On pourra procéder par
identification ou bien par division des polynémes.

4. En déduire les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.

Coefficients complexes — (SG)
Résoudre dans C I'équation 2% — 5(1 4+ 1)z — 124+ 9i =0

Résoudre dans C I'équation (2% — 2z — 11)° +4(2z + 1) = 0

N\ 2 .
Résoudre dans C\{:} I'’équation (i—ji) + (Z * Z) +1=0

zZ—1

4 Représentation géométrique des nombres complexes

4.1 Affixe d’un point du plan

Théoréme de Varignon
On considére quatre points dans le plan complexe : A(a), B(b), C(c) et D(d) et L, M, N et P, les milieux
respectifs des segments [AB], [BC|, [CD] et [DA].

1. Déterminer les affixes ¢, m, n et p des points L, M, N et P en fonction de a, b, c et d.
2. Démontrer que le quadrilatére LM N P est un parallélogramme.

4.2 Affixe d'un vecteur
Dans le plan complexe, on considére les points A(—4 +1), B(3i), C(5+1) et D(—1 — 2i).
1. Calculer les affixes des vecteurs A et CD.
2. Les droites (AB) et (C'D) sont-elles paralleles ?

Dans le plan complexe, on considere les points A(1 —1i), B(3 4 0,5i) et C(8,5 + 4, 5i).
Les points sont-ils alignés ?

Lieu de points

Dans le plan complexe, a tout point M d’affixe z, on associe un point M’ d’affixe 2’ tel que 2’ = 22 + 2iz.
On appelle (E) I'ensemble des points M (z) tels que 2’ est un nombre réel.

1. Vérifier que les points A(2 — i) et B(—3i) appartiennenta (E).

2. Onpose z =z +iyet 2/ =2/ + iy, ol z, y, 2’ ety sont des réels.
Exprimer 2’ et 3/ en fonction de z et .

3. En déduire une caractérisation de I'ensemble (E).

4.3 Module d’un nombre complexe

Dans chacun des cas suivants, représenter 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant les égalités
proposées.

1. |2 =3

2. Re(z) = -2

3. Im(z) =1



5 Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe

. —-b
Pour a et b dans C avec |a| < 1 et |b| < 1, démontrer que ‘la_ ab’ <1
Prouver que la relation de John Dahse : a + 3+~ = %
J C
///
O(a// 3/ 2
1

. . . . 1—1
Ecriture algébrique puis exponentielle de T
1

30
1+i\/§>

141

Donner la forme algébrique de (

1. Donner 'écriture algébrique de

3+ 4i

.. . 3
2. Ecrire sous forme exponentielle T
—1

3. Linéariser I'expression cos®(x)

6 Forme exponentielle

Module et argument de 1 + ¢, selon 6 € [~ ; ).
On pourra factoriser par e's
1+ cosf +isinf

11 Modul rgumen :
odule et argu etde1+cose_l-sin9

Simplifier 'expression : sinz + sin 2z + sin 3z + ... 4 sin nz pour x € R et z # 0[27]

7 Applications a la géométrie

Soient A(a), B(b) et C(c) trois points distincts dans le plan complexe. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

i. ABC est équilatéral.
ii. j et ;2 sontsolutions de az? + bz +c¢=0
ji. a®>+0%>+c®=ab+bc+ ca
Soit ABC'D un quadrilatére convexe du plan. Sur ses 4 cétés [AB] , [BC|, [CD] et [DA] on

construit 4 carrés de centres respectifs P, @, R et S. Démontrer que les milieux K, L, M et N des segments
[PQ], [QR], [RS], et [SP] forment un carré.

Soit  une racine n*me de I'unité. Calculer A = 1 + 2& + 3% + -+ - + ne" !



Feuille de TD n°8
Réponses ou Solutions

1 Ensemble des nombres complexes

Savoir déterminer partie réelle et imaginaire d'un nombre complexe donné sous forme algébrique.

2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Addition, multiplication

a. 1—5i d. —i g. i j. 2i
b. 441 e. —i h. -1 k. 5
c. —7—2i f. 1 1. 2 L —5+12i
a. —2+ 6i d. —2i g —3—4 j. —3+1
b. —1+5i e. 9—1i h. -5 k. —i
¢ —3i f. -2+ 8i i. 10 L. 10 — 24i
2.2 Conjugué
[4] Soit 2 = a + ib son écriture algébrique. Soit z = a + ib son écriture algébrique
¢ 2 =% < at+ib=a—ib <= b= -b
- . . b=0 < zeR
e z+Z=a+ib+a—1ib = 2a = 2Re(z)
¢ z=-7 <= a+ib=—-a+ib <= a =
e 2 —Z=a+1ib— (a —ib) = 2ib = 2ilm(2) —a = a=0 <<= z2=1ib < z€ilR.

1. 22 +iz—-3i—4
2. 24 (2-1)z
z-2
Z4i

Somme d’'un nombre et de son conjugué.

1. Soit z une solution de I'’équation (E).

o (—2)'=2t=—4
Donc —z est aussi solution de (E).
o Tt =21="4=4

Donc 7 est aussi solution de (E).

2. (1+i) =1+42i—1=2i,donc (1+i)* = (20)* = —4
Donc zp = 1 + i est solution de (E).



3. D’aprés les questions précédentes, —zp = —1 —iest solutionde (E),zg=1—-iet —z = —1+1i.

. I v3 <. o

2.3 Inverse et Division
Vérifier & la calculatrice.

1. 7—1i 3. 1,440,8i 5 4t1 , “LAI
17 2
43 6. pas de solution
5 dans C. 8. 3—2i

2. g(l +1) 4.
3 Résolution des équations de degré 2

1. +i 3. —Het2 5. 4+ 3i

1+iV7 —/3+3i
4. —3+iV6 6. 6

1. P(—i) =0.
2. a=1,b= —6 et ¢ = 13 par identification.
3. Les trois solutions sont —i, 3 & 2i.

1 1+i
1. = (- i), ——
2( 5 + 3i), 5
3+ iV7
4
2 + 3i
3. Oet -

6
4. 42i et +v/2.

1. 560:2

2. a=2,b=2,¢c=05.

. —1+3i
3. Les solutions sont 2, 5 1.

1. P(2i) = 0.
2. Comme les coefficients de P sont réels, les racines complexes de P sont conjuguées.

2.

zp estuneracinede P <= P(z) =0 <= P(z) =0 < 2z} — 223 +1222 —82+32=0
D’aprés les propriétés des opérations avec les conjugueés,
— - 27 + 12722 -85 +32=0 < P(%) =0

<= 7Zg est une racine de P.



3.a=1,b=—-2etc=28.
4. Les solutions sont 4-2i et 1 + iv/7.

A = 50i — 4(—12 + 9i) = 48 + 14i
0 = a +if racine carrée de A, donc

o — 3% =48 202 =98 a=+7
200 = 14 — 282 =2 <— B =+1
o + % = /482 + 142 = 50 af =17 af =1

On choisit donc une des deux possibilités. Par exemple § =7 + i
On en déduit les deux solutions de 'équation :

5+51—-7—1 —2-+4i
2= +12 L ;1:—1+2i
5451+ 741
B 2

22 =6+ 31

On a bien z; + 29 = 5 + 51, on est content ©.

Ecriture sous la forme
(B): (12 —22—11)° —4?Qe +1)> =0 < (2® = 2(1 + 20}z — 11— 2i) (2> — 2(1 — 2)x — 11+ 2i) =0
Les solutionssontx1 = —2+1i, 20 =4+ 3i,23 = -2—ietxy=4—3i

4 Représentation géométrique des nombres complexes

4.1 Affixe d’un point du plan

a+b b+ec c+d a+d
,m = , N = etp=

== 2 2 2
2. On calcule le milieu H(h) de [LN] etde K (k) de [M P] :

h_€—|—n a+b+c+d

2 4
_m+p a+btc+d
2 4

k = h, donc le quadrilatére LM N P a ses diagonales qui ont méme milieu et donc c’est un parallélo-
gramme.

On aurait pu aussi calculer les affixes des vecteurs LM et 1757) .

4.2 Affixe d’un vecteur

1. AB(4 + 2i) et CD(—6 — 3i)
44 2i
T —6—3i

2 . . N
=-3 Les vecteurs sont colinéaires et donc les droites sont paralléles.

le quotient des affixes des vecteurs n’est pas réel, donc les vecteurs ne sont pas colinéaires et
donc les points ne sont pas alignés.

x':xQ—yQ—dety':Qxy—i—Qx
ZYER &= ¢y =0 < 22(y+1)=0 < z=00uy=—1
E) est donc la réunion de deux droites, I'une horizontale, 'autre verticale.



4.3 Module d’un nombre complexe

cercle de centre O de rayon 3, droite verticale x = —2, droite horizontale y = 1.

5 Ecriture trigonométrique d’'un nombre complexe

6 Forme exponentielle

7 Applications a la géométrie



