Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A6
Primitives

Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

1 75

e e vy | M) = ey
9 1

fo(w) = z? — 9z falx) = m

e Pour intégrer fy on décompose en éléments simples :

(o) = 1 1 [ 1
T eIV a—14v2) 22le—1-v2 z-1+2

Donc une primitive de f5 est :

Fy(z) = 2\1/§1n

r—1—1+2
r—1++2

e Pour intégrer f; on fait apparaitre la dérivée du dénominateur :

x 1( 2z +1 1 1 2 2
fu®) = (g = 2<<2x+1>2 ) <2x+1>2> B 4<2x+1 B <2x+1>2>

On en déduit une primitive de fy :

1
Fy(x) = 4{11& |2z + 1| + T J

e Pour intégrer fg on décompose en éléments simples :

9 1

1
fﬁ(m):x(I—Q):x—9_;

Donc une primitive de fg est :

9
Fs(xz) =In|z — 9] — In|z| :ln‘l—m‘
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6

: Primitives

e Pour intégrer fs on écrit la forme canonique du dénominateur :

e e /sy it (i
8(r) = = ) "3
e ey ey BGeo DT

On reconnait une forme donc une primitive de fg est :

_u
u2+1 )

2
Fy(z) = 3 arctan(3z — 1)

Calculer une primitive des fonctions :
flz) =
3T

) 4 [

On calcule F(z) + G(x) et F(z) — G(x). On en déduit :

F(z) = ;(x—i—ln (cosx + sinx)) et G(z) = ;(a:—ln (cosx +sinz))

CoS T sinx

———— et g(r)= ——
COST + SInx COSZ + SInx

sur l'intervalle } —

NE

Calculer les intégrales suivantes

7 /2 dzx / sin 2x
b V2 xvx? — 1 I = 1+cos:v
2 d
Ty o
0 2+coszx 0 1+cos:1:+sm:v
a l'aide des changements de variables t = %, t=cosz et t=tan7.

Réponses :
[1:1% [2:3—41n2 [3: z [4:ln2
Calculer I'intégrale :

I= /4ln(1 + tant)dt
0

en utilisant un changement de variable affine échangeant ses bornes.

Tin?2

Le changement de variable x = % — ¢t montre que [ = — I, donc: I =

mln2
8
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: Primitives

Pour tout n € IN on note :

1 tn
In:/ dt
ol+1

a. Démontrer que pour tout n € IN :

1
0< 1, < 1
En déduire que la suite (I,,) converge.
b. Calculer I,,_; + I,, pour n € IN*.
c. Déterminer la limite de la suite :
-y + (=)t =
un — — — — — coo — —
2 3 n
a. Soit n € IN. Comme : i
vVt e |0,1 0< <t"
0, 1] 1+t

Alors par croissance de 'intégrale :

1 1 ¢n 1
/Odtg/ dtg/t"dt.
0 o1+t 0

1
n+1
Par théoréeme d’encadrement la suite (I,,),en converge vers 0.
b. Soit n € IN*. Par linéarité :

1tn_1 A 1 tn 1 1
LH+L~L:/ +dt:/t”_1dt: [] —
o 1+t 0 nlo

Ceci donne :
0< I, <

c. Par définition de u,, :

1 1 1 n
A IN* n:l—— - ... _]_77»—17: _1k—1
n e U 2-1—3 + (—1) - }:( )

D’apres la question précédente :
Vn € IN* Uy = Z(—l)k_l(]k_l + ]k)

Par télescopage :

VnelN  uy = (=1 + S (1)
k=1

k=1
- nf(—n’ffk — zn:(—l)k]k =lo— (=1)"1.
k=0 k=1

Comme la suite ([,,),en+ converge vers 0 alors la suite (u,),en+ converge vers Iy :

1 dt 1
lm w,=lh=| — = [ln|1+t|] =|In2
n——+oo o1+t 0
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MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

@ Déterminer, pour chacune des intégrales suivantes, quelle méthode permet de la

calculer :

primitives usuelles, manipulation d’expressions polynomiales et décomposi-

tion en éléments simples, linéarisation d’expressions trigonométriques, intégration par

parties, changement de variable (dire lequel), autre.

4 9ot
- [ 2
! ot+2
142 4t 41
[4=/++dt
o 2t+1
14t 4+ 1
1:/ dt
Thterl
0 tdt
107 1ttt —4

Nl=

113_/ t(2t —1)%dt
0

[16:/Sin2tCOSQtdt
I

[19:/362t cos 3t dt
0

™

I :/3 sin 3t cos 2t dt
0

1
125:/2 arccost dt

N|=

Lo dt
BT tErl

T tdt
I :/4
M7 Jo cos?t

In2 dt
In= |
0

et —2 —3et

6In(t? + 4
137:/1 (t2)dt

L 3t—4
e [
27t —2)?
]_/8 4dt
ST 443

2v3 2 .
1:/ U
Tk 244

7 _/2 dt
U+ 2)

[14:/Ztan4tdt
0

7 sintdt

Lo= [
= Jo 8 4 sin?t

In3

[20:/ G_tChtdt
—1In3
In2

123:/ chtsh2tdt
0

A
126:/ t2€7tdt
0

2In2 dt
I :/
297 o et — 1

5 tdt
[322/ —

-z cost

1 o

3 [arcsint
o /2,/dt
B o 1—+#2

Calculer ensuite ces intégrales.

On pourra puiser dans la liste suivante de changements de variables utiles :
avec (a,b) & déterminer, z = t?, x = 3, z = tant, z = cost, z = €', v =

r=+et—1,t=shux..

22t—1
L= [ =t
M NCESIE

2a dt

= 0
" Jo tlt+a) af
V2 8t dt
Io= (3t2 — 2)4
/ tdt

#“_2_2

[15—/ (1+tant) dt
0

1s=/ t3e=/2 dt
0

2
121:/ tshtdt
=z

I :/Zcos t+Z)cos(t—2)dt
== I ( 3) ( 3)
In3 dt
I :/
T o 1+ et
5 dt
e
_gcost
T 5 cos®t
B )0 1+ 4sin?t
3
136:/4\/t2+1dt
0
r=at+b
1,
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Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

Méthodes :

I, : FR

I, :FRouCVzx=2t+1
I; : PU

Ip : CV x = t? puis DES
Li3 : IPPouCVzx=2t—-1
116 : Linéarisation

Iy : Complexes

155 : Linéarisation

Iy : IPP
Lg:CVa=+t+1

I3 : IPP

I3y : CV 2 = €! puis DES
I3; - IPP

Réponses :

I; =8—-4In3
I1=3(3In3+4)

Iy =22+ 7

Ip = %ln3

Lz = 55

L = %

g = —%(62‘7” + 1)

I = 1%

Iys = 5

s In2
In=%-75

_In3
134_ 4

5 1 s
]37—61H5 21D2+4

IQI
[52
[8:

Iy -
CVar=+et—1
I3 -
I35 -
Iss -

FR
DES
FRouCVt=2z

OV =1t

: CV z = tant

: CV x = cost puis DES
: PU

: PU ou linéarisation

IPP

Parité
PU
PU

Ig =2 — (A% +2A + 2)e~4

Iy =%
Iy =0
[35—#1
Iy = 202

IgZFR
Is : DES
Iy : PUouCV x =3t -2

L5 : CV z = t? puis DES
Ii5 : PU

Iig : IPP

Iy, : IPP

15, : Linéarisation
Iy; :CVz=¢l

I3o : CV z =sint
I35 : CV z = 2sint
I3 : CV t =sht
I3=2In3 -2

I = fln%

I==

Ly = _1%2
Iis=1+1In2

Il8 =2 ([EQ + 2)671«2/2

Iy = e + 3e?
=it
Iy, = ln%

I3 =1n3
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

e Pour le calcul de Iy on peut appliquer le changement de variable x = ¢t — 2, ou alors
directement :

1

13(t—2) + 2 13 2 2 4
2= |, -2y dt 71t—2+(t—2)2dt 3In|t — 2| 3, 3 3In3

e Pour le calcul de I3 on peut appliquer le changement de variable x = t + 1, ou alors
directement :

29t —1 22(t+1) — 3 2 2 3
]:/7dt:/7dt= - dt
ST o (t41)2 o (t+1)? ot+1  (t+1)?
3 2
:[21n]t+1]+ =| 2In3 -2
t+1]g

e Pour le calcul de I, on applique le changement de variable x = 2¢ + 1.

La fonction ¢t — 2t + 1 est de classe 6", dz = 2dt et t = %‘1 donc :

312243\ do 31 3 1/ a2 S|

1

e Pour le calcul de I on décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

4 2 2

2_4t+3 t—-3 t—1

Ceci permet de calculer :

s Adt 5 9 2 8 15
I:/:/—dt:[Zl t—3l—o2mlt—1| =| 2mn—
ST he—4+3 Jit—-3 t—-1 nft=3[=2mft-1]) R

e Pour le calcul de I on décompose en éléments simples :

1 _1(1 1>
tt+a) a\t t+a

Ceci donne

20 dt 1 f2a/1 1 1 2a 1.4
a tit+a) alo \t t+a a a a 3

e Pour le calcul de Iy on reconnait une primitive usuelle de la forme v/'u® :

V2

V2 8tdt 8 (v2 4[(3t2—2)3 7
I:/ 727/ 6t(32 —2) *dt = |~ —— | = =
T (=21 6h ( ) 3 -3 |,

page 6/17



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

e Pour le calcul de I}y on applique le changement de variable x = t2.

La fonction ¢ — 2 est de classe 6" sur l'intervalle [—1,0], de dérivée t +— 2t. Ceci donne
fi—f = 2t puis 2tdt = dx. Par changement de variable :

0 ¢tdt 01 dx
Lo = w4 |92 _ 4
—1tt —4 1222 —4
On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

1 1

22—4 4

1 1 }
r—2 xz+2

On en déduit :

1 0
I —‘/< )1:@ 91 2]: In3
1073 ~ oo =gl nfe 2 8

e Pour le calcul de I, on applique le changement de variable z = ¢2.

La fonction ¢ ~— t2 est de classe €' et dz = 2tdt donc tdt = %‘”. Par changement de

variable :
11 dx 1/t dx

0222—2—2 2J (x —2)(z+ 1)

Par décomposition en éléments simples :

111 1 1 Ll 2
1_/( _ %1—P et 1| =| =22
2= ooz " par) g le— 2 - e+

112 -

e Plusieurs méthodes sont possibles pour calculer I3 : intégration par parties, changement
de variable x = 2t — 1, ou directement manipulation de polyndémes, comme ci-dessous :

t(2t —1)% = ;(215 —1+1)(2t—1)P°= ;(215 -1+ ;(215 —1)®

On en déduit :

21 — 1)10 @r—nﬂé 1

% 1[(
fis = 4/ 22t -1 +202t - 1) )dt 4[ 10 9 360

0

e Pour le calcul de I14 on applique le changement de variable x = tant.

La fonction ¢ — tant est de classe €' sur l'intervalle [0, 4} et d‘” =1+tan?t =1+ 22
On en déduit : . . 4
I x
1 :/4tan4tdt:/ zt
" 0 o 1+
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

Il reste a manipuler la fonction rationnelle :

xt 2t 4 22 x—l—i—l 1
— 2 14
1+ 22 1+ 22 2 +1

On en déduit

3 1
x

lyy=|— —z+arctanz| = —
3 0

N
W N

e Pour le calcul de I 5 on fait apparaitre des primitives usuelles :

I :/Z(l—i—tant)th: /Z<1—|—tan2t+2tant) dt
0 0

[tanzﬁ—an|cos1ﬂ4 1+In2
0

e Pour le calcul de I on linéarise 'expression trigonométrique, en utilisant les formules
de trigonométrie ou les formules d’Euler.

) 2
9 5 sin(2t) 1., 11— cos(4t)
sin” t cos ( 5 7 Sin (2t) 1 5
Ceci donne :
m 1 fm 1 sin(4t) |" 3
I :/'% Qtdt:f/ 1 —cos(4t))dt = - |t — =| —
16 %sm cos 3 ) (1 — cos(4t)) 5 | 3
e Pour le calcul de I17 on applique le changement de variable x = cos't.
La fonction ¢ — cost est de classe 6 sur intervalle [0, 7], de dérivée ‘é—f = —sint ce qui

donne dr = —sintdt, et par changement de variable :
T sintdt -1 —dx
7_/84—smt /1 9 — 2?2
Par décomposition en éléments simples :

11/ 1 1
o= 5 )a
7= s\3xs T3

1 1
:{ln|3+x|—ln|3—x|} =| —
6 -1

e Pour le calcul de I;5 on utiliser une intégration par parties en posant u/(t) = te™/2
et v(t) = 2. Alors u(t) = —e /2 et v/(t) = 2t, les fonctions u et v sont de classe 6" et
donc :

I1g=/ 3¢t/ dt:[ t2et /2} /2te*t 124t
0

= —g%e /2 _ Q[etz/Q] =1 2—-(2+ xQ)e’xQ/z
0
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

e Pour le calcul de I19 on utilise les complexes :

Iy = /§62t cos 3tdt = /ge% Re (e?’“) dt = Re (/36(2+3i)t dt)
0 0 0

On calcule :
z A @315 9 _ 35 o 9%, o
3 (2+3i)t dt = € _ FHT _ 1) = — Eus 1
[reeman= |55, -5 o) R
205 4 1)
La partie réelle de ce complexe est : | [1g = 3

e Pour le calcul de Iy on écrit e *cht = 3(14 ¢ ) puis:

In3 1 —2¢7In3 9
lt - e] _ |2 +1n3

I /ln3 ~t chtdt 1/ (1+e)at
= e’c = e ==
20 —1n3 2 —1n3 2

e Pour le calcul de I5; on utilise une intégration par parties.
On pose u(t) =t et v(t) = cht. Alors u et v sont de classe €', de dérivées u'(t) = 1 et

v'(t) = sht. En intégrant par parties :
2

2 2
121:/ tshtdt = [tcht] —/ chtdt
—2 -2 2

4¢ch2 —2sh?2 |=| ® + 3¢2

2
= [tcht—sht} =
2

e Pour le calcul de Iy, on linéarise 1’expression trigonométrique grace aux formules d’Eu-
ler :
i3t _ —i3t\ (2t | ,—i2t it it _ —it _ —5it
—e e +e e’ +et—e " —e . .
( ) ( ) _ vy zi(sm’f)t—l—smt)
7

sin 3t cos 2t = -
21 2

Ceci donne :
3 3

s

s 1 s
I :/Ssin?)tcothdt: f/g(sinSt—I—sint)dt: —| — —cosbt —cost| =
0 2Jo 2 5

o
—_
S

e Pour le calcul de 153 on pourrait linéariser 1’expression hyperbolique, mais on peut aussi
utiliser la formule sh 2t = 2shtcht, puis reconnaitre une formule de type u/u? :

In2 61

2
2shtch?tdt = [chSt] =
3 0 96

In2

0

In2
Ly = / chtsh2tdt —
0
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Primitives

e Pour le calcul de I54 on linéarise, en utilisant les formules d’Euler :

jus

1 N
124:/04cos(t+3>cos( 3>dt

1% o 1[sin(2t) ¢]% |1 =«
i 9 idl - I R
2/0 (cos( t) + cos 3 )dt 2[ 5 210 1716

e Pour le calcul de I5 on integre par parties, en posant u(t) = t et v(t) = arccost.
Ces deux fonctions sont de classe €' sur l'intervalle {—%, %}, de dérivées u'(t) = 1 et
V'(t) = ﬁ, ce qui donne :

} )
Iy; = / (1 x arccost) dt = {t arccos t}

+/%tdt
SN

[NIES

T 2 13 s
= P (21— ) e dt = —{2\/1—152} =| =
e Pour le calcul de I55 on utilise deux intégrations par parties successives.
On pose u(t) = t* et v(t) = —e~t. Alors les fonctions u et v sont de classe 6" sur I'intervalle

[0, A] (ou [A, 0] si A < 0), de dérivées u/(t) = 2t et v/(t) = e *. Par intégration par parties :
A A A
Iy = / t2e tdt = [ — t2€_t] + / o2te ! dt
0 o Jo

On pose alors (indépendemment du calcul précédent) u(t) = 2t et v(t) = —e~*. Alors u
et v sont de classe 6", de dérivées u'(t) = 2 et v/(t) = e~*. Par intégration par parties :

A A A
I = {— th_t} + [— 2te +/ 2etdt
0 0 0

Ceci donne :

A

Ly = [ —tPet —2te™t — 27| =|2— (A2 + 24+ 2)e

0

e Pour le calcul de I; on utilise le changement de variable x = e!, méme si z = e™*

conviendrait mieux.

La fonction t — €' est de classe 6" sur l'intervalle [In2,1n 3], sa dérivée est &= =1

Ainsi dt = df et par changement de variable :

In3
Iy = - i
= In2 1+et 1+x
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On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

I —/3(1 ! )d—{1|| ml+a] = 2m3—3m2=1n"
7= L\Z 152 z=|In|z n x2_ n n_n8

e Pour le calcul de 55 on utilise le changement de variable x = v/t + 1, qui donne t = 22 —1.

La fonction t + v/t + 1 est de classe 6" sur le segment [1,3], de dérivée t — 5 \/LTl = o,
donc dt = 2x dx puis par changement de variable :
I _/3 dt _[? 2xdzx _/2 2dx
T htvivl Je@-Dz Je@-1D)E+1)

Par décomposition en éléments simples :

2 1 1 2 22
J:/( _ )d:l -1 1}:11
28 e e i T n |z | —In|z + ’\/E nll+ 5

e Pour le calcul de I59 on utilise le changement de variable z = /et — 1.

La fonction ¢ — v/ef — 1 est de classe €' sur l'intervalle [In2,21n2] car t + 1 > 0 sur ce

ORI t 2 .
segment. Sa dérivée est 4 = 5 \/ztfl =+l donc dt = 2292 Par changement de variable :

dt 2z 241"
I _/21n2 dt _/\/5 2dz
297 o et—1 N1 oa?+1

On en déduit :

V3
Iy = Q[arctan x} =
1

SN

e Pour le calcul de I3y on commence par écrire :

5 dt 5 costdt
130 :/ :/ D)
—zcost —z1—sin“t

On applique ensuite le changement de variable x = sin t.

™ T

La fonction ¢ ~— sint est de classe 6" sur l'intervalle {—g, 5

} et sa dérivée est ‘é—f = cost,
ce qui montre que dxr = cost dt.

Par changement de variable :

1
5 dx
130:/_ 1 — 22

On décompose en éléments simples :

1 _1[ 1 N 1]
1—22 21—z 14z

page 11/17
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Puis on calcule :
1 /3 1 -1 1 1

I?,O:*/2 (— )dx—[ln‘ T

2/-i\1+uw 11—z 2 1—2z

e L’intégrale I3; se calcule par intégration par parties.

%
L_ In3

T2

'(t) =1 et v(t) = tant.

Soit u(t) =t et v'(t) = 5

Les fonctions u et v sont de classe 6* sur [O, ﬂ, par intégration par parties :

I /X tdt [t . t}’i /Zt + dt [1 | t‘]l 7w In2
= e an — an = n|cos - — —
31 0 cos?t 0 0 4 0 4 2

s tdt
e L’intégrale I35 = / ) est nulle car la fonction ¢t +— est impaire.
-z cost cost

Pour démontrer ceci on applique le changement de variable x = —t.
La fonction = — —z est de classe 6" et g—; = —1, d’'ou dt = —dx puis par changement de
variable : i d 4

s —wde xdx

Ip= [ -5 — - = I

z cos( —TCOST

Ceci donne comme annonceé : I3, =0

e Pour le calcul de I35 on utilise le changement de variable x = 2sint.
La fonction ¢ — 2sint est de classe 6! , de derlvee = 2cost, donc doz = 2costdt.

Par changement de variable :

2\?2) de
/ cos® t dt /Sr (1 —sin?t) cost dt /\/§ <1 B (5) ) 2
3 prng = =
1 0 0

1+4sint 1+ (2sint)? 1+ 22
On calcule :
f4—a; 1 V37, 5 1 V3 5t /3
e e = s ]|
33k 1125k \Tre SY e R 24 8

e Pour le calcul de I34 on utilise le changement de variable x = €.

t dx dx

. 1 o
La fonction t — e! est de classe 6, sa dérivée es %= el = x, donc dt = .
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Par changement de variable :

o= /hl? dt B /2 dz B /2 dx
U)o et —2—3et 1z —2-2) S a2—22+3

On décompose en éléments simples :

1 B 1 _1{ 1 1 ]
2 —2r—3 (z-3)(x+1) 4lr—-3 =z+1
On en déduit :
1 r2 1 1 1 2 In3
Iy=+ [ (— >dt:[l 31 1} —| 22
HEAL\e =3 11 e =8l = Infr+ 1] 4
e Pour le calcul de I35 on reconnait la forme v/'u™ :
eln™ ¢ el In" " ¢]° 1
[35:/ - dt:/f(lnt)"dt: - =
1t 1t n+1|, n+1

e Pour le calcul de I35 on utilise le changement de variable ¢ = sh x.

La fonction z — shz est de classe 6%, de dérivée % =chux.

Elle est bijective de R dans R donc % admet un unique antécédent que 1'on note « :
sha = 3.
4

Par changement de variable :

3 « (0%
]36:/4\/t2+1dt:/ \/sth—l—lchxdx:/ lch z| ch z dz
0 0 0

Comme chz > 0 pour tout z € R alors |chz| = chz.

On calcule : ch®z = 1(ch2z + 1), donc :

1 re 1 h2z1% 1 h2
13625/ (1+ch2x)dx = [x+s x} :<a+s a)
0 0

2 2 2 2
On calcule « en résolvant I’équation sha = %

Celle-ci donne X? — %X —1=0en posant X = e donc X =2 ou X = —%. Comme X
est strictement positif alors X =2 et a = 1n2.

In2 15
Ceci donne sh 2a = %5, puis | I35 = 117 + 3 |
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e Pour le calcul de 37 on utilise une intégration par parties.

Pour tout ¢ € [1,6], soit u(t) = In(t> +4) et v(t) = —1.

Ces fonctions sont de classe 6" sur [1,6], de dérivées u'(t) = tffr S et v'(t) = %

Par intégration par parties :

61n(#2 + 4 2 +4)1° 6 2
137:/1n(t;_)dt:[—n(+>] + dt

t 124+ 4
On obtient :
In 40 6 1 5 1 t16
[37:—n—+ln5+ 22dt:1n5—1n8+{arctan]
6 1] 4 (%) 6 6 211
5 1 1
= 5 Inb — 3 In2 4+ (arctan3 — arctan 2)
On peut remarquer que :
1 T 1 T
tan (arctan 3 — arctan 2) =1 avec — 5 < arctan 3 — arctan 5 < 5

donc (arctan3 — arctan %) = % et enfin :

5In5 In2 «

6 2+4

37 —

e Pour le calcul de I35 on remarque une primitive usuelle v/'u® :

5 |arcsint 3 1 1
I :/2 7dt:/ arcsint)2 dt
58 o | 1—1¢2 0 \/1—752( )

1
arcsinz ¢ |°  2/m\3? /T
0

On en déduit :

96

2
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2l
[7] Pour tout z € R% on pose F(xz) :/ =

dt.
11+4¢2

a. Justifier que I est bien définie sur R .

b. Appliquer le changement de variable ¢ = % a F(z) et en déduire que F est nulle.

Int
1+¢2

c. Justifier que la fonction ¢ : t —
en fonction de celle-ci.

admet une primitive ® sur R et exprimer F

En déduire que F est dérivable, calculer sa dérivée et retrouver le résultat précécent.

a. La fonction ¢ : t — 11_1;; est définie et continue sur I'intervalle RY donc par corollaire

du théoreme fondamental elle admet une primitive sur cet intervalle.

On pourrait poser par exemple ®(z) = / o(t) dt.
1

Soi x € R. Alors l'intervalle B,x} (ou [x, %] si ¢ < 1) est inclus dans RY, donc

I'intégrale F'(z) est bien définie.

b
En effet, I'intégrale / f(t)dt est définie pour tout fonction f continue sur le segment
a
[a, 0].
b. Posons u = % La fonction t % est de classe €' sur RY, de dérivée t — —t%, donc

i—? = —t% puis dt = —Cu%‘. Par changement de variable :
@ Int : Inl du z lnu
Fla) = [ dt = o (=50 ) == [ g du= —F(a)
(z) 11+4¢2 g; 1+u12< u2> 1]+ u? Y (z)

Ceci montre : Vx € R F(x)=0.
c. Nous avons déja justifié que la fonction ¢ admet une primitive sur R.. Soit ® une telle
primitive.

Comme ¢ est une primitive de ¢ alors :

VreR.  Flz) = / “o(t) dt — [(I)(t)] — B(z) - @(i).

La fonction ® est dérivable car c’est une primitive. La fonction x +— % I’est aussi, donc
par composition et somme la fonction F' est dérivable. Sa dérivée est :

VoERL  F() =) +50(3) = o) + (1)

On calcule : -
Inx 1 In=

Fllz) = ——— + — =0
(=) 1—|—$2+x21+x—12

Comme R est un intervalle alors I’ est constante.

Comme F(1) = 0 alors F est nulle sur R?.
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On note F' la primitive s’annulant en 0 de :
1

1+ cosz
a. Exprimer F(z) a I'aide d’une intégrale, et préciser sur quel intervalle maximal elle
est définie.

frz—

b. Calculer F(z) en utilisant le changement de variable ¢ = tan §.

Exprimer le résultat en fonction de cosz et sin x.

dx

——— sur lintervalle |—m, 7|
I +cosx

X
a. F(X) = /0 .
xr SN T

b. On obtient F'(z) =tan—~ = ———
n obtient F'(x) ang =

@ Soit N un entier naturel. Pour tout entier m tel que 0 < m < N on note :

1
I, = / z™(1 — z)V " dz
0

a. Calculer Ij.

b. Démontrer que pour tout m € {0, ..., N — 1} :

m+1

N—m

c. En déduire une formule générale pour [, et la démontrer par récurrence.

Im+1 = [m

Vérifier cette formule pour Iy .
d. Donner pour tout (m,n) € IN? la valeur de :

1
/ z™(1 —z)"dx
0

1

N +1
b. On applique une intégration par parties.

c. On obtient :

a. On obtient Iy =

1 1
Vme{0,...,N—1}  In,=-~<ly=
o wvrn((Y)

()

On démontre ce résultat par récurrence finie.
Il donne en particulier I = Iy, ce qui peut étre vérifié directement.
d. En posant n = N — m on obtient :

min!

1
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Soit f une fonction continue sur R. Pour tout x € R on pose :

O(z) = / (x — £)f(t)dt
0
a. Justifier que la fonction ® est bien définie sur R.
b. Justifier que ® est dérivable, et calculer sa dérivée.

a. Soit x un réel fixé.
La fonction f est continue donc par produit la fonction ¢ — (z — ) f(¢) est continue
sur l'intervalle [0, z] (ou [z, 0] si z < 0).
En conséquence l'intégrale / (x —t)f(t)dt est définie.
0

Ceci étant vrai pour tout x € R, la fonction ® est définie sur R.
b. Méthode 1. Par linéarité :

VeeR  ®(z) = x/omf(t) dt + /Omtf(t) dt.

La fonction f est continue sur R. Par produit la fonction ¢ — ¢ f(t) est aussi continue
sur R.
T

D’apres le théoreme fondamental les fonctions x +— / f(t)dt et x — / tf(t)dt sont
0 0

des primitives respectives de f et de t — tf(t).

Elles sont donc dérivables.

Par produit et somme la fonction ® est dérivable, de dérivée :

VeeR  @(z) :/Oxf(t)dterf(x)—xf(x) :/Oxf(t)dt.

En conséquence ® est une primitive d’'une primitive de f.
Méthode 2. On utilise une intégration par parties.
Soit z € R fixé, et pour tout t € R :  u(t) =z —t.

Soit F(x) = / f(t)dt. D’apres le théoreme fondamental, comme f est continue alors
F' est la primitive de f qui s’annule en 0.

Les fonctions u et F sont de classe 6" (car f est continue), donc par intégration par
parties :

T

- /x(—l)F(t) dt

B(z) = /0 “u(t) F(8) dt = {u@)F(t)L O
+ /0 "Rt dt

~[@=0Fw]
Comme F'(0) =0 alors :
VeeR  O(x) = /OQCF(t) dt.

Ceci montre que ® est une primitive d’une primitive de f.

Plus précisément @ est la primitive qui s’annule en 0 de la primitive qui s’annule en 0
de f.
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