Lycée Bellevue — Toulouse Année 2026-2027
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. B3
Logique

Soit P, ), R des propositions. Les égalités suivantes sont-elles vraies ?
a. (PANQ)VR=PA(QVR)

b. ((P=Q)=R)=(P=(Q=R))

c. ( P&Q)e R=P<(Q<R).

On utilise des tables de vérité.

a. On obtient :
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On constate que les deux dernieres colonnes ne sont pas identiques, donc 1’égalité est
fausse.

On peut méme en déduire qu’elle est fausse si P = L, () est quelconque et R = T. En
effet, pour toute proposition @ :

(LAQ)VT =T et LAQVT)=1

b. De méme avec P = R = 1 et ) quelconque.
c. Par contre cette égalité est toujours vraie.

Ecrire en termes logiques qu’étant donnés trois réels, deux au moins d’entre eux
sont de méme signe.
Pour ceci, remarquer que deux réels z et y ont méme signe si zy > 0.

Démontrer ensuite cette propriété.
La propriété s’écrit :

V(z,y,2) € R? (zy =20 ou zz>0 ou yz>=0)
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Sa négation est :
I(x,y, 2) € R (xy <0 et 22<0 et yz<0)

Cette propriété est fausse. En effet, si xy < 0, zz < 0 et yz < 0 alors par produit
22y%2% < 0, ce qui faux car le carré d'un réel est positif.

Par négation, la propriété de départ est vraie : parmi trois réels, deux au moins sont de
méme signe.

Soit f une fonction de R dans R. Ecrire a 'aide de quantificateurs les propositions
suivantes ainsi que leurs négations.

a. f est I'identité de R.

b. f admet un point fixe.

c. f est monotone.

d. f est surjective (tout élément de R admet au moins un antécédent).

e. f est injective (tout élément de R admet au plus un antécédent).

a. Ve R f(z) == nona. dJreR f(z)#x
b. IreR f(x)==z nonb. Vr e R f(z)#«x
c. (V(z,2") e R? (x <2’ = f(z) < f(2))
ou (V(z,2') eR® (z<2’ = f(z) > f(2)))
non c. I(a,b,c,d) €R* (a<b et c<d et fla)> f(b) et f(c) < f(d))

d. Vye R JzeR f(z)=y nond. JyeR Ve eR f(x)#y
e. V(z,2)eR? (f(x)=f(2)) = z=1)
non e. Iz, 2’) € R? (f(x) = f(a)) et = #2)

Soit f: R — R une fonction.

Démontrer que si f o f est croissante et f o f o f est strictement décroissante, alors f
est strictement décroissante.

On raisonne par I'absurde.
Supposons que f o f est croissante et f o f o f est strictement décroissante.

On souhaite démontrer que f est strictement décroissante, donc que :
V(z, ) eR®> (zr<a’ = f(z)> f(z))
Supposons que f n’est pas strictement croissante, donc que :

3(z,2") € R? (x <2’ et f(x) < f(2))
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Soit (z,2) un couple de réels tel que z < 2’ et f(z) < f(2').
Comme z <z’ et fofof eststrictement décroissante alors :

fofof(x)>fofof(a) (1)
Comme f(x) < f(z') et fof estcroissante alors :
fofof(x)< fofolf(@) (2)

Les inégalités (1) et (2) sont incompatibles.
Cette contradiction montre que f est strictement décroissante.

Principe des tiroirs.

a. Soit n € IN*. Ma commode possede n tiroirs et elle contient n + 1 chaussettes.
Démontrer qu’au moins un tiroir contient au moins deux chaussettes.

b. Démontrer de nouveau qu’étant donnés trois réels, deux au moins sont de méme
signe.

a. La négation de la proposition «au moins un tiroir contient au moins deux chaussettes»
est : «Aucun tiroir ne contient au moins deux chaussettes».

Dans ce cas chaque tiroir contient au plus une chaussette, et donc la commode contient
au plus n chaussettes, ce qui est faux.

Par négation : au moins un tiroir contient au moins deux chaussettes.

b. Deux signes sont possibles pour trois réels, donc d’apres le principe des tiroirs au moins
deux des trois réels ont méme signe.

On considere 2026 entiers relatifs.

Démontrer qu’il est possible d’en extraire un certain nombre dont la somme est multiple
de 2026.

Soit nq,...,nag2e des entiers relatifs.
On définit :

k
Vk € {1,...,2026} me =Y n.
=1

Alors my, ..., magae sont 2026 entiers.
Soit 'un d’entre eux est multiple de 2026, soit non.

Si c’est le cas alors on a extrait un certain nombre d’entiers de la liste nq, ..., nogs dont
la somme est multiple de 2026.

Sinon les restes modulo 2026 sont dans I'ensemble {1,...,2025}. D’apres le principe des
tiroirs au moins deux d’entre eux sont égaux : il existe (j,k) € {1,...,2026}> tel que
J < k et m; = my, modulo 2026. La différence m;, —m,; est alors multiple de 2026. Il s’agit
de la somme 741 + - - - + ng, donc on a bien extrait un certain nombre d’entiers dont la
somme est multiple de 2026.
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Soit (uy,)nen une suite telle que :

up=u; =1 et YnelN wuy o=
Un+41

Justifier que cette suite est bien définie.

Soit 9, la propriété :  w, est bien défini et u,, > 0.

On démontre par récurrence double que cette propriété est vraie.

Initialisation. Par énoncé ug = u; = 1 donc les propriétés %, et %, sont vraies.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN les propriétés 2, et 2,1 sont vraies.

Alors u,, et u,,; sont définis et strictement positifs.

Ainsi u, 11 est non-nul, donc —— est bien défini, puis u, 2 = est bien défini, et
comme u,, et U, sont strlctement positifs alors il est aussi strlctement positif.

Ainsi u, o est défini et strictement positif : la propriété 9, ., est vraie.
Ceci démontre 'hérédité.
Conclusion. Par récurrence double la propriété %, est vraie pour tout n € IN.

En particulier la suite (u,)nen est bien définie.

Soit (uy,)nen la suite définie par ug =0, u; =1, et :
VneN w0 = 9,1 — 20u,

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que :
Vn €N U, = a"” — b"

Analyse. S’il existe deux réels a et b satisfaisant la condition demandée alors u; = a —b
et up = a® — b?. On sait que u; = 1 et on calcule uy = 9.

—b=1
— =9
Synthese. Démontrons par récurrence double que la propriété %, : u,, = 5" — 4™ est vraie
pour tout n € IN.

Le systeme {32 donne a =5 et b=4.

Initialisation. Les propriétés % et 9P, sont vraies car ug = 0 et u; = 1.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN les propriétés 2, et 2,1 ont vraies.
Alors par définition de la suite (u,) :

Upto = Npy1 — 20u,,.
Ceci donne :

Upio = 9(B"H! —4"H1) — 20(5" — 4™)
= (9 x5—20)5" — (9 x 4 —20)4" = 25 x 5" — 16 x 4" = 5"T? — 4"*2
La propriété 2,5 est vraie.
L’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence double la propriété 92, est vraie pour tout n € IN.
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Déterminer le terme général de la suite (u,)nen définie par ug = 1, u; =2 et :

3
un+1
2
Un

Vn eN Upio =

On remarque que ug = 2°, u; = 21, uy = 23, uz = 27.
Pour tout n € IN notons %,, la proposition : u, = 22" 1.

On démontre par récurrence double que 9,, est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. Les propositions % et 9 sont vraies.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN les propositions %, et 2,1 sont vraies.
Alors par définition de la suite (u,) :

3
_ unJrl
un+2 - 2
uTL

Les hypotheses de récurrence montrent que :

93(2+1-1)
u - @@ - 26X2”_3_2X2n+2 - 22n+2_1
n+2 — 22(2n_1) = —

La proposition 2,5 est donc vraie.
L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence double la proposition 92, est vraie pour tout n € IN et donc
le terme général de la suite (u,) est :

Vn € N u, =221

On consideére la suite de Fibonacci (uy,)nen définie par ug = u; =1 et :

VneN upio = uUpit + Uy
a. Donner une expression simple de qu — Up_1Uyy1 pour tout n € IN* et la démontrer.
b. Méme question avec f: ug pour tout n € IN.

k=0

On calcule :  (uy)nenw = (1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...)

Puis : (U2 — Up_1Upi1)pen = (—1,1,=1,1,=1,...)
et : (f Ulc) = (1,2,4,7,12,20,33,54,88,...)
k=0 nelN

Les résultats suivants peuvent étre démontrés par récurrence simple, inutile d’utiliser des
récurrences doubles.

a. VYneN* u?—u, ju,q = (—1)"

b. VneN iuk:un+2—1
k=0
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Soit (uy,)nen une suite définie par la donnée de g, ug, us et I'égalité :

Vn e N upig = Tupro — 1luy g1 + duy,

a. On suppose que ug = 1, u; = 3, ug = 5. Déterminer le terme général de (u,,).
b. Méme question avec ug = 1, uy = 5 et uy = 25.

a. Le calcul des premiers termes suggere que pour tout n € N : w, =2n+1
On définit 2, : u, = 2n + 1 et on démontre cette propriété par récurrence triple.
Pour I'initialisation on vérifie que %q, %9, et %5 sont vraies.

Pour I’hérédité on suppose que pour un certain n € IN les propriétés 2, 2,11, Pnio
sont vraies et on démontre qu’alors la propriété 2,3 est vraie.

b. De méme on démontre : Vne€ IN wu, = 5".

Soit (4, )nen+ une suite de réels strictement positifs tels que :

n n 2
Vn € N Zui = <Z“k>
k=1 k=1
Démontrer que : Vn € N* wu, =n.

Pour tout n € IN* notons ?,, la proposition : u, = n.

On démontre par récurrence forte que cette proposition est vraie pour tout n € IN*.

2
n n
Initialisation. On sait que pour tout n € IN : Zuz = (Zuk> .
k=1 k=1
Pour n = 1 cette égalité donne u? = u?.
Comme u; est non-nul car strictement positif : u; = 1.
La proposition %%, est donc vraie.

Hérédité. Soit n € IN* fixé. On suppose que les propositions %q,...,9, 1 sont toutes
vraies, et on démontre que la proposition %, est vraie.

L’égalité de 1’énoncé donne :

n—1 n—1 2
(Zui) +ud = ((Z“k> = un>
k=1 k=1
Par hypotheses de récurrence : Vk=1,....n—1 wu,==Fk.

On en déduit : ,
n—1 n—1
(Zk?’) +ud = <<Zk> + un)
k=1 k=1

Les formules pour la somme des premiers entiers et la somme de premiers cubes donnent :

(n(nz_ 1)>2 = <n<n2_ 2 “”)2
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En développant :
3

ul =u? +n(n—1)u,

Comme u,, est non-nul :
u2 —u, —n(n—1)=0
Les racines de cette équation du second degré sont n et 1 —n. Comme u,, est strictement
positif alors u,, = n.
La proposition %, est donc vraie, et I’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence forte la proposition %2,, est vraie pour tout n € IN*.

Vn € N* Uy = N.

Déterminer toutes les suites réelles (u,),en qui vérifient :

V(m,n) € N?  Upmin = Uniiy

Analyse. Soit (uy,)nen une solution du probleme.

On pose a = uy. Alors, pour m = 1 on obtient :
VnelN Upi1 = Ay,

Ceci montre que la suite (u,),en est géométrique de raison a, et donc :
Vn e N Uy = Uga'.

Pour m = n = 0 on obtient u3 = g, donc uZ — uy = 0 et ug(ug — 1) = 0. Ainsi ug = 0 ou
ug = 1.
e Siwug =0 alors (u,) est la suite nulle.
e Siwug=1alors (u,) est de la forme (a™) ol a est un réel.
Si a =0 alors (u,) = (1,0,0,...).
Synthese.
» La suite nulle vérifie bien la relation u,,., = u,u, pour tous m et n dans IN.
o S’il existe un réel a tel que: Vn e N u, =a".

Alors pour tout (m,n) € N? :

Uman = a™T" = a™a" = upu,

LA encore la relation est vérifiée.

Finalement les solutions sont les suites (u,) = (a™) ou a est un réel éventuellement nul,
ainsi que la suite (1,0,0,...).
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Déterminer toutes les fonctions f : R% — R dérivables qui vérifient :
V(z,y) € (RL)?  flay) = f(z) + f(y)

Analyse. Soit f une solution du probléme. Alors, pour tout y € R, f vérifie :

veeRL  flay) = f(z)+ f(y).

La fonction z — f(zy) est dérivable par composition. On en déduit par dérivation :

Vee R, yf'(zy) = f'(z).

Ceci est valable pour tout (z,y) € (R%)?, donc en particulier si y = %, ce qui donne :

vz € RY if’(l) — ().

Soit a = f'(1). Alors :
Vo e RY f(z)=—.

Comme R est un intervalle alors il existe un réel K tel que :
Vo e RY f(z)=alnzx+ K.

Les fonctions solutions possibles sont donc les fonctions f : z — alnz+K ou (a, K) € R
Synthese. Soit (a, K) € R*et f: 2 +— alnz + K.

Alors f est bien une fonction définie et dérivable sur R7, et :

V(z,y) € (]Ri>2 f(zy) = aln(zy) + K =alnz+alny+ K
fl@)+ fly) =alnz+ K+alny+ K =alnz+alny + 2K

La fonction f est solution du probleme si et seulement si K = 0.

Finalement les fonctions solutions sont les fonctions f : z +— alnz ot a € R.

On peut ajouter que les fonctions logarithme de base b, définie par In, = ﬁ—‘g oub e R
1

sont toutes solutions (en posant a = 3, soit b = ea, si a est non-nul). L’ensemble des
solutions est I’ensemble de toutes les fonctions logarithmes de base b ainsi que la fonction
nulle.
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Déterminer toutes les fonctions f : R% — R qui vérifient :

Vre R,  f(x) +3f(;> = 12

Analyse. Soit f une fonction solution du probleme, i.e., une fonction f : RY — R vérifiant :

1
Vo e R} f(:v)—f—?;f() = 2°
T
Si xz € RY alors % € R% donc I'égalité ci-dessus est valable pour % :
Vr € R f(l) +3f () =
x — x) = —
+ x x?
Alors par soustraction du triple de I’égalité (3) a I'égalité (4) :

3
Vo e RY —8f(a:):x2—ﬁ

On en déduit :
3 x? 33—zt

veeRy @ =gET 5T

Synthese. Soit f la fonction définie par :

. 1 3—a2t 33—
Vo e RY f(x)—|—3f($>: 52 +3 El
3—zt+92* -3 8*
= = — =2
12 82

Ceci montre que f est bien solution du probleme.

En conclusion le probleme admet la fonction x — =

Ve e Ry f(z) =32  Alors:

3—a* : luti
-2~ pour unique so ution.

(3)
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Déterminer toutes les fonctions f : R — R qui vérifient :
a. Y(z,y) eR*  f(2)f(y) - flay) =z +y

b. Vzr e R flx)+xfl—2z)=1+=x

V(z,y) eR*  flz—fly)=2-2—y

V(z,y) eR?  f(*) = 3(f(2) + f(y))

e o

a. Analyse. Supposons que f est une fonction solution.
Pour = y = 0 on obtient f(0)? — f(0) =0, donc f(0) =0 ou f(0) = 1.
Pour z = 0 et y = 1 on obtient f(0)(f(1) —1) =1, donc f(0) # 0, et f(0) = 1.
Pour z quelconque et y = 0 on obtient f(x) — 1 =z, donc f(z) =z + 1.
Synthese. Soit f(z) = x + 1. Alors pour tout (z,y) € R? :

f@)fly) = flazy) =@+ )y +1) —ay—-1=x+y

Ainsi la fonction z — = + 1 est solution unique du probléeme.
b. Analyse. Soit f : R — R une fonction solution du probleme, i.e., vérifiant :

VieR  f(x)+af(l—2)=1+=z (5)
Si z est un réel alors 1 — x est un réel et donc :
VveeR f(l—-z)+(1—-2a)f(x)=1+(1—-2)=2—-1
En multipliant par x :
Vr e R (x — 2*)f(z) + 2f(1 — x) = 20 — 2° (6)
Par soustraction des égalités (5) et (6) :
VreR (1—z+2))f(z)=1—z+2°

Pour tout réel z le trindme z2

négatif), donc :

— x + 1 est non-nul (car de discriminant strictement

Ve e R flz)=1

La fonction constante égale a 1 est donc la seule solution possible du probleme.
Synthese. Soit f(z) = 1. Alors :

VieR  f(x)+af(l—a)=1+z

Ceci montre que la fonction f : x — 1 est bien solution du probleme.

Finalement I'unique solution est la fonction constante égale a 1.
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c. Analyse. Soit f une fonction solution du probleme, c¢’est-a-dire une fonction f : R — R
vérifiant :

V(z,y) eR*  flz—fly)=2-2—y
Soit y un réel quelconque. Soit © =y + f(y). Alors z — f(y) = y et donc :

fy=2—-y—fly)—y puis fly)=1-y

Ainsi la fonction ¢t — 1 — t est la seule solution possible du probleme.
Synthese. Soit f :¢+— 1 —¢. Alors :

V(z,y) e R*  fla—fly)=1-(r—-(1-y)=2-z—-y

La fonction f est bien solution du probleme.
Finalement 'unique solution est la fonction ¢ +— 1 — t.
d. Analyse. Soit f : R — R une solution du probleme. Alors :

V(wy) e R F(35Y) =5(fl@) + fly) et f(F) =5(f(y) + f(2)

On en déduit :
Ve eR? () = J(52)

Soit ¢ un réel. Posons x = 2t et y = —t. Alors 296% =tet ‘”3& =0, donc :

VteR  f(t) = f(0).

Ceci montre que f est constante.
Seules les fonctions constantes peuvent donc étre solutions du probléme.
Synthese. Si f est constante alors f est solution du probleme.

Finalement les solutions du probleme sont les fonctions constantes.
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