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TD 17 bis : Suites de fonctions

Exercice 1 : (X)
Pour tout n et x > 0, étudier le mode de convergence de la suite de fonctions (f,,) en précisant sa limite.
nx2€—n:r:

Exercice 2 : (Centrale PC 2022 partiel)

Partie I : formule de Stieltjes

I désigne un segment non trivial.

1) Soit 7 une fonction a valeurs réelles de classe C™ sur I et s’annulant en n+ 1 points distincts de I. Montrer
qu'il existe ¢ € I tel que r™(c) = 0.

2) Soit f une fonction & valeurs réelles de C" sur I. Soit P = II(f) le polynéme interpolateur de Lagrange
de f associé aux réels ai,...,a,. Pour tout x € I, montrer qu’il existe ¢ € I tel que :

n
f(z) — P(z) = &'(C)W(x), on W:z— H(x — aj).
w i=1
(On pourra, pour z distinct des a;, considérer la fonction r définie sur I par r(t) = f(t) — P(t) — KW(t),
ou le le réel K est choisi de fagon que r(z) = 0.)
3) En déduire ( sous les mémes hypotheéses pour f et en prenant I = [a,b] que :

M,(b—a)”
max £(z) — P(a)) < 0T i on a poss A, = max| 0 @),

On définit pour cela f,(x) =

Notatlons et problématique

On consideére encore un segment I et une fonction f définie sur I. De plus, pour tout entier naturel non
nul n, on suppose donnés des réels distincts a1, < -+ < any, de I et on considere P, =II,(f) le polynéme
interpolateur de Lagrange de f associé a ces réels ai n, ..., nn.

En notant L1 5, Lap, ..., Ly les polynomes de Lagrange associes a ai p, ..., 0n, o0 a donc :

n
Hn(f) = Z f(ai,n)Li,n (1)
i=1
et I, (f) est 'unique polynéme P, € R,,_;[X] tel que P,(a;n) = f(a;n,) pour tout 1 < i <n.
On s’intéresse a ’éventuelle convergence uniforme sur [ vers f de la suite de polynémes (II,,(f)) pour deux
exemples de fonctions C'°.
Partie II: Convergence uniforme vers la fonction exponentielle
Dans cette section, I = [a,b], ou a < b, et f est la restriction & I de la fonction exponentielle :
Va € I, f(z) = exp(x).
Pour tout n € N*, on considere P,, = II,,(f) le polyndme interpolateur comme il est défini ci-dessus.
4) Montrer que la suite (P,) converge uniformément vers f sur I.
5) Montrer qu’il existe une suite de polynomes (@) qui converge uniform ément vers f sur I et telle que,
pour tout n € N*, la fonction @, ne coincide avec f en aucun point de I, sauf peut-étre en zéro.
Partie I11: Phénomeéne de Runge
A) : Etude d’une intégrale généralisée
2
Pour tout réel o > 0, on considere la fonction hy : t — In %
a4+t

6) Montrer que h, est une fonction continue, décroissante et intégrable sur [0, 1[.

1
On pose : J, :/ hea(t)dt.
0

7) Justifier que J, = /lnlftdt+/ In(1+1¢) dtf/ In(a? + t?)d

= /ln du—/lna +t2

1
8) En déduire que J, = 21In(2) — In(1 + a?) — 2carctan ()
«

9) Montrer qu'il existe v > 0 tel que, pour tout o € ]0,v[ , Jo > 0.
B) : Application & une somme de Riemann



2k +1

et
2n

Pour tout n € N*, on considere dans ]0, 1] les points ay, donnés, pour 0 < k <n — 1, par aj, =
on pose :

S(ha) = igha(a’“”) - % (ha (21n> + he (21) Ft By (2”2; 1))

10) Pour tout n € N*, montrer que :

(2n—1)/2n _ (2n—1)/2n
/ ho(B)dt + ~he (2n 1) < S(ha) < ha (1> +/ ha(t)dt.
1/2n n 2n n 1/2n

11) En déduire que la suite (S, (hq)) converge vers J,.

. - (L% n .
12) Montrer que, pour « € ]0,7[, la suite H 5% diverge vers +oo.
o & tai,

C): Le phénomeéne de Runge
IeiI=[-1,1] et a>0et fa:xEIﬁm.
On reprend les points ay, , définis dans le B).

Enfin, pour n € N*, on note R, l'interpolant de Lagrange de f, aux 2n points +ay,,0 <k <n—1 et on
pose @, =1 — (X? +a)R,.

13) Montrer que R,, est un polynoéme pair et déterminer @, (ci).

14) Montrer qu'il existe A\, € R tel que :

n—1
Vo € [_17 1]’ Qn(ﬂf) = )\n H (352 - a’l%:,n)‘
k=0

2

15) En dédui tout z € [~1,1], fa(z) R()—(l)nn_lmQ Sk
n déduire que, pour tout x € [—1,1], fo(x) — z) = aLay
que; p @ " 2 + a? P a2+a%7n

16) On suppose que « < . Montrer que :
nEI—&I-loo ‘fa(l) - Rn(1)| = +00.
Commentaires?
Solution : 1) Notons zg < .... < x,, des points de I ou r s’annule.
Sin =0, on n’a qu'a constaté.
Si m > 1, en appliquant sur chaque intervalle [z;,zi+1] ( 0 < i < n — 1) le théoreme de Rolle & f (
f(x;) = f(zi+1) = 0), on met en évidence un réel y; €]x;, r;11[ en lequel f s’annule.
Autrement dit f’ s’annule en g < ... < y,_1 points de 1.
Par itération f® s’annule en n + 1 — p points de I 0<p<n)N
2) Premier cas z est un des a;, alors I’égalité en vue est vraie ( pour tout c) car sse résume a 0 = 0.
Deuxiéme cas x # a;, 1 <i < n.
f(z) — P(x)
W)
Dés lors la fonction r s’annule en tous les a; ainsi qu’en x donc en n+ 1 points de I et r est bien de classe C"
sur I puisque elle est CL de f et d’une fonction polynéme. Donc par Q1, il existe ¢ € I tel que (") (¢) =0, ce

‘ : < 1) £ ()0 KW (e) = 0 soit £ (e) -0 Knl = _ ")
qui donne ( P étant de degré <n—1) f\"(c) —0— KW' (¢c) = 0soit f'"(c)—0—Kn!=0o0u K = .

n!
f(z) — P(x)

M, {~ M,
3) En vertu de Q2, nous avons, pour tout x € I, |f(z) — P(z)| < —'n H |z —a;] < —'n(b— a)" ( ce puisque
=1

On pose ( selon les préconisations de 1’énoncé) : K =

Mais on a aussi K = d’ou la relationll

chaque a; € [a, b]).
M, (b—a)"

[ |
n!

En particulier ( th des bornes atteintes) : ma;c\f(x) — P(x)] <
Te

4) L’inégalité précédente donne :

p(b—a)”
Va,Vn,|f(x) — Py(x)| <e —

n!
Comme u,, — 0 ( car proportionnel au TG d’une série exponentielle), il y a bien CVU sur I de la suite (P,)
vers f.
5) On suppose donc ( ce qui n’est pas clair dans I’énoncé) que 0 € I que l'on prendra ( sans perte de
généralité) comme étant égal a [—a,a] ((a >0).
Pour n > 1et x € I, on pose Qp(z) = (1+ E)”.
n

= Up.

Par convexité, e! >t + 1, pour ¢ # 0.
x

Donc ( en posant t = z/n) et pour n > a, (e*/™)" > (1 + =)" ( la restriction sur 2 permet d’utiliser la
n



stricte croissance des fonctions puissances sur Ry ).

Dés lors @, (x) < €*, ce pour tout n > a et tout x non nul dans I.

On a déja vu ( cf vos TD) que la suite (Q),) converge simplement vers f = exp sur I.

Nous montrons maintenant que cette convergence est en fait uniforme.

A cette fin, on écrit que f(z) — (1 + E)" =e"gn(x), oton a posé : gy(x)=1—e (1 + E)",tout ceci pour
tout x € I et tout n > 1 " "

gn est clairement dérivable sur I et, pour tout x € I, g, (z) = ze (1 + E)"71; il en découle que g,, décroit
de gn(—a) a 0 puis croit de 0 & g,(a). Ainsi : Vo € I,Vn > 1,|f(z) — Qn(x)| < e*(gn(—a) + gn(a). La CVS
sur I de la suite (Q,,) vers exp donne la convergence vers 0 de la suite majorante donc la CVU espérécll
6) En observant que h,, est continue sur [0,1] puis que hq(t) = In(1 —t) +1n(14t) —In(a? + %) sur ce méme
intervalle, on voit que l'intégrabilité de h, se résume a celle de ¢t — In(1 - t).

Cette derniere équivaut (intégrande négative) a la convergence de I'IG / In(1 —¢)dt qui vient ( changement

1
de variable affine criant) de celle de / In(u)du qui est notoirel

7) En utilisant 'expression de h, donnée en Q6 et par linéarité intégrabilité, il vient :

1 2 1
Jo = / In(u)du + / In(u)du — / In(a? + t%)dt ( Avec changement de variable affine bien clair); Chasles
0 1 0
donne I’égalité voulucll
1 2t2
8) Immédiatement ( IPP): J, = [tIn(t) — ]2 — [tIn(a?® + %))} +/ —05-
0 a?+41t2

L#*+a?) —?

a?+t2

L dt 1
Donc et enfin J, = 21In(2) — 2 — In(1 4 o?) + 2 — 2a2/ P 21n(2) — In(1 + o?) — 2a arctan ()I
0 « «
9) L’expression de J, comme fonction du réel o > 0 trouvée précédemment permet de vérifier que J,, tend
vers 21In(2) si a — 0" donc que sur un intervalle du type ]0,7] J, est strictement positifill

10) Simples considérations d’aire ( hq décroit cf sa derlvee)l

Soit J, = 2In(2) — 2 — In(1 + o?) + 2/
0

11) La convergence de 'intégrale généralisée / hq fait que les deux intégrales de I'encadrement précédent
0
tendent ( si n — 00) vers Jg.

1
La continuité en 0 de h, donne —hy(—) — 0.
n 2n’ n—oo

1 2n—1
Enfin ( grace a la décomposition de h, ( cf Q6) on a pour t — 1 hy(t) ~ In(1 — ¢) donc —ha(nT) ~
n n
1
—In(1/2n) — 0.
n n—00
Le théoreme des gendarmes assure donc bien que la suite (Sp(hq)) converge vers J, Ml
n—1 1
12)Pour n > 1 et a €]0,7], nSp(ha) = In(4,), ot on a posé A, = H Tk; Cette égalité et la question
a
k?:O k,TL

précédente donnent la divergence souhaitéell

' X X ;
13) Pour simplifier : on pose z, = ay, et Ly = H — H Akl puis Ly=1] R
itk Tp — xj 0 Tk +x

tout celasi0 <k <n-—1.
Dans ces conditions R,, = Z E=0""Y(f(zp)Lp + f(—xr)L_p) = Z k=0""1f(xr)(Ly + L_g) ( par La-
grange et parité de f = f,).

—Z; —x+x;

On observe alors que Ly(—x) = H 1 H . = L () et donc que L_x(—x) = Ly(z), ce pour

ik Tk 55 Tk +
tout réel x, la parité de R, en découle.
Enfin Q,(ai) = 10
Rn(:l:xk)
(£
En conséquence ( et puisque le degré de R, est inférieur ou égal a 2n — 2 ( car pair et de degré inférieur ou
égal a 2n — 1),deg(Qy) < 2n et on a mis en évidence 2n racines distinctes pour ce polynéme donc il existe

n—1
bien un réel \, tel que Q, = \, H (X2 — :):%)
k=0
Il est par ailleurs de déterminer ce coefficient dominant grace a 'information Q,,(a?) = 1 qui nous fournit :

14) Puisque R, interpole f en les +x, on a Q,(+xg) = 1— =1-1=0, cepour tour 0 < k <n—1.



(=D"
[Tizo(0® + )
15) Pour tout = € [—1,1] et tout n > 1, f(z) — R,(x) =

n n—1 $ _ a2
k n
z)— Ry(x
/(@) n(@) 2+a2Ha2—|—akn
16) Il suffit de spécialiser dans la formule précédente et d’'utiliser Q12. La suite de polynémes d’interpolation
de f ne converge pas simplement vers f sur [—1, 1]l

Ap =

22 4+ 02

( par définition de @,) donc, en effet,




