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Corrigé du DS 4 (4 heures) : Type CCINP

La rédaction, 'argumentation et la présentation matérielle entrent dans une part significative de la notation;
vous devrez aussi respecter la terminologie et les régles d’usage en vigueur. Les exercices, problémes sont
indépendants. Les résultats numériques seront encadrés et simplifiés. Si vous étes amené & repérer ce qui
peut vous sembler une erreur d’énoncé, vous étes prié de le signaler sur votre copie et devrez poursuivre
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous prendriez.

Calculatrices NON autorisées.

Exercice 1.

¥ =exp(—zln(z)) siz#0

Dans tout I’exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par: z — { 1 Sz —0 "

On consideére la suite de fonctions (f,,)nen définies sur I par :
e Vzel, folz) =1

0 sizx=0
e VneN y Vo € I? fn($) = ﬂ($ln(x))n sinon
n!

1. Montrer que f et toutes les fonctions f, sont continues sur I.

. . s a”
2. Soit a un réel. Quelle est la nature de la série E —'? Quelle en est la somme en cas de convergence?
n!
n>0

3. On consideére la série de fonctions Z fn-
n>0
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur I; en préciser la somme.
4. Etudier les variations de la fonction ¢ continue sur I, définie pour tout ¢ €]0, 1] par ¢(t) = tIn(t).

5. Représenter graphiquement la fonction ¢ sur I en précisant les tangentes aux bornes.

6. Démontrer que la série de fonctions E fn converge normalement sur I.
n>0

+oo
7. On pose pour tout réel z et lorsque cela est possible I'(z) = / t* e tdt.
0

“+o0o
7.1. Montrer que 'intégrale généralisée / t*“Le~tdt converge pour z > 0.
0

7.2. Soit n € N*. Prouver, a l’aide d’une intégration par parties, que I'(n + 1) = nI'(n).
7.3. En déduire que, pour tout n € Nx, I'(n + 1) = nl.

1
8. Soit n € N*. Calculer l'intégrale J,, = / fn(t)dt.
0

On pourra effectuer le changement de variable uw = —In(t).
1 +o0o
9. On pose J = / f(t)dt. Montrer que 'on a : J = Z n-".
0 n=1
+o00 1 n
10. Etablir que, pour n > 4, k:zn;rl kR < 157 En déduire une valeur de n telle que ;; k™% soit une valeur

approchée de J & 1079 pres.



Solution : 1)Pour fy c’est immédiat; on suppose n > 1. Ces fonctions sont continues sur [0, 1[ par opéra-
tions sur des fonctions notoirement continues. En 0 la limite usuelle : zIn(x) — 0 assure la continuité de f
et des f, ( pour tout n > 1) en 0. Ainsi ces fonctions sont elles toutes continues sur /Hl
2) Coursil
3) On va montrer que si x € I est fixé, la série a termes réels Z fn(x) converge.
n>0

Si x = 0, cela va de soi puisqu’on a affaire a la série nulle & partir du rang 1( dont la somme vaut fp(0) = 1).
Si x # 0, on reconnait une série exponentielle d’argument —x In(z) dont on sait qu’elle converge (absolu-
ment) et qu’elle admet pour somme : exp(—x In(x)).
Conclusion : la série de fonctions Z fn converge simplement sur I et sa somme est la fonction fll

n>0
4) ¢ est dérivable sur son intervalle de définition et ¢'(¢t) = In(t) + 1, pour 0 < ¢t < 1. Ainsi ¢ décroit sur

'intervalle |0, 1/e] puis croit. On notera aussi que —— < ¢(t) <0, pour ¢t € /W
e

5) Aucune difficulté pour tracer cette courbe dont les tangentes sont verticale pour la borne gauche et de
pente 1 pour la droitell

exp(—n
6) Pourn >1letx €I, |fn(x)] < y Cette inégalité montre bien ( puisque le majorant est le terme
n!
général d’une série (exponentielle) convergente) que la série de de fonctions Z fn converge normalement

n>0
sur /H

7.1) Notons f l'intégrande de I'(x). Il vient successivement.

* f est continue sur R7 .

* Deux bornes a probleme : 0 et co.

* f est positive sur R, donc convergence = absolue convergence.

1 Lodt
« En 0 : f(t) ~ e et lintégrale généralisée (Riemann) / f—g Comverge. Ainsi, par comparaison,
0

1
/ f(t)dt converge.
0

t$+1
« En 400 : t2f(t) = .

1
— 0, ce par croissance comparée usuelle. Il en résulte que f(t) = o(t—2) en +0o

o0
des lors par la regle de Riemann et par comparaison, / f(t)dt converge.
1

Conclusion : / f(t)dt converge.
0

—t

7.2) Puisque n > 1 t"e™" = 0 pour ¢t = 0 et par ailleurs t"e t_>—+> 0, il est possible de procéder & une IPP
o

généralisée ( les fonctions en jeu sont de classe C°°) dans l'intégrale généralisée I'(n + 1).
Ceci donne, avec ce qui précéde, I'(n + 1) = [t"(—e )]§>° + nl'(n) =0 — 0+ nl'(n) = '(n)M
+oo

7.3) Grace aux intégrales généralisées de référence : T'(1) = / e tdt = 1 et, par récurrence facile, le
0

résultat s’obtient aisémentll

8) Soit m > 1. On sait que f, est continue sur I donc J,, existe bien ( on peut bien str la considérer
comme une intégrale généralisée convergente). On pose t = e, pour v € R’ ( changement de variable
O, strictement décroissant sur R” et réalisant une bijection de cet intervalle sur ]0,1[) dans J,, et on ob-

. R TIY ) (_1)n ® _u n,—u Loree n_—(n+1l)u
tient ( égalité de valeurs d’IG convergentes) : J,, = ; / (e *(—u)"e "du = — / ue du.
n! 0 n.Jo

On procede dans cette derniere intégrale au changement de variable affine v = , qui donne J,

1 /°° ne-vg 1 (
S ve = -
(n+ 1)7tinl Jo (n+ 1)7tin! (n+ 1)ntt
9) Vn € N, f,, est continue sur le segment I, segment sur lequel la série de de fonctions Z fn converge

n>0

v
+1
Fn+1)= en utilisant 7.3))Ml

normalement.

Le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment stipule que / Z fa(t)dt) / fn(t)dt)

soit aussi / f(t)ydt = / fo(t)dt + Z Jn. Autrement dit et avec Q8 : J =1+ Z =y T Z o |

+oo +oo 1 1

10) Pour n >4 et k > n+1, k* > 5% done, pour ces mémes n, k%l kR < k%l o m ( reste d’ordre



n d’une série géométrique).

1
En utilisant la majoration précédente et Q9 il suffit de préciser un entier n tel que —— < 1075, On cherche

A(5m) =

donc n tel que 5" > 25 x 10* <= 576 > 16. On peut donc proposer n = SM

Exercice 2.

Notations et définitions

K désigne I’ensemble R ou C.

M,.m(K) est 'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes et a coefficients dans K. M,, ,,(K) est
plus simplement noté M, (K).

Un élément de M,,(R) peut étre considéré comme élément de M, (C).

On identifie un élément de x € K" & une matrice colonne et si x = (z1,...,%,), on note ||z]x =
max{|z;| | 1 <i<n}.

Une suite (Mp)pen d’éléments de M, ,,(K) est dite convergente si toutes les suites coordonnées
(Mp(3,7))pen (1 <i<n,1<j<m)convergent. La limite est alors I'’élément de M, ,,,(K) dont les
coefficients sont les limites des suites coordonnées.

Si A € M, (C), on note Sp(A) I’ensemble des valeurs propres complexes de A et on note

A) = A
p(A) )\gslg(}il)’ |

Cette quantité s’appelle le rayon spectral de A.

Objectifs

L’objet de ce probleme est d’étudier la suite des puissances d’une matrice stochastique.

1 Casn=2

On suppose dans cette partie que n = 2 et, pour « € [0, 1] et 5 € [0, 1] avec (o, B) # (0,0), on note :
1—a Qo
Ala, B) = .
(e
Il pourra étre utile de noter A =1 — (a + ).

1. Montrer que 1 est valeur propre de A(a, 3) et déterminer le sous-espace propre associé.

2. Montrer que A(a, 3) est diagonalisable sur R. Préciser ces éléments propres.

3. En déduire que si on pose P = G _046> et D= <(1) ?\)’ ona A(a,3) = PDP™L

4. Exprimer, pour tout entier p € N, la matrice A(a, )P a 'aide de P, D et p.

5. Montrer que, pour (a, 3) # (1,1), la suite (A(c, 8)P)pen converge vers une matrice L(c, §) que
Pon précisera. Que se passe-t-il pour (o, 8) = (1,1) ?



2 Spectre des matrices stochastiques

Dans cette partie, les matrices considérées sont carrées d’ordre n > 2. On dit qu’une matrice A =
(aij)i<ij<n € My(R) est stochastique (respectivement strictement stochastique) si et seulement si
elle est a coefficients positifs (respectivement strictement positifs) et

n
Vi € {1,...,77,}, Zam =1
j=1

2.1 Coeflicients

1. Soit A = (aij)i<ij<n € Mp(R) une matrice stochastique (respectivement strictement stochas-
tique). Montrer que pours tous i, j compris entre 1 et n on a

0<a;; <1 (respectivement 0 < a;; < 1)

2. Montrer qu'une matrice A a coefficients réels positifs est stochastique si et seulement si 1 est
valeur propre de A et le vecteur e de coordonnées (1,...,1) est un vecteur propre associé.

3. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques (respectivement strictement stochastiques)
est une matrice stochastique (respectivement strictement stochastique).

2.2 Valeurs propres

Soit A € M, (R) une matrice stochastique.

1. Montrer que
Ve e C", Vp e N, |4z~ < ||2|loo

2. Montrer que p(A) = 1.

2.3 Diagonale strictement dominante

Une matrice A € M,,(C) est dite & diagonale strictement dominante si et seulement si

n
Vi € {1, - ,n}, ’am“ > Z ]am
po
1. Soit A € M,(C) quelconque et soit A\ € C une valeur propre de A. Montrer qu'’il existe i €
{1,...,n} tel que

n
A —ai| < ) lai]
k) 7‘7

j=1

JFi

2. Montrer qu'une matrice A € M,,(C) a diagonale strictement dominante est inversible.

2.4 Valeur propre de module maximal

Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(R) une matrice strictement stochastique.

1. On désigne par Ay = (a;j)i<ij<n—1 € Mp—1(R) la matrice extraite de A en supprimant sa
dernieére ligne et sa derniére colonne. Montrer que la matrice A1 —I,,_1 est a diagonale strictement
dominante. Que peut-on en déduire quant au rang de A — I, 7

2. Montrer que ker(A — I,,) est de dimension 1.
3. Soit A € Sp(A) \ {1}. Montrer que |A\| < 1.



3 Puissances d’une matrice stochastique

Soit A = (ai j)1<ij<n € My(R) une matrice strictement stochastique. On note

m= min a;;
1<4,j<n 7

Pour tout entier naturel non nul p, on note az(j}) le coefficient d’indice (7, ) de AP :

AP = (GE?)lgi,jSp
Enfin, pour tout entier j compris entre 1 et n, on note

(p)

— in P (p)
My = G, e Mj™ = 1<k<n R
1. Encadrement
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier 5 compris entre 1 et n, on a :
0< mgp) S m§p+1) S M}p‘i’l) S M](p)
2. Minoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :
(p+1) (p) (p) (p) () (p+1) (p) (p)
m; —m;” >m(M;” —m;’) et M7 — M; > m(M;" —m;”)
3. Majoration
Montrer que, pour tout entier naturel non nul p et tout entier j compris entre 1 et n, on a :
(p+1) (p+1) (p) (p)
M; —m; < (1=2m)(M;” —m;")
4. Convergence de ces suites
En déduire que, pour tout j entre 1 et n, les suites (m§p ))pEN et (M ](p ))pEN sont adjacentes.

5. Conclusion
En déduire que la suite (A”),en converge vers une matrice L stochastique dont toutes les lignes
sont identiques. Peut-on en déduire ’expression de L7

Solution : Partie 1

1
1) On résout le systeme A(c, ) <Zj) = (Zj) dont ’ensemble des solutions est Vect( ( 1)) Ce qui
montre bien que 1 est valeur propre de A(«, 3) et précise I'espace propre associé¢ll

<1 -« « )
g 1=-5)
2) Comme 1 est déja vp de A(a, (), en regardant la trace de cette matrice on détecte l'autre valeur
propre : 1 —a — 3= X#1 ( ce puisque « et 3 sont positifs et non tous les deux nuls. Notre matrice

est d’ordre 2 et possede 2 valeurs propres différentes, elle est bien dz et ses espaces propres sont des
droites vectorielles. Pour achever de répondre, il nous faut préciser I’espace propre associé a .

Un calcul simple montre que ce dernier est Vect( _aﬂ) )|

3) Puisque A(«, ) est diagonalisable avec 1, A comme valeurs propres, on sait, C; (resp. C3) étant une
colonne propre associée & 1 (resp. A) et P étant la matrice de colonnes Cy, Cs, que A(a, §) = PDP~ !,
Fort de ceci et compte tenu de Q1 et Q2, il est légitime de prendre pour P la matrice proposée par
I’énoncél

4) Maintes fois rabaché : on trouve A(a, )’ = PDPP~'M

5) La convergence de la suite (A(a, 8)P) équivaut ( propriété limite et produit matriciel) a celle de la
suite (DP). Or, pour tout entier naturel p, DP = diag(1, \) par aillers A\ =1 —-a -0 <1 (a,f
positifs et non nuls tous les deux) mais aussi A =1 —a — 3 > —1 ( car a, [ inférieurs a 1 ) et cette
derniére inégalité est une égalité ssi « = g = 1.

Récapitulons si (a, 5) # (1,1), |A\| < 1 donc la suite (AP) converge vers 0 et la suite (D?) converge vers



diag(1,0).
Sinon cette suite diverge puisque la suite ((—1)P) diverge.

1
Dans le cas de convergence la limite vaut L(c, 8) = Pdiag(1,0)P~! = (1 O) Pl= (6 a) [ |

Partie 2
Coeflicients
1)Assez évidentll

n
2) Matriciellement on constate que Ae = e <= Vi € {1,...,n}, Z a;; =10

3) Soient A,B deux matrices stochastiques (resp. strictement stochastiques) de méme taille.
Alors, en vertu de la question précédente, ABe = A(Be) = Ae = e donc AB est déja stochastique.
n

Le coefficient d’indice 1,1 de AB est Z a1 kbr,1 > 0 donc AB est bien strictement stochastiquell
k=1

Valeurs propres
n

1) Soient B = (b; j) une matrice stochastique, x € C" et 1 < i < n alors |(Bx);| = | Z b; jx|. Puis par
j=1

n
inégalité triangulaire et positivité des coefficients de B, il vient : |(Bx);| < Z bijlas) < ( Z bi i) |zl oo,
=1 =1
ce par définition de la norme ||.||~. ’ ’
La stochasticité de B donne Vi, |(Bz);| < ||z]|co s0it || Bz|lco < [|2]00-
La question précédente prouve que, A étant stochastique, AP 'est aussi; en prenant B = AP dans
I'inégalité précédente nous avons notre réponsell
2) Choisissons dans le résultat de la question précédente p = 1 et x, vecteur propre associé a la valeur
propre de A de module maximal, celle-ci étant notée p.
Nous obtenons ||4z||occ < ||#]|oo soit ( homogénéité) 0 < (1 — |u|)||%||co-
Un vecteur propre étant différent du vecteur nul, sa norme est strictement positive donc |u| < 1.
mais d’apres la sous-partie précédente 1 € Sp(A), il en résulte bien que p(A) = 1R
Diagonale strictement dominante
1) Soit & nouveau x un vecteur propre associé cette fois a \ et soit ¢ un entier tel que |z;| = ||z|oo. Con-
n

sidérons la i — éme ligne de 1’égalité matricielle Ax = Az, elle signifie que Z a; jx; = Ar;. Comme x
j=1
n

xj
est vp de A, x; # 0 donc en divisant par ce nombre, il vient Z ajj— = \ < Z aw —I—aZ i= A
X X
Jj=1 J=1j#i

De 1a on déduit que | Z awx | A —

j=1j#i ‘
Par inégalité triangulaire, il vient [A—a; ;| < Z |ai,j|\ﬁ| < Z la; ;| ( parce que par la définition
J=1.j# ! J=1,j#i

dei: | J|<1)I

2) Si A n ’était pas inversible 0 en serait une valeur propre et une inégalité du type de Q2 serait vraie
pour A = 0 et cela contredit la propriété de diagonale strictement dominante donc A est inversiblell
Valeur propre de module maximal

n
1)et 2) Posons B = A1 —1I,_1 = (b;;) et prenons 1 < i <n—1alors |b;; = a;;—1| = 1—a;; = Z a; j

=L
( par stochasticité).
n—1 n—1
Des lors par stricte positivité de a; , nous obtenons |b; ;| > Z aj; = Z b ;| ; ce qui montre
J=Llj#1 J=1j#i

bien que Ay — I,,_1 est a diagonale strictement dominante.

Cette matrice est donc inversible et ceci prouve que les n — 1 premieres colonnes de A — I,, sont libres
ainsi le rang de A — I, est au moins égal & n — 1. Mais comme 1 est valeur propre de A, ce rang ne
peut étre égal & n. Conclusion il vaut n — 1 et, formule du rang, ker(A — I,,) est de dimension 1l

3) Soient A € Sp(A) \ {1} tel que |[\| = 1 et x = (x1,...,x,) un vecteur propre associé et en no-
tant & nouveau ¢ un entier tel que |z;| = ||x||o puis en utilisant Q1 de la partie 2.3 ( qui ne
se servait pas de la propriété de diagonale strictement dominante), nous avons par stochasticité



n n

A= aiil <Y laigl =Y laij =1—ai;.

=1 =1

i i
En posant ( puisque A est de module 1) X = e, cette inégalité ( dont on éleve les membres au carré)
donne (cos(6) — a)Tsin?(f) < (a — 1)* (on a posé a;; = a). Aprés développement et simplification
nous trouvons 2a(1 — cos(#)) < 0. Comme a est strictement positif ceci entraine que 6 est multiple de
27 donc que A = 1, ce qui est absurde. Finalement |[A| < 1si A € Sp(4) \ {1}1
Partie 3
p est un entier naturel non nul dans les trois premieres questions et j est un entier fixé entre 1 et n
dans cette partie.
1) L’inégalité de gauche est évidente puisque A est strictement stochastique, la troisieme en partant
de la gauche vient de I’évidence min < max

Par ailleurs, pour 1 < k£ < n, aple Za’” fj > Za;“m = m§p) ( par stochasticité), il en

résulte la seconde inégalité en partant de la gauche La meme stratégie fournit la derniére inégalitéll

2) Soit k tel que m(pJrl = p+1 Z ag, Za - donc ( par stochasticité) m (pH Z ag,i( ”

(p)
i)
En notant [ un indice pour lequel af = M;

par I’égalité précédente, mg-p“) ( ) > ay, l(azg — mgp)) = ag, (M(p) (p)) > m(M(p) §p)).

m

( (p)

P) ot par positivité des ay; et des a? i —m; , nous obtenons,

De méme en considérant k tel que Mj(pﬂ) =ay p+1 Z ak la”, il vient M(p) M(p+1) Z ag,i( (p)—
=1

aﬁj) donc, en posant s un entier tel que mgp) = a® ., nous avons bien M;p)—Mj(pH) > ak@(MJ(p)—a’s”j) =

ENE
ahs(M](p) . mgp)) > m(M](p) . mgp)).

3) En utilisant la question précédente M;pH) - m§p+1) <MP m(M](p) - m(-p)) - (m§p) + m(M](p) —

J J
m?) = (1 —2m)(M” —m{)m

4) Par Q1 la suite (mg-p ))p est croissante, la suite (MJ@ ))p est décroissante et, pour tout p > 1,

Posant k =1 —2m € [0, 1], il vient par Q3 et par récurrence 0 < M;p) - mg-p) < k:pfl(M](l) — m(-l)); ce

qui prouve que la suite (M ;p ) _ m;;: ))p converge vers 0 et montre ’adjacence voulue B

5) Q4 permet via le théoréme des gendarmes de vérifier que la suite (a (7;)) converge vers un réel positif
( qui est le méme pour tout j donc) par conservation des inégalités a la limite.
La matrice limite posséde bien des lignes identiques.
Pour tout entier p, APe = e donc par compatibilité limite et produit matriciel Le = e.
De ceci on déduit que la suite (AP),cn converge vers une matrice L stochastique.
Le cas n = 2 étudié tout au début du probléme montre que non.



