
PCSI 2 - LYCÉE BELLEVUE POUR LE 22 JANVIER 2024

Devoir à la maison n◦ 7

Exercice 1. On considère un triangle ABC. Soient A′ le milieu du segment [BC], B′ le
milieu de [AC] et C ′ le milieu de [AB] ; puis A′′ le milieu de [B′C ′], B′′ le milieu de [A′C ′]
et C ′′ le milieu de [A′B′] ; et ainsi de suite.
1. Faire un dessin.
2. On note, pour tout n ∈ N et pour tout S ∈ {A,B,C}, sn l’affixe du point S(n), puis

Xn =

an
bn
cn

. Montrer que : ∀n ∈ N, Xn+1 = MXn, où M =
1

2

0 1 1
1 0 1
1 1 0

.

3. On note j = ei
2π
3 , puis V =

1 1 1
1 j j2

1 j2 j

.

(a) Calculer V 4. En déduire que la matrice V est inversible, et déterminer son inverse.
(b) Montrer que V −1MV = D, où D est une matrice diagonale à déterminer.
(c) On note : ∀n ∈ N, Yn = V −1Xn. Déterminer le terme général de la suite (Yn).
(d) En déduire que la suite (Yn) converge, et déterminer sa limite.

4. En déduire que la suite (Xn) converge, et déterminer sa limite. Interpréter graphiquement.

Exercice 2. On considère la suite (Hn)n∈N∗ de terme général Hn =
n∑

k=1

1

k
, puis les suites

(un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ de termes généraux respectifs :

un = Hn − lnn et vn = Hn − ln(n+ 1).

1. Justifier que : ∀x > −1, ln(1 + x) ≤ x.

2. En déduire que : ∀n ∈ N∗,
1

n+ 1
≤ ln

(
n+ 1

n

)
≤ 1

n
.

3. Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes.
4. En déduire l’existence d’une constante γ ∈ R et d’une suite (εn)n∈N∗ convergente vers 0

telles que :
∀n ∈ N∗, Hn = lnn+ γ + εn.

Donner une estimation de γ à 10−3 près.


