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Corrigé du DS6 (2h) Centrale

1 Des formules

On s'inté o & la séri N 2n\ , |
n s’intéresse dans cette sous-partie a la série enticre z" dont on note R le rayon de convergence.
n=0

+oo
2n 1
1. Déterminer R et montrer que, pour tout = € | — R, R|, Z ( )a:" =

—=\n V1 —4x

2. Montrer que, pour tout z € | — R, R[\ {0},

§<2n> " 71—\/@.

= n+1 2z

3. En déduire que, pour tout = € | — R, R[\ {0},

RIS | on—2k\ , 1 1
g%;ﬁw1<>< k%7:%(¢ydm_0'

4. Montrer que, pour tout n € N,
Z 1 2n — 2k _ 1 (2n+2 @)
k+1 —k ) 2\n+1)

2 Pile ou face infini

On considere la répétition infinie et indépendante du lancer d’une piece dont la probabilité de « faire
pile » est p.

Pour modéliser cette expérience, on admet que 'on peut définir un espace probabilisé (€2, .4, P) pour
lequel ( (n,k) € N* x N):

Xpk + « al'issue des n premiers lancers, il y a exactement k piles »,

A, @ « alissue des 2n premiers lancers, il y a autant de piles que de faces »,

B, : « a l'issue des 2n premiers lancers, il y a pour la premiere fois autant de piles que de faces »
soient des événements.

On pose aussi : C, « au bout d’un certain nombre (non nul) de lancers, il y a autant de piles que de
faces » Pour les deux questions suivantes on se donne (n, k) € N* x N.

5. Que vaut P(X,, 1) si k > n?

6. A l'aide de la formule des probabilités totales, montrer que :
P(Xnt16) = (1 = p)P(Xn k) + PP(Xp 1)

7. En déduire que P(X,, ;) = <Z>pk(1 —p)" 7~

8. Montrer que les événements (By,),en+ sont incompatibles.



9. Montrer que C' est un événement et que P(C) = Z P(B,)

n
10. On pose Ay = Q. Montrer que, pour tout n € N*, P(A4,,) = Z P(Bk)P(A,_k)-
k=

11. A laide notamment de la formule (2), montrer que, pour tout n € N*,

P(B,) = 2 <2n - 2) (p(1—p))".

n\n—1
1
12. On suppose que p # 2 montrer que P(C) =1—4/1 —4p(1 — p) (on pourra utiliser la formule (1)).

1
13. On suppose que p = 2 montrer que P(C) = 1.
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Solution : 1) La reégle de d’Alembert s’applique bien puisque Vn € N, ( n) > 0 et que (FZ—%) = n—:_l — 4
n n
n
1
. D R=-|
onc 1

Dans votre cours ( s’y reporter ) nous avons montré ( avec un luxe de détails) que :

1 +oo(2n)n 11
Vte]—l,l[,\/ﬁ E:OQZTLt done, (t =4x,ou z €] — 4,1[:):

io on\ I m
"t = —
o \ Vv1—dx
2) En intégrant terme a terme ’égalité précédente sur le segment [0, z], oi € I, nous obtenons :

+oo m xn+1 T dt \/7
= =[—V1—4t]§ =1 — /1 — 4z, ceci pour tout = € I.
2 Jui /om [ L P

Il suffit alors de diviser par M

2n
3) Le membre de gauche de 1'égalité a prouver est le produit de Cauchy des séries entieres E < >:v” et
n
n=0

2 n

Z ( n) ﬁ_ T On peut définir la somme de ce produit de Cauchy sur I et on a :
n

n=0

+oo n +oo too
1 2n — 2k 2 2 "
7;”;)]{+1< )(n k)x”:(Z(S)x”)(Z(S)ﬂil) donc, pour x € I,z # 0 et grace aux

n=0 n=0

questions 1) et 2),

RNCR | -2k\ , 1 1-yI—4dz 1 1
ZZkJrl( >< k:)x_«/l—élx( 20 )_2:1:<\/1—4:U_1>.

n=0 k=0

N 500 3% CL)
4) Pour tout x € I,z # 0, — ( — 1) = SRL T = ~"T2 2 g™ ce apres changement d’indice.
20 \1 —4x = 2 =0 2

Cette égalité est aussi vraie pour x = 0 ( On trouve 1 pour les deux membres) donc on dispose de 1’égalité
de deux sommes de séries entieres sur un voisinage de 0.

"1 2k\ (2n — 2k 1/2 2
Par unicité des coefficients d’une série entiere, il vient : |Vn € N, Z k+1< ) ( " ) = ( nt ) ‘l
k=0

k n—k 2\ n+1

5) Dans ce cas X,, ;; est 'événement impossible donc P(X,, ;) = 0si k > nll

6) On fixe n € N*, la famille (X, ;);>0 est un systéme complet d’événements pour lequel X, 11N X, ; = 0 si
i <k—1oui>k+1 donc la formule des probabilités totales donne P(X, 41 1) = P(Xpt1.5|Xn k) P(Xn k) +
P(Xpk-1) = (1 = p)P(Xp k) + pP(Xp x—1), tout ceci pour k > 1.

Si k = 0 la formule reste valable car X, _; est I'’événement impossiblell

7) On procede par récurrence forte ( m € Nx) (Hp,) : P(X,, 1) = Z PPA—p)"Fsintk<m.
On valide aisément le cas m =1 ( seule possibilité n =1 et k = 0).



On suppose (H,,) établie pour un m € N* et on se donne (n, k) tel que n+ k= m+ 1.

i) n =1 alors ou k > 1 et P(X,, ) = 0; ce qui est, dans ce cas, la formule a obtenir. Ou k£ =1 et, la encore,

la formule se valide aisément.

i) n > 2 alors avec 6) P(X,) = (1 — p)P(Xn_14) + pP(Xn_141) dome, avee (Hy), P(X,p) = (1 —
—1 -1

P) (n k: )pk(l —p)nik +p<z 1)pk_l(l — p)”_l_(k_1 = <Z>pk(1 — p)" k., en utilisant la relation de

Pascal. Ceci montre ’hérédité de notre formule de récurrence et clot le raisonnementll

8) C’est évident. Mais il fallait comprendre qu'’il s’agissait d'une deux & deux incompatibilitéll

9) C étant la réuion de tous les B, il s’agit bien d’un événement en tant que réunion dénombrable

d’événements. Par sigma additivité ( la famille étant constituée d’événements deux a deux incompati-

bles), on a bien |P(C) = Z P(By)

10) La famille (B,,) a laquelle on rajoute By = Q \ C est un systéme complet d’événements pour lequel la
formule des probabilités totales implique ( n € N* étant donné) :

ZPA’Bk )P (B).

A l’ev1dence P(A|Bk) = 0si k=0 ou k > n donc la formule précédente se résume a :

ZPA’Bk )P(B).

Fixons k E Hl n|], la probabilité d’avoir obtenu autant de piles que de faces sur 2n lancers sachant que ceci
a eu lieu une premiere fois au rang k est aussi la probabilité d’obtenir autant de faces que de piles apres
2(n — k) jets. Il en résulte bien que :

n

Ap) = P(By)P(Ay—i)R
k=1
11) On procede par récurrence forte. Pour n =1, By = (F1 N P2) U (Py N Fy) donc P(B;) = 2p(l — p) =
2(2-2
T\ 1 (p(1 —p))l. Voila pour l'initialisation.

On suppose la formule établie jusqu’au rang n — 1 et en utilisant Q10, il vient :

P(B,) = Z]P’ B)P(A,—k) puis ,avec Q7 (avec n < 2(n — k) et k < n — k) P(A,—x) =
2n — 2k
Z _ (p(1 —p)"™ * et notre hypothése de récurrence, nous obtenons :
2 2k —2\ (2n—2
<:> (:— 1 ) ( Z_ kk> )(p(1 —p))".En posant j = k — 1 dans la derniére somme :
L (27 (2(n=1)=2j N \
1—p)"d tilisant la f le (2) a lord
( > 03+1< )( n—1-j )(p(1 — p))" donc en utilisant la formule (2) a l'ordre

P(B,) = ((2”7) () (2:) - ;(2;"‘:12))@(1 ~p)" = i(?}_‘f) (p(1 - p))"m

Pour aborder les deux derniéres questions on peut remarquer que = € [0,1] — z(1 —x) est positive et atteint
son maximum en 1/2 et que celui-ci vaut 1/4.
12) En cumulant Q9 et Q11, il vient ( en posant z = p(1 — p) € [0,1/4] ici) :

a5 (202 s L (20 o s
= — Tr = — xT Ce apres cnangemen mdice.
Zen\n—1 S+ e ap &

En vertu de la formule (1), P(C) =1 - v1 — 421

13) L’utilisation directe de la formule finale précédente ( i.e sans justification supplémentaire) n’est pas

possible puisque = p(1 — p) = 1/4. L’utilisation de la formule de Stirling montre la convergence de la série
1(2n—2

1 n\n—1

somme sur le segment [0,1/4]. Il en résulte par passage a la limite ( x — 1/4) dans la formule précédente

que P(C) = 1.

z" et donc de la continuité de la somme de la série entiére ( voir votre cours) de cette méme



