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Corrigé Méthode de Stein ( CCMP PC/PSI 2015)

e On note F 'ensemble des fonctions bornées de N dans R.

e On note P l’ensemble des suites de nombres réels positifs de somme égale a 1 :

P={P=(pn, n>0)/Yn>0, p, >0 et anzl}

n=0

e Pour P,Q € P, on définit

dist(P, Q) = sup
ACN

> =D tn

neA neA

i La(n)pn — i 1a(n)qn
n=0 n=0

= sup
ACN
ouly(n)=1sine€ Aet1a(n)=0sinon. On pourra écrire P(A) pour Z Dn.-

neA

e Dans tout ce qui suit, A est un réel strictement positif fixé et h est un élément de F, c’est a dire une
fonction bornée de N dans R.

1 Préliminaires

1. Trouver le réel c tel que la suite
n

cC—

, n>0
n!

appartienne a P.
Solution : On trouve .
2. Soient p, q deux réels de [0, 1]. Calculer

dist (1 — p,p,0,...),(1 —q,¢,0,...))

Solution : On trouve ’ dist ((1 — p,p,0,...),(1 —q,9,0,...)) = |p—q] ‘l

3. Soient f € F et P € P, montrer que la série de terme général (f(n)p,, n > 0) est convergente.
Solution : Soit un réel M tel que Vn,|f(n)| < M. Alors pour tout entier naturel n nous avons
|f(n)pn| < Mp,. Comme la série Z pr, est absolument convergente, il en va de méme (comparaison)

n>0
de la série > f(n)p,
n>0
2 Caractérisation
Soit Py = (p{V, n € N) € P défini par
vn e N, pV = e*’\)\—



4. Soit f € F, montrer que la série de terme général (nf (n)pgl)‘), n > 0) est convergente.

n
Solution : Notons u,, le terme général de cette série; nous avons u, = O(nﬁ) On sait que la série
n
entiere exponentielle posséde un rayon de convergence infini donc c’est aussi le cas pour Z n—. Ainsi
=0 ™
la série Z un( toujours par comparaison) est ACVH
n>0

5. Pour tout f € F, établir I'identité suivante :

+o0o +o00
ADT fn+ 1P =3 nf(n)pld (1)
n=0 n=0

Solution : Les deux questions précédentes nous assurent de I’existence des deux membres de 1’égalité
a vérifier.
Eﬁectuons dans la somme de gauche le changement d’indice m = n + 1, il vient :

Azfnﬂp“)—AZf m)p 1.

Or /\p( ) = mp( ) d’ou le résultatl

Soit @ = (¢n, m > 0) un élément de P tel que pour tout f € F, I'identité suivante soit satisfaite :

“+o0o +oo
A fn+Dan =D nf(n)an

6. En choisissant convenablement des éléments de F, montrer que @ = Pj.
Solution : Fixons un entier ¢ > 1 et définissons g € F par g(n) = 6; , ( symbole de Kronecker).
On applique la relation vérifiée par (g,) en utilisant g et il vient :
Agi—1 = ig;.

A" +o00
Deés lors, par simple itération, ¢, = 'qo et comme Z ¢n = 1, nous obtenons ( cf série exponentielle

n=0
ou Q1) go = e~ et, par conséquent, l

3 Résolution de ’équation de Stein

On note &y, 'ensemble des fonctions de N dans R telles que, pour tout entier n > 0, 'identité suivate soit
satisfaite :

M(n+1) —nf(n Zh Joe (2)

Pour simplifier les notations, on note & la fonction définie pour tout n > 0 par

oo
7 A
A(n) = h(n) = 3 h(k)p;”
k=0
7. Montrer que S, posséde une infinité d’éléments et que pour tout f € Sy, pour tout entier n > 1,

n—1) =l k
p) =" S he ®)

n
A k=0

Solution :f € S équivaut a f(1) = h()\O) et pour tout n > 1 f(n+1) = nf(n);h(n)

Par ce biais on voit que la suite (f(n)),>1 est déterminée de fagon unique mais que f(0) est arbitraire.
Ce qui montre bien le caractére infini de Sy,.
Etablissons cette relation par récurrence.

h(0)

f(1) = — e qui établit I'initialisation.



On suppose la formule établie au rang n donc f(n+1) =

ce qui est la formule souhaitée au rang n + 10

8. Pour f € Sy, pour tout entier n > 1, établir I'identité suivante

n—1) - k
flmy =~ S (@)

k=n

(0]
Solution : Posons, pour alléger t = Z h(k:)p,(j‘).
k=0
On a donc h = h—t, ce qui montre déja que h € F et, par conséquent (cf Q1,Q3) que la série de terme

n
général h(n)—' converge. Il va nous suffire (grace a la question précédente) de montrer que la somme

de cette série est nulle.

o [o.¢]
oy - s AT A"
On a, par linéarité somme de séries convergentes : E h(n)—' =t —t E — = om
n! n
n=0 n=0

9. En déduire que toute fonction de Sy, est bornée.
Solution : Puisque on a vu précédemment que h était bornée, il nous suffit de montrer que la suite

(n— 1) & AP .
( )\n Z g) est majorée.
k=n
0 Nk
On reconnait le reste d’ordre n — 1 d’une série exponentielle en Z T ainsi avec la formule de Taylor
k=n """

avec reste intégral, il vient :

o0 )\k _ A ()\_t)nfl .
S [ O
= k! o (n—1)!

De 1a on déduit ( par majoration inégrande) que ( et pour tout n > 1) :

2 \k AN —t)nt A"
SIS
= k! o (n—1)! n!

G N0 L T . : :
Par suite, 0 E o < e”— < e”. Notre objectif est bien atteintll
! n
k=n

4 Propriété de Lipschitz

Pour une fonction f de N dans R, on consideére la fonction A f définie de N dans R par
v eN, Af(n) = f(n+1) - f(n)

On veut montrer que pour f € Sp,

SN
igg|Af<n>|s1 N <2‘é§h(’“)‘ gh(k)) (5)

Pour un entier m > 0, on considere d’abord le cas particulier ou h = 1) :
h(m)=1 et h(n)=0 si n#m
On note f,, 'un des éléments de Sl{m}-

10. Etablir pour 1 < n < m l'identité suivante :

_ (n—l)' ()\)nil )\k

k=0

Solution : Evaluons pour ce faire ( et pour tout entier k) hn, (k) = hm(k) —t en adaptant la notation
employée en Q8. Ceci donne hyy, (k) = 0 m — p%).
n—1 \k
A

| (n=DI A (=)
Icin < m(n) = kK [
ci n < m donc avec Q7 fi,(n) An kz:% h(k) k! A" Pm k=0 k!




11.

12.

13.

14.

Etablir une identité analogue pour n > m > 0 et en déduire le signe de f,,,(n) pour tout n > 1.

A Pm k:'.

Solution : Méme démarche mais avec Q8 cette fois et on obtient alors fp,(n) =

Montrer que la fonction A f,, est négative sur N\ {0, m}. Indication : on distinguera les cas 1 <n <m
etn>m>0.
()\) (n — 1)' nl Ak L n)\kil

v e
En isolant le terme d’indice 0 de la seconde somme du membre de droite et apres changement d’indice

dans cette méme somme , nous obtenons :

Solution : Premier cas 1 <n <m: Afp,(n) =

n—1
A _ =D LI
k=0 ’
Deuxiéme cas n > m et apres le méme changement d’indice que ci-dessus :
n—1) &, n AE
Aﬁd@sz(An)Q:%+l—Dkﬂ<0l
k=n :

Etablir les identités suivantes :

1—e? e PLENED WA DL
AfO(O) = 2\ _f0(0)7 Afm<m) = T ( Z ﬁ_'_ m%mk') pour m > 0

k>m—+1

Solution :i) La premiére formule est fausse puisque f(0) est arbitraire et de plus est inutile pour le

but poursuivill
o) ! 00 /\k n—1 )\k’-i—l
ii) A l'aide de Q10 et Q11 : Afp,(m) = p,), )\m+1( Z i +Z—)

Soit apres simplification et changement d’indice la formule vouluel

En déduire que

1— -
sup A fo(n) < —
n>1 A

Solution : Au vu de ce qui précede le sup cherché est un maximum et vaut A f,,,(m). Avec Q13 on a

la majoration :
-\ Xk -2 1— e

A fm(m) < T(};E):T(e/\—l): \ u

On étudie maintenant le cas général. On définit la fonction hy par

15.

16.

= — 1 f
h.(n) = h(n) — inf h(k)
Montrer que S = Sp, -
Solution : Il suffit de montrer que pour tout réel s : f € S, = f € Spys.
Soit n un entier naturel ( en utlhsant la notation allegee fixée cf Q8) de f(n) = h(n) —t on déduit

f(n)=h(n)+s—s Zpk, Z h(k (n) +s— Z(h(k) + s)p,(C ) ( on a utilisé Q1)M

k=0

Montrer que la série
> hi(m) fin(n)
m=0

est convergente pour tout entier n > 1.
Solution : Puisque hy € F, nous montrons que la série Z fm(n) est ACV.
m>n
A"et

Pour tout m > n + 1 ( en utilisant Q10), |fn(n)| < ﬁ
m —_

O(1/m*)m



17. Montrer que la fonction f définie pour tout n > 1 par

W =3 by (m) fuln)
m=0

appartient a Sy,.
Solution : C’est assez direct.Vn, f(n + 1) — nf(n Z ha(m)(fm(n + 1) — nfm(n)), par linéarité

sommes de séries convergentes.
Or fp € S1y,,, donc en vertu du début de réponse a Q10 : fm(n+1) —nfp(n)) = onm —p%‘), ce pour
tout entier m.

Des lors Vn, f(n+ 1) — nf(n) Z hy (m)pD), ce qui montre bien que f € Sp, =S,

18. En déduire que pour tout entier n > 1,

e
f(n+1)—f(n) < ! (Sup h(k) — inf h(k))

A keN keN

Solution : Dans ce contexte on a f(n+ 1) Z hy(m)(Afm(n)) < hy(n)(Afp(n)) par Q12.

1*6_)‘

Des lors (avec Q14) f(n+1) — f(n) < h4(n)
La définition de hy donne immédiatement le résultatll

En utilisant —f et h_ = sup h(k) — h, on prouverait de fagon analogue que pour tout entier n > 1,
keN

keN keN

Y
—(fln+1) = f(n) < 1 ; (sup h(k) — inf h(k))

et qu’ainsi I'inégalité (5) est vraie dans le cas général.



