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Corrigé début X 2023 : Matrices stochastiques

1 Premiere partie

Question 1.
On somme Sulvant J l'inégalité supposée P; ; > cvj, et on obtient :

ZE:I%J > Cj{:bﬁ;(yoﬁ.lugi!ill
j=1 j=1

Question 2.
d

On pose u = (uy,..,uq) € P alors, pour 1 < j, < d (uP); = ZPijui.
i=1

d d d
D’une part ces nombres sont bien des réels positifs et, par Fubini, Z(Z Piju;) = Z uz(z Pij) = Z u; =1,
j=1 i=1 =1 j=1 i=1

par double stochasticité ( de P et u) et on a bien montré que I
Question 3.

d
On peut observer que pour u,v € P : Z (ur — vg)v; = 0 donc
k=1
d
(uP —vP); =Y (ug — vp)(Prj — cvy)
k=1

Puis, comme P}, ; — cv; > 0 ( tout cela pour tout j) :

|luP —vP|; < Z(\uk — vg|) Z Py ; — cvy)
k=1 j=1

ISH

d
ce qui donne |[uP —vPlj; < (1 —¢) Z |ur, — vg|, puisque v € PR

k=1
Question 4.

Le résultat de la question 2 justifie que les termes de la suite (x,), appartiennent bien a P. En itérant

I'inégalité de la question précédente (avec (u,v) = (xn,Tn—1) et les précédents), on obtient :

Vn € N, [[zn41 — anll1 < (1 = ¢)"[|a1 — ol|.

Comme (1 —¢) € [0, 1], la série de terme général (1 — ¢)" converge, donc, par majoration, celle de terme

général ||z,41 — xy||1 converge égalementll

Question 5.

Soit 1 < j < d. Alors, pour tout n € N :

|Tp41,j—%nj| < ||Tpe1—2n||1 done, par majoration et par lien suite-série, la série de terme général 11 j—2n ;

converge (a j fixé). Ainsi, la suite de vecteurs (x, ), converge, composante par composante, donc convergel]

De plus, P est fermé, car il s’agit de I'image réciproque du singleton {1} par une application linéaire (

continue donc car dimension finie). Ainsi lim(z,,) € PR

Question 6.

La continuité (dimension finie) de l'application linéaire ¢ — tP permet d’obtenir = p - P en passant a la

limite n — +o0o dans 'égalité x,41 = x, P.

Si deux vecteurs ju, i/ conviennent, I'inégalité de la question 3 donne [|u' — pll; < (1 — ¢)||p’ — w1, ce qui

n’est possible que si u =y puisque ¢ > 0N

Question 7.

Soit x € P. Pour n € N, on a :

|eP" — pll1 = ||lzP" — uP"|| < (1 —=¢)" ||z — plli < (1 =) (||z|li + |lpll1) ce par itération de I'inégalité de
d

la question 3. De plus, pour tout y € P, on a |ly||; = Zyj = 1 Ceci donne le facteur 2 recherché dans
j=1
I'inégalitéll



