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Corrigé du DS7 (4h) CCINP + Mines

Exercice 1 :
Pour = > 0, on note :

Toosin(t) _, oo e,
F(z) = / — dt, G(x) :/ e “sin(t)dt et H(z) = / e "* cos(t)dt.
0 0 0

Q1. Montrer que : Vt € RT, |sin(¢)| < ¢.

Q2. Montrer que les fonctions F,G et H sont bien définies sur |0, +oo[ en majorant la valeur absolue de
leurs intégrandes.

Q3. Montrer que 111;1_1 F(z) = 0.(On procédera a un encadrement de |F'(x)| auparavant)
T—r—+400

Q4. Montrer que F est de classe C'! sur ]0, +00[ et exprimer F” & I'aide de la fonction G.

Q5. Trouver une expression simple pour G et pour H. On pourra calculer H(x) 4+ iG(z).

“+o00
En déduire, pour a €]0, +o0], la valeur de / e " cos(at)dt.
0

Q6. En déduire une expression simple pour F'. Que vaut F'(1) ?

Solution ;

Q1. Application classique ( cf premiére année ) de l'inégalité des accroissements finisll

Q2. On fixe le réel x > 0. Les trois intégrandes sont continues sur R pour la premiere et sur Ry pour les
deux autres et sont dominées toutes les trois sur leur intervalle de définition par ¢ — e~ ', ce qui montre

+oo
I’existence de nos trois intégrales généralisées puisque / e~ dt est notoirement convergentel
0

+00 1
Q3. On a donc pour tout z > 0 ( Inégalité triangulaire + Q1) : |F(x)| < / e "dt = ~. Le théoréme
0 x

des gendarmes permet de conclure aisémentll
Q4. On va bien siir utiliser la régle de Leibniz pour dériver sous le signe intégral.
On constate d’abord que :

sin(t
Je*m est de classe C' sur R*. (exp l'étant elle-méme).

in(t) e—tr

s

oz > 0,t>0—
0 sin(t

oVr >0,t— 6(15()6_”
x

On procede ensuite & la domination (sur tout segment ici de la dérivée partielle de 'intégrande suivant le

parameétre.

Soient [a, b] un segment de R , x € [a, b] alors :

Vt >0, | —sin(t)e | < e ™ et t — e~ est bien positive et intégrable sur R*.0]

Nous pouvons appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe intégral a F'.

oVt >0, —
est intégrable sur R’} (cf Q2).

) = —sin(t)e""* est continue sur R¥. donc y est continue par morceaux]

+o00
Ainsi F est de classe C! sur R* et |Vz > 0, F'(z) = —/ e sin(t)dt = —G(x) i
0
Q5. On a facilement ( et pour tout réel @ > 0) H(x) +iG(x) = —— = 2 Qion | Gla) = ——— | et
. a facileme et pour tout rée = = 0 = e
n ilemen pour tout réel x x) + iG(x o T gy don |G =5
x
H(zx) = []
(@) 2+ 1
+oo H 2
Le changement de variable affine ¢t = 2 donne / e " cos(at)dt = (z/a) = <
o 0 o 2 + o?




Q6 Les deux questions précédentes justifient I’existence d’un réel C' tel que :
Vx>0, F(z) = C — arctan(x).
Sachant que lim F(x) =0, il vient C' = T

T—+00 2

1
En conclusion |V > 0, F(x) = arctan(—) | et | F(1) =
x

Exercice 2 :

L’objectif du probléme est d’établir, par des méthodes euclidiennes, des théoremes d’approximation par des
polynémes ou des exponentielles-polynomes de certaines fonctions définies sur [0, +oo] ou sur R.
Les parties I et I sont indépendantes. La partie III utilise les résultats des partie I et II.

Etant donné un intervalle I de R, on appelle fonction polynomiale sur I toute fonction de la forme f: I —
n

R, z— Z Ae2¥, oll n est un entier naturel et \g, ..., \, des nombres réels.
k=0

I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiére

Pour tout réel = strictement positif, on pose
+oo
I'(x) :/ t* e tdt,
0

1. Montrer que la fonction I' est bien définie, et a valeurs strictement positives.

2. A Taide d’une intégration par parties que l'on justifiera avec soin, montrer que I'(x + 1) = 2I'(z) pour
tout « > 0.
Fn+a+1)

Soit « un réel strictement supérieur & —1. Pour tout n € N, on pose a,, = '
n!

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere E anx".

4. Montrer que

— )

> IMa+1
nz_:oanl‘" = (1(a+)1 pour tout =z €] — R, R|.

[e%S) +oo
On pourra effectuer une permutation des symboles Z et / , que l'on justifiera soigneusement.
0

n=0

I.2. Projections orthogonales

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie, muni d’un produit
scalaire (|). On note ||.|| la norme associée & ce produit scalaire, définie par ||z|| = (2|z)/? pour tout z € E.
Soit F' un sous-espace vectoriel différent de {0} et de dimension finie de E.

5. Donner la définition de la projection orthogonale 7 sur F.

On fixe (eq, ..., ey) une base orthonormale de F, et x un vecteur de E.

n
6. Montrer que 7p(x) = Z(w\ei)ei.
i=1

7. Montrer enfin que
n

lz = mp(@)|* = llz* = D _(zle:)*.

i=1



II. Polynomes de Laguerre

Dans toute cette partie, on fixe un réel a > —1, et on note FE, I’ensemble des fonctions continues f :

+oo
[0, +00[— R telles que l'intégrale / 2%~ f(x)%dz est convergente.
0

9 a® + b?
8. Montrer que, pour tout (a,b) € R?, |ab| < B

+00
9. En déduire que, si f et g sont deux éléments de E,, l'intégrale / x%e” " f(x)g(x)dx est convergente.
0

10. En déduire que E, est un sous-espace vectoriel de Iespace vectoriel C([0,+oo[,R) des fonctions con-
tinues de [0, 00| vers R.

11. Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, 400] est élément de E,,.

Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions :
©n :J0, +oo[—= R, x> 2" T% "

et
Uy, :]0, +oo[— R, = — a:*aech(") (x)

n

ou la notation o™ désigne la dérivée d’ordre n de ¢, (avec la convention go(()o) = ¢p).

12. Calculer g, 11 et .

13. Pour tout n € N, montrer que la fonction v, est polynomiale. Préciser son degré et son coefficient
dominant.

Dans la suite, on identifie ¢, & son nuique prolongement continu a [0, +oc[, qui est une fonction
polynomiale sur [0, 4+o00[. Cela permet de considérer 1), comme un élement de E,, ce qu’on fera
désormais.

Pour tout (f,g) € E2, on pose :

+o0 _
(fla) = [ a%e " f@)g(a)da.
14. Montrer que (|) est un produit scalaire sur E,.

Dans la suite, on note ||.||o la norme associée a ce produit scalaire, définie par

+00 1/2
Il flla = (/ xae_xf(:n)zd:v> pour tout f € E,.
0
15. Soit n un entier > 1. Pour tout entier k € [0,n — 1], établir que

") () = 0 quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives,

et que
©®) (2) = o(e7*/?) quand & — +o0.

n

16. Soit m et n deux entiers naturels. Montrer que

(¢m|7pn) = (_1)n /O+oo ’(ﬁﬁg)(SU)gOn(ﬂ?)d:C

En déduire que la famille (¢,,)nen est orthogonale pour le produit scalaire (]).
(Entendre par la que les vecteurs de cette famille sont othogonaux deux a deux)

17. Montrer que, pour tout n € N, ||1,]|2 = n!I'(n + a + 1) (la fonction I' a été définie dans la partie I).



I1I.

Approximation

On conserve les hypotheses et notations de la partie II. Pour tout entier naturel &k, on définit la fonction

fr:[0,400[—= R, z ek,

qui est élément de E, (on ne demande pas de le vérifier).
Pour tout N € N, on note Viy le sous-espace vectoriel de E, engendré par la famille finie (¢, )o<n<n, et on
note 7y la projection orthogonale de E, sur V.

18.

19.

oo 2
Soit k£ € N. Montrer I'existence de la somme Z W, et calculer sa valeur.
n=0 nlla

En déduire que, pour tout k € N, || fx — 7n(fx)]|la — 0 quand N — 4o0.

Dans toute la suite, on note P le sous-espace vectoriel de E, constitué des fonctions polynomiales.

20.

Montrer que, pour tout k € N et tout € > 0, il existe p € P telle que || fx — plla < €.

Soit f : [0,+o00[— R une fonction continue tendant vers 0 en +oo. Il est facile de vérifier (ce n’est pas
demandé) que f € E,.

21.

22.

23.

Montrer que, pour tout € > 0, il existe un entier naturel n ainsi que des réels Ag, ..., A, tels que
n
Hf - > Af| <e
k=0 (6%

On pourra utiliser la fonction

0 0.1 SR, £ f(=Int) site€]0,1]
* 9y 9y 0

sit=20

et le résultat admis suivant : si ¢ : [0,1] — R est une fonction continue, alors, pour tout € > 0, il
existe une fonction polynomiale p : [0,1] — R telle que |¢(t) — p(t)| < € pour tout ¢ € [0, 1].

Montrer que, pour tout € > 0, il existe p € P telle que ||f — pllo < e.

Soit h : R — R une fonction continue, paire et nulle en dehors d’un segment [—A, A] (A > 0). Montrer
que, pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale p : R — R telle que

/+OO (h(a:) - p(as)e_gcj)2 dr <e.

— 00

On pourra appliquer le résultat de la question 22 a la fonction f : [0, +00[— R, = +— h(\/:E)e% et & un
« bien choisi.

On peut montrer que le résultat de la question 23 est en réalité valable pour tout fonction h : R — R continue
et de carré intégrable sur R.

Solution officielle et assez indigeste du concours

I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiere

1.

Soit x > 0.
ot t*Let est continue sur RZ.

1
° tm—le—t ~ .
t—0 t1—=

Orte = est intégrable sur ]0,1] (Riemann et 1 — z < 1), donc, par comparaison, ¢ — t* Le™ est

intégrable sur ]0, 1].



tSC—le—t 1
=t*tet 0 par croissances comparées, donc t* et = o — .
1/t2 t—s+o00 T oo \ £2
1
Or t — — est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t — t* e~ est

$2
intégrable sur [1, 4+o0].
“+oo
ot — t" te~! est donc intégrable sur R* , donc, en particulier, / t*"te~!dt converge, donc [(x)
0

existe.

De plus, pour tout t > 0, t* le™!

> 0, donc, par stricte positivité de 'intégrale convergente,
—+00
I'(x) :/ t*Le~tdt > 0.
0

. Soit z > 0.
Posons u(t) = t%, u/(t) = 2t* 1, v/(t) = e~ v(t) = —e .
w et v sont de classe C' sur Ri.
u(t)o(t) =t%e™" — 0, car z > 0.
t—0t

u(t)v(t) =t"e~" — 0 par croissances comparées.
t—+o00

400 400
Enfin, / u(t)v'(t)dt = T'(z + 1) converge, donc, par intégration par parties, / o' (t)v(t)dt con-
0 0

verge et
M(z+1)= t’” *t +/ wt™ le~tdt

_o+x/ t"le~tdt = o (x).
0

T 1 1 1
ant1 _ (n+a+1)+ )doncavecQ2anﬂ:n+a+ R
an (n+ 1)I'(n+ «) an n+1 notoo
Ainsi d’apres la régle de d’Alembert pour les séries entieres, R = 1.

. Pour tout n € N, on a, a, > 0 et

. Pour tout z €] — 1, 1],

+00 tn—&-oe n —t
Zanaj Z/ —dt.

n—l—amne—t

Fisons = €] — 1, 1] et posons, pour tout n € N, f, : t € R} — —
xn
e PourtoutneN, f, :t— —le"+ae_t est intégrable sur R} comme multiple (par une constante

indépendante de t) d'une fonction intégrable sur R (d’apres la question 1).

e Pour tout ¢ > 0, Z fn(t) Z t“e !

n>0 n>0

+oo
3 ) = tnetert — gt
n=0

converge (multiple d’une série exponentielle) et sa

somme vaut :

De plus, f est continue (par morceaux) sur R’ .

Eor(n+a—1) = alal”, doncZ/ Fu®)]dt =3 anlal”

n>0

converge (car x €] —1, 1], disque ouvert de convergence de la série entiere E a,x", donc E apx"
n>0 n>0

\I”

+o0
o Pour tout n € N, / | frn(t)|dt =
0

converge absolument).

D’oti, d’apres le théoremue d’intégration terme a terme, f est intégrable sur R et

too 10 teo +oo 400
Saa" =Y / fat)dt = / f(t)dt = / @@ Digg,
n=0 n=0"0 0 0



Posonsu = (1—2)t &t = T2 . (Changement de variable affine)
-z
+

o0
D’ou, comme / tee@=Dt gy converge, on peut effectuer le changement de variable sur l'intégrale

0
impropre et la nouvelle intégrale converge et :

teo _ R « _, du 1 ‘oo I'a+1)
a, (z—1)t u u / )
/0 t%e dt—/o (1—.’1})a€ =2 A=z ue du_(l—:c)aH'

On a donc bien I’égalité demandée.

I.2. Projections orthogonales

Tout est du cours dans cette partie, et il s’agit de le redémontrer...

5. Comme F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, on a F @ F*+ = E.
Par suite, pour tout x € E, il existe un unique (y,z) € F x F* tel que z = Yy + z et on pose alors
wp(z) =y.
n
6. Pour tout y € F, y = Z(y|ei)ei (décomposition dans une base orthonormée).
i=1
De plus, pour tout z € E, en notant z = y + z la décomposition de X selon F & F*, on a :

Vie[l,n], (zle) = (yles)+ (i@ = (ylei),

=0 car ¢;EF et zeé L

donc on a bien
n n

mr(z) =y =Y (yleei = Y (zlei)es.

i=1 i=1

7. Onazx=np(r)+z—7p(z) ot np(x) L (x — wp(x)), donc, d’apres le théoreme de pythagore,
—_—
EF eF+

lz]1* = llmp(@)I* + o = 7p ()],

donc on a bien

n
|z —7p@)|? = ||z]|? = |7r(@)|? = ||=||* - Z(x|ei)2 (d’apres la question précédente).
i=1

II. Polynémes de Laguerre

8. cf cours

9. Soit f et g deux éléments de E,.
x — 2% " f(x)g(x) est continue sur R’ comme produit de fonctions continues.
f2(2) + ¢°(x) T o o @) + g (2)
——=——= . 0Or e t———2 g
2 0 2
converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes (car f, g € E,), donc, par comparaison

Pour tout x > 0,0 < |z% " f(z)g(z)| = 2% *|f(x)g(x)| < x%e™*

+o00 +o0
d’intégrales de fonctions positives, / |x%e™" f(x)g(x)|dx converge, donc / x%e " f(x)g(x)dx est
0 0
absolument convergente, donc convergente.
10. e E, C C([0,4o00[,R) par définition de E,.

e La fonction nulle est dans E,, donc E, # (.
e Pour tout (f,g) € E,, pour tout A € R, A\f + g € E, car :

e Af 4+ g est continue sur R} comme combinaison linéaire de fonctions continues.



e pour tout x > 0,
e (M +9) (@) = Nae " f(x)® + 22z " f(z)g(x) + 2% Tg(x)?,

donc

[ e @) = |

0

“+oo

+o0 +00
a:o‘e_xf(x)de—i-Q/\/o x%e " f(x dx—i—/ x)?dx
converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes.
e I, est donc bien un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel C([0, +o00[, R).
11. Soit p une fonction polynomiale sur [0, +oo[. Alors :

e p est continue sur R, car polynomiale.

d
e En posant p®: z +— Z apz® (possible car p? est encore polynomiale) on a, pour tout z > 0,
k=0
% —x Z akx 6 x’
donc J
+oo
/ 2% %p Z ak/ I B N Z apl(a+1+k)
0
k=0

est convergente comme combmalson linéaire d’intégrales convergentes (car oo + 1 +k > 0).
>0

On a donc bien p € E,,.

12. Pour tout n € N, ¢, est de classe C*° sur R’ comme prosuit de fonctions C*>

On a

wo x> xte

donc g : x — xfae’”go(()o) (x) =1,

. a+l _—x
pr:ix e

donc gogl) cx e (a4 1)a%e ™ — 20Te™
donec ¢ 1z — x_o‘ezgpg )(x) =(a+1)—
o x> x0T2e7T,

donc gogl) cx e (a4 2)2% e — 20277,
donc gogz) cx = (a+2)(a+ 1)z%® = 2(a + 2)2% e ™ 4 g0 2077,
donc g : x — x_o‘exgpé )(x) =(a+2)(a+1)—2(a+2)x+1.
13. Pour tout a € R, posons g, : x —> z.
ga est de classe C* sur R et, par récurrence immédiate,

k—1
VkeN, Ve>0, ¢W(x)= <H(a - z)) z@k

1=0
—t

ou, par convention, le produit vide (pour k£ = 0) vaut 1. Posons aussi h: ¢+ e
h est de classe C*™ sur R et,

VkeN, Vz>0, Ak =(=1)ke"
D’ot, comms ¢, = gniah, on a, d’apres la formule de Leibniz, pour tout x > 0,

- e

k=0

i(() st sans).

k=0 =0



14.

15.

donc

n k—1
=g %" Z ((Z) (71)"_kx""”;'_ke_373 H (n+a-— z))
k=0 i=0
n k—1
= Z <<Z> (—1)nk H(n +a— z)) "k
k=0 i=0

donc v, est bien polynomiale sur R’ et, comme

0-1
@(—1)”-0 [ +a—i) =1 #0,

1=0

son degré est n et son coefficient dominant est (—1)".

+oo
e Pour tout (f,g) € E2, (flg) = / x%e” " f(x)g(z)dx existe d’apres la question 9.
0
e Pour tout (f,g,h) € E3 pour tout \ € R,

+00
O +glh) = [ 2% (M (@) + g(@)h(a)da

0
+o00 +oo
= / e f(x)h(z)dr + / x%e Tg(x)h(z)dr (par linéarité de 'intégrale convergente)
0 0

donc (]) est linéaire a gauche.
e Pour tout (f,g) € E2,

(o) = [ e pwgterdn = [ et g @)dntols),

donc (|) est symétrique.

e (|) est linéaire a gauche et symétrique, donc bilinéaire.

e Pour tout f € E,, pour tout x > 0, 2% f(x)g(x) > 0, donc, par positivité de I'intégrale convergente
("0 < +o0"),0on a:

“+o00
(f1.f) :/0 % 2 f(x)2dx > 0.

+0o0
De plus, comme = +— 2%~ f(z)? est continue positive, comme 0 < 400 et comme / % f(x)’da
0

converge, on a

+oo
ff=0< / e f(x)’dz =0
0
eVr>0, 2% "f(z)2=0
Ve >0, f(zr)=0,

donc (|) est défini positif.
(]) est donc bien un produit scalaire sur E,,.

Soit n € N*.
e D’apres les calculs faits a la question 13, on a, pour tout k € [0,n — 1],

k k ) ) i—1
ROEDY (() (~DFfrteie= [T (n+a - j)) .

i=0 Jj=0

Pour tout 7 € [0,k] C [0,n—1],n+a—i>a+1> 0, donc lin%;U”JrO‘_i =0, donc
T—

S — <~ | 2—0

k
0 Jj=0 -0 =0

i—1

i=

constante par rapport a x



16.

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle.
e De plus,

wﬁf)(x) i k k o +a—i /2

_ _ —1 s n+oa—1i , —x

=y D <>< D Inva—g) et B 0
i=0 J=0 —0 par croissances comparées

constante par rapport & x

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle, donc on a bien

p(x)= o (e,

T—>+00

e Soit m et n deux entiers naturels.
Montrons par récurrence que, pour tout k € [0, n],

Wnlin) = (C0F [ D@ @ (TR,

Initialisation : Par définition de 1, et (]), on a

+00 +00
Gnltn) = [ 2" m(afn(@lds = [ dn(a)el? @)z,
donc on a bien HRy.
Hérédité : Soit k € [0,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.
+00
Alors/ V) ()R (2)dx converge.
0
Posons alors u(z) = ¥ (2), o/(z) = W (@), 1/(2) = (i) (@), 0(&) = Pu_k_1)(@) (avec n—k—1 >
0).
u et v sont de classe C! sur RY.
1y, est polynomiale sur R, donc w(k) est polynomiale sur R, donc

n—k)

. w(k a une limite finie en 0, donc comme gp( a une limite nulle en 0 d’apres la question

précédente, on a
lim u(x)v(z) = lin% Y ()R (2) = 0.
T—

z—0
o et u(z)v(z) =¥ (z)o(e™™/?) — 0 par croissances comparées.

T—-+00

400 +oo
Enfin, / u(x)v'(z)dz converge, donc, par intégration par parties, / v (z)v(z)dz converge et
0 0

Yt = (— / Pk = ) (z)dax
— (-t ([ws:)(w)w;” 9)] " / U @)l )i )
( / DED) () ol (5 )dx) _ (1) /+°° DED () o) () 4
0

On a donc bien HRg1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [0,n],

(mltfm) = (— / ¥ (2) o) () da,

donc, en particulier, pour k = n, on a bien :

mlt) = (0" [ 9D @)nla)ds

e Soient m et n deux entiers naturels tels que m # n, et, quitte & intervertir les réles, supposons que
m < n.
Alors, d’apres le premier point, on a

Wmlt) = (1" [ 9D @nla)de



Or v, est une fonction polynomiale de degré m < n, donc wﬁ,’}) =0, donc

(i) = / o )dx—/0+000dx_0.

La famille (¢, )nen est donc bien orthogonale pour le produit scalaire (]).

17. D’apres la question précédente,

+o0
[all2 = Gt = (-1 [ 6 @)pn(a)do
0

Or 9, est une fonction polynomiale de degré n a coefficient dominant (—1)", donc pour tout = > 0,
™ (z) = (—1)"n!, donc

fonllz = 0 [T u@pntide = 1" [ 1) g (e)de

:n./ 2" % dr = Il (n 4+ a + 1).
0

I1I. Approximation

18. De la méme fagon qu’a la question 16, on peut montrer par récurrence que, pour tout i € [0, n],

(el = (01 [ @) e = ()1 [ G @) e s

donc, en particulier, pour ¢ = n, on obtient

+00 400
(eli) = K" [ utwe =i [ aree ez,

= k" /+OO ue e du (changement de variable u = (k + 1)z (affine)
Ty et Drte” k4l 8 v -

Par suite, pour tout n € N, d’apres la question 17,

(g () T+ 1)
B n!l'(n 4+ a+1)

B 1 E\\"Tn+a+1)
~ (k+1)20+2 (k+1> n!

k 2
donc, d’apres les questions 3 et 4, comme <I<:+1> €] —1,1],

(fk‘wn)Z _ 1 k 2\"
2 Tl T G ((k—i—l) )

n>0

converge et

L2 eln)®
Z 1Y% (k‘ +1)20+2 Z an, ( >

n=0
[+

(k+1)2a+2< ( ) >a+1
+1
1 +1)

k+ 1 2a+2 ( ) a+1
1 F( 1)(k‘+ 2a+2

(k. + 1)2a+2 ( k. )a+1
_ T(a+1)
o (2k + 1)t




Un

19. Pour tout N € N, Vy est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,, et <” ol ) en est
nlla/ nefo,N]
une base orthonormée, donc, d’apres la question 7,
N 2
Jl¥
I = a2 = el = 30 )
= lnlia
Or
+oo
152 = [ e me eda
+oo
_ / —(2k+1)z g
+oo u® du
= /0 T 1)ae_“ 1 (changement de variable affine u = (2k + 1)x)
__ / T et _ T+l
(2k + 1)t Jo (2k + 1)+l
donc
N 2
(fil¥on)
1fr = 7N (e = I1fxll? = D <5
= lnlla

_ Tatl) (i)
@2k + Do a2

Tla+1) X (fultn)?
eI s e R Bl e e

Ia+1) I'a+1)

T 2k + D)ot 2k Dett T

donc on a bien lim | fx — 7n(fk)|la = 0.
N—4o00

20. D’apres la question précédente, pour tout £ € N, pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que pour tout

N > No, lfe = 7n(fi)lla < e
En particulier, pour N = Ny, on a ||fr — 7 (fi)|la < &, et an(fx) € Vv = (¥n)o<n<y C P comme
espace vectoriel engendré par des éléments de P, donc p = mn(fi) convient.

sit €]0,1]

sit=0

g est continue sur |0, 1] par opérations sur les fonctions continues.

De plus, lim g(¢t) = lim f (—Int) = 0 = g(0) (par hypothése sur f), donc g est aussi continue en 0 et,
t—0 t—=0" ~——

~Int
21. Soit g: [0,1] — R, tl—>{g( nt)

—+00
par suite, sur [0, 1].
n

Alors, d’aprés le théoreme admis, il existe une fonction polynomiale p : t — Z \st® telle que pour
k=0

tout ¢ € [0,1], |g(t) — p(t)] < =.

On a alors, pour tout z > 0, comme e~ * €]0, 1],

| PR

e

=|g(e™®) —p(e™®) | S ,

n 2
donc (f(w) -3 Akfm)) <e

On a donc, pour tout x > 0,

n 2
0<z%* (f(a:) — Z /\kfk(x)> < g% e
k=0



22.

23.

donce, apr positivité de l'intégrale convergente (avec 0 < +00), on a

n 2 n 2
OS/Jr x%e <f(a;)—2/\kfk(x)> dm:‘f—zx\kfk
0 k=0 k=0

(67

+00
< / 1% %e? = (o + 1).
0

2

n
En remplacant £ par S dans le théoreme admis, on a alors H f— Z)\k fell < €2, donc
Ma+1) P N
n
Hf - > Mfx| <e
k=0

o

Soit f vérifiant les hypotheses et € > 0.
D’apres la question précédente, il existe n € N et (Ar)o<k<n tels que

Hf = Mo
k=0 o

De plus, pour tout k € [0,n], d’aprés la question 20, il existe py € P tel que ||fx — prlla < €, et on a
alors

<e.

Hf = Mepr
k=0

(67

Hf Z e Sre + Z Ae(fr — Pr)
k=0

- Z eS|l + Z At I fe — prlla  (inégalité triangulaire)

k=0 o k=0

§€+Z|)\k|5: <1+Z)\k> E.
k=0 k=0

n n

en posant p = Z APk € P, on a bien (quitte a remplacer ¢ par ¢/ <1 + Z )\k> au début de la
k=0 k=0

réponse),

”f - p”a <e.

Soit f : x € [0, +oo[— h(v/xz)e™?.
h est continue sur R4 et a une limite nulle en +oo (car elle est nulle sur }AQ, +ool, donc, d’apres la
question 22, pour tout a > —1, il existe p € P telle que

Hf - p”a <e.

15 =plla= [ ate (@) = pla)Pde = [ 2 (@ = plase s
= [ i) — plare

“+00

= £2(h(t) — p(t2)et/2)22tdt
0

en posant le changement de variable t = \/z < z = t2.

Ce changement de variable est de classe C! strictement croissant sur R et réalise une bijection de R’
sur RY.

Alors, en prenant o = —1/2 (et le p correspondant & cette valeur de o) et ¢ : t € R — p(t?), qui est
une fonction polynomiale paire, on a

£ =pllap= [ R0 — et =2 [ () - a2 e
oo 22\ 2
—/+ ( (m)e2> dx,

[ () —atwe) e = 1 —pllyo <=

— 00

donc



