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TD 16 : Intégrales généralisées et normes (Corrigé)

Exercice 1 :
a—1

1+t
2) Que vaut l'intégrale généralisée précédente pour a = 1/27

[ee]
1) Pour quelles valeurs du réel a I'intégrale généralisée / dt converge-t-elle?
0

Exercice 2 :
oo

Nature de/ In(thz)dz.
0

Exercice 3 :

T n+1
Pour z réel positif, on pose f(z) = ——F+——5— et u, = / f(t)dt, ce pour tout n.
1+ 28sin? 2

n

1) Quel est le lien entre la convergence de 'intégrale généralisée / f(t)dt et celle de la série Z Uy !

n>0
2) Soit un entier naturel n : établir que u,, = T —5—dx.
14 (z+ nm)bsin?z
1 /2 dx
3) En déduire que u, < 2(n + 1)7r/0 ¢ (nn)f s
4) Par concavité du sinus sur [0, 7], établir que sinz > —z pour z € [0,7/2].
™
5) En déduire une majoration de wuy,.
/2 arctan (72
On donne roo_A n(% )
o 14+ a2?x2 a
6) Conclure a l'intégrabilité de f sur Ry.
Exercice 4 :
Soient n un entier naturel non nul, £ = R,[X] et a un réel
oo
On pose, pour P € E, N,(P) = Z 1P*) (a)
1) N, est-elle une norme sur E7?
2) Si oui, prouver qu’elles sont toutes équivalentes.
Solution: .
1) i) N, est parfaitement définie puisque, pour P € E, N, (P) = Z |P(k)
ii) N, est positive puisque la valeur absolue lest.
Donnons nous P, () dans FE et un réel )\
iii) Alors Ng( Z 1®) (@) = |A| Z |P%)(a)| = |A|N,(P), par propriétés somme et dérivation. N, est
bien homogene.
n
iiii) No(P + Q) = Z |p*) *) (a)] < Z(\P(k) (a)| + Q™ (a)|), par inégalité triangulaire usuelle. Dés

k=0
lors, par simple hnearlte de la somme, N, (P + Q) < No(P)+ N,o(Q), ce qui constitue I'inégalité triangulaire
pour Ng.
On rappelle la formule de Taylor ((T) dans la suite) pour P € E et a réel :

validée.
Bilan : N, est bien une norme sur £l



2) Donnons nous un réel b et montrons que N, et N, sont équivalentes.

Nous posons M = Org]?g |b— a\k on remarquera que M > 1.
n

Donnons nous P € E et ﬁxons 0<j<n.
Alors en appliquant (T) a PU) et en spécialisant en b, il vient :
n

. h— .
P (b) = Z (kla)P(kﬂ )(a) donc, en passant aux valeurs absolues et par inégalité triangulaire :

k=0
, L _
PO (b)| < Z ’k'a’P(kﬂ)(a)\ et puisque |b — a|¥ < M ( par définition de M) et comme k! > 1 ( pour
0<k<n), o_n a:

[P (b)] MZIP’“*”( )| < MN,(P).
k=0

Ainsi Ny(P) = 3" [PD(b)| < (n+ 1)MN,(P).
j=0
On en déduit ( en échangeant les roles de a et b) que :
1

WNG < Ny < (n+ 1)MN,, ce qui montre que les normes N, et N, sont bien équivalentesll
n

Exercice 5 : (Norme subordonnée)

On supposera n > 2.
def

Pour M € M, (C), on pose p(M) = R Hsla(}](w) (IA\]) et on I'appelle rayon spectral de M; il s’agit donc du
€5p

plus grand des modules des valeurs propres de M.

1) Déterminer le rayon spectral de ii _74

Une norme N sur M, (C) est dite subordonnée s’il existe une norme v sur C" telle que :
WM, (C), N(M) = sup 22
zeC” z#0 I/(l‘)
On identifie, comme d’habitude, M, 1 (C) et C". On dit alors que N est subordonnée a v.
2) Soit N une telle norme.
Montrer que : Y(A, B,p) € M, ((C)2 x N,
a) N(AB) < N(A)N(B),
b) N(A”) < (N(A)),
¢) p(A) < N(A).

3) Soit Noo : M = (a;j) € M, (C) — [nax Z la;j| |. On admet que No est une norme sur M, (C).

Prouver que cette norme est subordonnée a H||Oo( considérée comme norme de C").
Solution:
On pose £ =C"
v(Mz) = V(M(Lx)) donc puisque L:1: décrit
v(z) v(z) v(z)
I’ensemble des vecteurs unitaires de E, que nous noterons S.
Nous allons montrer que, pour toute M = (a;j) € M, (C) , Noo(M) = suIS) Mz o,
Te

3) On commence par observer, pour = # Og, que

n
Pour z = (21,...,2,) € S, ||Mz| < max (me) = K par inégalité triangulaire puisque ||Mz| =
1SN
<n \i
n
i L t tout 7 | <1.
Jnax. jgl|a”$]| et que, pour tout j, |z;| <

Montrons que le majorant K mis en évidence peut étre atteint pour un =z = (z1,...,z,) € S.
n

Prenons un entier 1 < ¢ < n tel que Z \aij| soit maximale. Pour 1 < j < n, posons z; = 0 si a;; = 0, sinon
=1

on pose x; = exp(—ib;), ot §; est un argument de a;;.

Deés lors pour ce n-uplet, 'objectif est atteint H



