PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 13
CORRIGE

Exercice 1.
1. Notons By = (ey,e2,¢3). Ona:

2
o f(er1) =(2,2,1),donc Mg, (f(er))=1|2],
1

—2
e f(ex) =(—2,-3,—2),donc Mg, (f(e2)) = | =31,
—2
—1
g f(63) = (_17 —2, _O)’ donc MBO (f(e?))) =1|-2],
0
2 =2 -1
donc M = Mg*(f) = |2 -3 -2
1 -2 0

2. On a directement :

1 -2 -1\ (5 -2 -1
(M—I)(M+3L)=(2 -4 —2| (2 0 -2 =0,
1 -2 -1/ \1 -2 3

3. (a) Laformule ci-dessus se traduit, pour les applications, par : (f — Id) o (f + 3Id) = Oz(gs).
Soit v € Im(f + 3Id), puis u € R* tel que v = (f + 31Id)(u), alors :

(f —Id)(v) = (f —1d) o (f + 31d)(u) = Ogs,

donc v € Ker(f — Id). Donc Im(f + 3Id) C Ker(f —Id).
(b) D’apres la question précédente : rg(f + 3Id) < dim (Ker(f — Id)). Donc, d’apres le théoreme
du rang :

3 = dim(R?) = rg(f +3Id)+dim (Ker(f + 3Id)) < dim (Ker(f + 3Id))+dim (Ker(f — Id)).

(c) Soit u € Ker(f — Id) N Ker(f + 31d). Alors f(u) = uwet f(u) = —3u, donc v = —3u, donc
u = Ogs. Donc Ker(f — Id) et Ker(f + 3Id) sont en somme directe.
Par conséquent, d’apres la formule de Grassmann :

dim (Ker(f + 3Id) + Ker(f — Id)) = dim (Ker(f + 3Id)) + dim (Ker(f — Id)) > 3,

donc Ker(f — Id) + Ker(f + 31d) = R®,
Donc Ker(f — Id) @ Ker(f + 31d) = R®.



4. Soitu = (r,y,2) € R*:

uweKer(f—1d) & f(u)=u
r—2y—z = 0
& 20 —4dy — 2z =
r—2y—z = 0
& r-2y—2=0
&S r=2y+z
s u=_2u+2zy,2) =y(2,1,0)+ 2(1,0,1),

e}

donc Ker(f — Id) = Vect (u1,ug) ot ug = (2,1,0) et ug = (1,0, 1). Les vecteurs u; et uy étant non
colinéaires, la famille (u1, uy) est une base de Ker(f — Id); donc cet espace est de dimension 2.

De méme :
u e Ker(f+3ld) < f(u)=-3u
or—2y—z = 0
& 20 — 2z
r—2y+32z = 0

- {4x—2y =0
xr

I
o

A =
o y = 2z
z = T

& u=(z,2z,2)=2(1,2,1),

donc Ker(f + 3Id) = Vect (v) ot v = (1,2, 1). Le vecteur v étant non nul, la famille (v) est une base
de Ker(f + 3Id); donc cet espace est de dimension 1.

5. D’apres les questions précédentes, B = (u;, ug, v) est une base de R?, avec f(u;) = uy, f(uz) = us

1 0 O
et f(v) = —3v,donc: ME(f)=10 1 0 | =D.
00 =3

211
De plus, on a directement : P§ = Mg, (B)= (1 0 2|, puis:
011
10 2[010
(P§ | I5) ~ 21 1/100
ek 011/00 1
10 21]0 1 0
~ 01 —3|1 —2 0
factem2h 01 1[0 0 1
10 20 1 0
~ 01 -3|1 -2 0
fachbomta 00 4|-1 2 1
10 20 1 0
~ 01 =3|1 =20
Lot 00 1|t Lt
1003 0 —3
- o1 ol f o)
L Lo+ 3L
LoC ooy N0 O Lf—g 5 g



1
donc P5° = i
-1 2 1

6. Ona M = PgODPgo, donc :

Lf2 11\ /to o0 2 0 -2
vneN, M = PgOD”Pg‘):Z 10201 o0 1 -2 3
011/\00 (=3)") \-1 2 1
5—(=3)" —242x(=3)" —1+(=3)"
= - [2—-2x(=3)" 4 x (=3)" —242x (=3)"
1—(=3)"  —242x(=3)" 3+4+(=3)"

Exercice 2.

1.

Soit P € R[X]. Comme P, est de degré 3, f(P) € F, donc f est bien définie. De plus : Soient
A, BeR[X]et\ ue R, puis A= QP+ Ret B= SP,+ T les divisions euclidiennes de A et B
par Py, alors : A\A+uB = (AQ+uS) Po+(AR+uT), donc f(AA+uB) = AR+uT = A f(A)+uf(B),
donc f est linéaire.

. Soient i, A3, A5 € R tels que A\ Py + A\3P3 + A5 P5 = Opx]. Les évaluations de cette égalit€ en 1, 3,5

donnent : 8\; = —4)\y = 8\3 = 0,donc \; = A3 = A5 = 0, donc B’ est libre. Comme de plus
Card(B') = 3 = dim(F'), B’ est une base de F.

. La division euclidienne de P par F, s’écrit :

P = RQ + aP, + P; + v Ps,

pour un certain Q € R[X] et a, 8,7 € R. Les évaluations de cette égalité en 1,3,5 s’écrivent :

= P(1)
1
P(1) = 8a, P(3) = =4, P(5) = 8y, donc My (f(P)) = [ -2 | = - | —2P(3)
re) | 8\ p)
8
15
4. (a) Comme P, = (X —3)(X —5) = X* —8X + 15, Mg (P1) = | =8 |. De méme, Mg (P2) =
1
5 3 15 5 3
—6 | et My (Ps) = | =4 |, donc Pg, = Mg, (B) = [ -8 —6 —4

1 1 1 1 1



On a ensuite :

(Ps(g/ | f3>

1
donc Pg,“ =-1-2

1
(b) Ona Mg (Q) = P5°

5. D’apres la question 3 :

ME(9) = M (F(1) F(X) FOC) FOX%) FXY) = ¢

donc, d’apres la question 4 :

Mg (9)

0| —

1
—162
625

1 1 1 10 0 1
~ -8 —6 —4/0 1 0
Lierls 5 5 3|100
1 1 100 1
~ 0 4 101 8
L Ly +8L
Li : Li—lSil 0 —-10 =121 0 -15
1 1 1/0 0 1
~ 0 2 4/0 1 8
Ls<L3+5Lo O O 8 1 5 25
1 1 110 0 1
~ 01 2/0 5 4
Ly « %= 1 5 25
Lz -~ % 0 0 1 s 3 %
110]-% -2 &
Lo <— Lo —2L3 O O 1 l4 §4 2_54
Ly «+ Li—1Ls 8 8 8
100§ 3§ 3
N 01 0|1 S
Li+L1—Lo O O 1 %4 %4 2_854 ’
1
—18
25
-3
1 3 1 9
=—1 2 |.,c’est-a-dire: ) = —=-P, + -P3 + = Fs.
8 9 8 4 8
1 1 1 1
-2 —6 —18 —-54
1 5 25 125
5 Mg (9)
15 5 3 1 1 1 1 1
-8 —6 —4 -2 —6 —18 —54 —-162
1 1 1 1 5 25 125 625
8 0 0 120 1080
0 8 0 —184 —1536
00 & 72 464
1 0 0 15 135
010 —23 —192
001 9 58

En particulier, f(X*) = 58X? — 192X + 135.

?



