Le probleme de Bale

Le probléme de Bale consiste en la détermination de la limite de la suite (B,,),en+ définie
par :

Vn € N* B,=) —

Il a été énoncé en 1644 et résolu par Leonhard Euler en 1741.
1. Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0, 7] on pose :
D,(t) =142 coskt.
k=1

(a) Démontrer que pour tout ¢ € [0, 7] :

(b) En déduire une formule pour D, () sans signe somme.

2. On définit la fonction f sur {O, g} par :

Démontrer que f est de classe C!.

I, = /0” <t - ;)Dn(t) dt

(a) Déterminer une fonction g de classe C! telle que :

3. Soit n € N*. On pose :

™

I, = /Oig(a:) sin ((2n + 1)z) dx

(b) A T’aide d’une intégration par parties démontrer que I,, tend vers 0 lorsque n tend
vers +00.

4. Pour tout k£ € N soit :

™ tz
Uy = /0 (27r — t) cos(kt) dt

(a) Calculer wy.
(b) Calculer uy, pour k& > 0.

5. (a) Donner une relation entre I, et B,,.
(b)

b) Démontrer que la suite (B,,)nen+ converge et donner sa limite.



