Chapitre 11 : Géométrie dans |'espace
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1 Incidence et parallélisme dans I'espace

Dans ce paragraphe, on va tenter de comprendre les conditions d’intersections de droites et
plans dans |'espace.
Un des moyens est de savoir construire des intersections de solides usuels par des plans choisis, on
parle de section d'un solide par un plan.
Dans ce premier paragraphe, nous chercherons & construire la section du cube ABCDEFGH par le
plan (IJK). Il est indispensable de faire un tracé précis, a la régle et éventuellement régle 4+ équerre
pour les paralléles.

Nous démontrerons assez peu de propriétés dans cette partie. . . et nous aurons pourtant un cata-
logue conséquent de propriétés.
A A travailler au fur et a mesure!



1 INCIDENCE ET PARALLELISME DANS LESPACE Chap 11

1.1 Objets de la géométrie dans 'espace

Quelques évidences pour démarrer :

1. Par deux points distincts de |'espace passe une droite unique.

2. Par trois points non alignés de |'espace passe un unique plan.

3. Un plan est aussi défini par la donnée de deux droites sécantes, ou de deux droites paralléles
non confondues.

4. Tous les résultats de géométrie plane (Pythagore, Thalés) s'appliquent dans tous les plans de
I'espace

Définition 1 (Points coplanaires).}

On dit que des points sont coplanaires s'il existe un plan qui les contient tous.

E F
]
H K G
i EH _ |
g ;<€€((H(3) Les points G, C, I et B sont coplanaires.
A B I € (GFC) Les points J, K, G et F sont coplanaires.
D].- C

Utiliser les cubes fournis p 20 pour tracer les éléments au fur et & mesure.

Si un plan contient deux points distincts A et B, alors il contient la droite (AB).

B Exemple 1:

e (BI) est incluse dans le plan (GCF), noté (BI) c (GCF).
e Le plan (EFG) contient les droites (JK) et (FG).
e Le plan (JGK) est confondu avec le plan (EFG) (quel est I'argument ?)

[Remarque 1 (Sur la copIanarité).}

Trois points sont forcément coplanaires (ils définissent un plan), la question de la coplanarité
se pose a partir de 4 points.

C'est le méme principe que I'alignement en géométrie plane : la question de I'alignement se
pose a partir de 3 points car deux points définissent une droite unique.
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1 INCIDENCE ET PARALLELISME DANS LESPACE Chap 11

1.2 Positions relatives de droites et de plans

[Propriété 2 (Deux droites).]

Deux droites de I'espace sont soit

. . non coplan. coplan.
e soit non coplanaires.

e coplanaires et dans ce cas alors elles sont sécantes ou

. parall. séc.
paralléles;

Si deux droites sont sécantes ou paralléles, alors elles sont coplanaires.

B Exemple 2:

Les droites (JK) et (GF) sont sécantes en un point L. Le représenter
Les droites (EH) et (GF) sont paralléles. Pourquoi ?

Les droites (JK) et (GC) sont non coplanaires. Pourquoi ?

[Propriété 3 (Deux pIans).J

Deux plans de I'espace sont
e soit sécants et dans ce cas, |'intersection est une droite ;

e soit paralléles et dans ce cas, ils sont strictement paralléles ou confondus.

B Exemple 3:

Les plans (HJK) et (BIF) sont sécants. Repasser l'intersection. C'est la droite
Donner un plan paralléle (BAC) : ......

» Exercice 1
1. Quel est le point qui appartient aux plans (IJK) et a la face DCGH? ... ...

2. Justifier que les droites (IL) et (GC) sont coplanaires. Construire leur intersection M.

3. Construire l'intersection du plan (IJK) par la face DCGH.

[Propriété 4 (Une droite et un plan).]

Une droite et un plan sont

e soit paralléles et dans ce cas, la droite est strictement paralléle ou incluse dans le
plan;

e soit sécants et dans ce cas, l'intersection est un point.
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B Exemple 4:

La droite (IM) est paralléle au plan (EAD).

La droite (EK) est paralléle au plan (...... ) et contenue dans le plan (...... ).
La droite (IM) est sécante avec le plan (EAF) en un point appelé N.
Quelle est l'intersection de la droite (EK) avec le plan (GFB)?

1.3 Quelques propriétés sur le parallélisme dans 'espace

1.3.1 Droites entre elles

Théoréme 1 (Transitivite). |

Si deux droites sont paralléles a une méme troisiéme, alors elles sont paralléles entre elles.

Cette propriété était déja vraie dans le plan. La suivante est propre a la géométrie dans |'espace.

~ Théoréme 2 ("du toit"). | .

Si deux plans (22) et (2?') sont sécants en une droite (A)
et s'il existe une droite (d) c (2?) et (d') c (2?) qui sont
strictement paralléles, alors I'intersection A est paralléle aux
droites (d) et (d').

\ J

Si les deux plans passent par les gouttieres paralléles, alors le faite du toit est paralléle aux
gouttiéres
1.3.2 Unedroite et un plan

Une droite est paralléle 3 un plan si elle n'a pas de point d'intersection avec ce plan.

Une droite est paralléle a un plan si elle est paralléle a une droite de ce plan.

B Exemple 5:
(HG) est paralléle au plan (ABC) car (HG) est paralléle a (CD) et (CD) est incluse dans (ABC).
1.3.3 Deux plans

Deux plans sont paralléles quand ils n'ont aucun point en commun. Voici une propriété pour
démontrer que deux plans sont paralléles.
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Propriété 6.

Si, deux plans (22) et (2?') contiennent respectivement deux couples de droites (d) et (A)
et (d) et (A) telles que (d)//(d) et (A)//(A).
Alors

(@)1

Voici une exploitation utile de cette propriété de parallélisme de plans :
Si deux plans sont paralléles, alors tout plan sécant coupe les deux plans en deux droites paralléles.

Si deux plans (22) et (22) sont paralléles et si 2 est un troisiéme plan sécant aux deux
premiers en deux droites (d) et (d’) respectivement, alors

(/1)

()

G

2 Vecteurs de I'espace

On étend a I'espace les définitions et propriétés introduites sur les vecteurs dans le plan : transla-

tion, égalité par I'existence d'un parallélogramme dans un plan contenant les deux vecteurs, colinéarité,
relations de Chasles, régle du parallélogramme.

En particulier,

Théoréeme 3 (admis).}

Il existe un unique représentant d'un vecteur d'origine donnée : pour tout vecteur # de
I'espace, et pour tout point A, il existe un unique point B tel que 7 = AB.

Les propriétés d'opérations (somme et produit par un réel) s'étendent également aux vecteurs de
I'espace.
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2.1 Colinéarité dans I'espace

La colinéarité dans I'espace est exactement la méme notion que dans le plan : deux vecteurs sont
colinéaires lorsqu'ils ont la méme direction.
On a donc la définition suivante :

Définition 2 (Vecteurs colinéaires dans |'espace).}

On dit que deux vecteurs @i et U de I'espace sont colinéaires s'il existe k € R tel que &i = kv
(ou 7= kii)

Le vecteur nul 0 est donc toujours colinéaire avec tous les vecteurs de |'espace.

» Exercice 2 rayer les mentions incorrectes

1. A quoi sert la colinéarité de deux vecteurs :

e A obtenir des parallélogrammes A obtenir des carrés

e A obtenir des paralléles A obtenir des points alignés

2. Si AB et CD sont colinéaires, alors

e Les droites (AB) et (CD) sont paralléles e ABCD est un parallélogramme

e Les droites (AB) et (CD) sont sécantes Les points A, B, C et D sont coplanaires
3. Si AB et CD ne sont pas colinéaires, alors

e Les droites (AB) et (CD) ne sont pas pa-

ABCD n'est pas un parallélogramme

ralléeles e Les points A, B, C et D ne sont pas co-
e Les droites (AB) et (CD) sont sécantes planaires
,—[Définition 3 (Droite par paramétre).} \
Si A et B sont deux points de |'espace, la droite (AB) est I'ensemble des points M de
I'E)pace_tgls que AB et AM sont colinéaires, autrement dit : il existe un réel ¢ tel que
AM =1tAB

On dit que AB est un vecteur directeur de la droite (AB), t est le parameétre.

Il est clair qu'il y a une infinité de vecteurs directeurs de la droite (AB), mais 0 n'est pas un vecteur
directeur car il n'a pas de direction !

Par ailleurs, dans I'espace, la donnée d'un point de la droite et d'un vecteur directeur
détermine encore la droite, comme dans le plan.
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2.2 Combinaison linéaire de vecteurs

,—[Définition 4 (Combinaison linéaire de vecteurs).} \

Soit ii et U deux vecteurs, on dit que le vecteur @ est une combinaison linéaire de ii et
de U s'il existe deux réels a et tels que W= aii+ .
On dit aussi que les trois vecteurs &I, U et i sont coplanaires.

» Exercice 3

Dans le parallélépipéde ci-dessous,

1. Ecrire le vecteur AG en fonction des vecteurs TB AD et AE.

—_— 1——> —_— —_—
2. Construire le point M tel que BM = 5AD+2AB+CG

A contrario, si les vecteurs il et U ne sont pas colinaires et que le vecteur i n'est pas com-
binaison linéaire des deux autres, on dit que les trois vecteurs ne sont donc pas coplanaires
ou bien linéairement indépendants.

[Propriété 8 (Caractérisation de vecteurs linéairement indépendants).j

Trois vecteurs #i, U et @ sont linéairement indépendants si et seulement si pour tous réels
a, b et c,
atl+bv+ciw=0 = a=b=c=0

On définit alors les vecteurs directeurs d'un plan via une définition paramétrée d'un plan

,—[Définition 5 (plan par relation paramétrique).} \

Si A, B et C sont trois points de |'espace non alignés, alors le plan (ABC) est |ensemb|e
des points M pour Iesquels il eX|ste a et B réels tels que AM = aAB+ﬂAC i.e. AM est
combinaison linéaire de AB et AC

On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (ABC).

[Propriété 9 (parallélisme de plans).J

Deux plans sont paralléles si et seulement si ils ont les mémes vecteurs directeurs.
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3 Reperes de I'espace

,—[Théoréme 4 (Et définition d'un repére dans I'espace).} \

Soit O un point de I'espace et trois vecteurs i, j et k non coplanaires. Pour tout point M
de I'espace, il existe un unique triplet (x; y; z) tel que OM = xi + yJ + zk.
Les trois nombres x, y et z sont les coordonnées du point M dans le repére (O i 7 %)

note donc M(x; y; z).

Par extension, (x; y; z) sont aussi les coordonnées du vecteur OM dans le repére (O i; ';k).

X
Onnote:Wy.
z

[Propriété 10 (milieu d'un segment dans I'espace).J

Dans un repére ( i3 Js )de I'espace, on a A(xa; ya; za) et B(xp; yp; zp), alors le milieu

I(xA+xB_J/A+J/B_ZA+ZB)
2 7 2 2

I de [AB] a pour coordonnées

[Propriété 11 (Formule des coordonnées d'un vecteur).]

Dans un repére ( 7;E)de I'espace, soient A(x4; ya; za) et B(xg; yg; zg), alors

XB— XA
AB|yB—Ya
ZB —ZA

De méme, pour les vecteurs, la linéarité est bien respectée :

[Propriété 12 (Linéarité des coordonnées d'un vecteur).}

/

x x
Dans un repére ( 7;E)de I'espace, ona u|y| et v|y'|, alors
z z'
x+x ax
i+0|y+y | et VaeR aii|ay
z+72 az
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4 REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES DE DROITES ET DE PLANS Chap 11

Pourquoi ne peut-on pas utiliser le déterminant de deux vecteurs dans |'espace ?

» Exercice 4 Utiliser la propriété 1
Dans un repére de I'espace (O;z?;]?; 76), démontrer que les points A(1;2;0), B(-1;1;1), C(1;4;1) et
D (3; —1; —3) sont coplanaires.

» Exercice 5 Dans un repére non-orthonormé
.. — 2—
On se donne ABCD un tétraédre, I le milieu de [AB], E et F les points définis par AE = EAC et

—_— 2——»
AF = §AD et G le point tel que BCGD soit un parallélogramme.

Démontrer que les points I, E, F et G sont coplanaires.

4 Représentations paramétriques de droites et de plans

4.1 Représentation paramétrique d’'une droite

,—[Théoréme 5 (et définition).} \
Dans un repére (O; i J; I_é)de I'espace, la droite 2 passant par A(xa; ya;za) et de vecteur
a
directeur | B | a pour représentation paramétrique le systéme
Y
X =Xxat+at
¥y = ya+PBt ol test un nombre réel
z=2za+7yt
» Exercice 6 Méthode 1

Soit les points A(-3; —1;2) et B(—2;-2;6)
1. Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB).

2. Le point C(3;5; —1) est-il aligné avec A et B?

» Exercice 7 Méthode 2
x=1+3¢

Soit A la droite d'équation paramétrique  y = 8—-2¢ avec teR.
z = 6¢

1. Déterminer un point appartenant a A ainsi qu'un vecteur directeur.

X =2+s
2. A est-elle parallele a la droite 21 y = -2s , avec seR?
z=1+s

3. Si non, sont-elles sécantes ?
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5 LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE Chap 11

4.2 Représentation paramétrique d'un plan

~ Théoréme 6 (et definition). .

Dans un repére (O;;}]

i %)de I'espace, le plan &2 passant par A(xA;yA;zA) et de vecteurs
!

a a
directeurs u | B| et T | B’ | a pour représentation paramétrique le systéme
/
Y Y
x=xa+at+a't
y=ya+PBt+p't  outett sont des nombres réels
z=za+yt+y't
» Exercice 8 Positions relatives

Etudier les positions relatives des éléments définis par :

x=1-2t+37¢ X = 2+4t x=4-1
@R y=-2+t-1t (d){ y=5-2t dH{ y=-2+t
z2=3-1 z=1+2¢ z=1+3¢

Attention, lors de la résolution de systémes paramétriques, la méme lettre désigne des nombres diffé-
rents, donc il faudra utiliser des lettres différentes.

5 Le produit scalaire dans I'espace

5.1 Définition et propriétés

On a vu au chapitre précédent que deux vecteurs de I'espace définissent une direction de plan.

Définition 6 (Produit scalaire dans I'espace).}

Le produit scalaire de deux vecteurs il et U de I'espace est leur produit scalaire dans un
plan les contenant.

Ainsi, toutes les propriétés du p.s. vues en début d'année s'appliquent ici aussi : expressions,
commutativité, bilinéarité, etc. ..

[Propriété 13 (Expressions du produit scaIaire).J

1 1
= = 2 =2 =  =n® = = ) — 12 12
. u-UZE(IIuII +IDI* =i - 7)°) et u-vzi(llu+vll — 1@l =1v1°)
o Ii-U= |l x||D|l x cos(&i; U) = U-ii lorsque H#0et 0#£0
e Ii-U=1-0p, ol Uy est le projeté orthogonal de ¥ sur une droite dirigée par .

Comme dans le plan, le produit scalaire permet de définir un angle par son cosinus (cos (i; U) =

u-v

Izl < 17|

), et en particulier, « un angle droit ».
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5 LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE Chap 11

[Propriété 14 (Lien avec I'orthogonalité).J

mod 27 et on dit que les vecteurs sont orthogo-

- =

U-vV=0<= i=0o0u v=0o0u (i; D) =

NS

naux.

On a donc un lien direct entre le produit scalaire et |'orthogonalité de droites :

Propriété 15.

Deux droites (d) et (d’) sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs res-

pectifs sont orthogonaux.

» Exercice 9
Dans un cube ABCDEFGH d'aréte a tel que M et N sont les milieux respectifs des segments [BF]

et [FG]. Exprimer les produits scalaires en fonction de a.

H G
E F N
a) BD-HF d) AB-AN
M b) AG-BD e) BM-BH
i ® _— — —_— —
D c ¢) DG-AC f) BG-AM
A B
5.2 Dans unrepére
,—(Définition 7 (Repére orthonormal de I'espace).} \

On dit qu'un repére (O;?;f; %)de I'espace est orthonormal si les vecteurs 7, 7 et k sont
orthogonaux deux a deux et si [|7]] = [|7]l = ||kl = 1. On notera RON un Repére OrthoNormal

de I'espace.

\.

,—[Théoréme 7 (Distance dans un RON).}

Dans un repére (O; i J; I_é)orthonormé de I'espace, si A(xa; ya;za) et B(xp; yp; zp), alors

AB = \/(XA —xp)*+ (ya- J/B)2 + (24— 2B)?

Démonstration

AB=\/1ABI? =\ 4B - AB

O
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5 LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE Chap 11

,—[Théoréme 8 (Expression analytique du produit scalaire).} \
x x
Dans I'espace muni d'un RON (O;i;j;k), si u|y| et v|y| alors une expression du
!/
z z

produit scalaire est

i-v=xx'+yy +zz

En particulier,
1301% = x* + y* + 2°

» Exercice 10 Calculs d’angles
2

On donne le vecteur ii| v2 | dans un RON (O;?;j; %)
V2

1. Calculer les produits scalaires #i-7, ti-J et Ui k.

2. En déduire les valeurs en radians des angles entre ce vecteur et les axes du repére.
On rappelle que - U = i x || 7| x cos(ii, ¥) donc cos(ii, V) = Tl
il x | v

» Exercice 11
H G

Dans le cube ABCDEFGH ci-contre, d'aréte 1, les
points I et J sont respectivement les centres des
™ faces EFGH et BCGF.
S Déterminer 'angle AJI, arrondi au degré prés.
- c On pourra se placer dans le repére orthonormal

,.,.v":’ ------ (A; /Té; Xﬁ; A_E:) )
A |4 B

» Exercice 12

N . 3 1
On considére les points A(2;1; -1), B(E; 1; —5) et C(3;5;0).

Déterminer la nature du triangle ABC.

» Exercice 13
On donne les droites (d) et (d') sous forme paramétrique :

XxX=1+t X=5-t¢
(i y=2+2t ,teR et (d){ y=-1+4r , teR
z=-5=-7t z=1

Démontrer que les droites (d) et (d') sont orthogonales

» Exercice 14 Dans un cube
H G
E E
Démontrer que la droite (EC) est orthogonale au
plan (AFH)
D C On pourra utiliser un repére orthonormal
2 .
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6 VECTEUR NORMAL A UN PLAN Chap 11

» Exercice 15 Etude d’une configuration
On considére les points A(3;3;5), B(3;3;-1), C(3;1;-1) et D(1;3; —-1).

1. Montrer que le triangle BCD est rectangle.

2. Démontrer que la droite (AB) est perpendiculaire au plan (BCD).
3. Calculer la longueur AB.

4. En déduire le volume du tétraédre ABCD.

6 Vecteur normal a un plan

Définition 8 (Vecteur normal a un pIan).}

Un vecteur 7 est dit normal a un plan &2 s'il est non nul et orthogonal a tout vecteur
directeur du plan.

[Propriété 16 (Caractérisation).}

Un vecteur est normal a un plan si et seulement si il est orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires du plan.

Démonstration

L'implication directe découle immédiatement de la définition. Nous allons
démontrer la réciproque.

Si ii et U sont deux vecteurs directeurs de ce plan non colinéaires,
et 71 un vecteur orthogonal a ces deux vecteurs.

Comme ii et U sont non colinéaires, alors tout vecteur du plan @ s'exprime
en combinaison linéaire des deux : @ = ail+ U, on a alors

ii-(ati+p0)

= aii-ii+pPn-v par bilinéarité
ax0+pBx0 commeii-i=0etii-v=0
=0

n-w

donc 7 est orthogonal & tout vecteur du plan &, donc # est un vecteur
normal du plan.

0

La propriété au programme est : « une droite est orthogonale a toute droite du plan si et seulement
si elle est orthogonale a deux droites sécantes du plan. »

On a les trois propriétés suivantes assez naturelles :

[Propriété 17 (droite orthogonale a un pIan).J

La droite (d) est orthogonale au plan & si et seulement si un vecteur directeur de (d) est
normal au plan & (soit a deux de ses vecteurs directeurs).
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7 EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN Chap 11

» Exercice 16 En utilisant une représentation paramétrique de plan
Dans un RON de I'espace, on considére les points A(1; —1;1), B(-2;1;8) et C(7;3;3).

1. (a) Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC.

(b) Montrer que les points A, B et C forment un plan dont on donnera une équation paramé-

trique.
a
2. On nomme 7i| b | (avec a, b, et ¢ réels) un vecteur normal au plan (ABC).
c

-3a+2b+7¢ =0

Mont [ données de 7 vérifient | téme : }
(a) ontrer que Ies cooraonnees de n veririent le systeme { 661+4b+20 -0

(b) Montrer que ce systéme est équivalent au systéme :

a=c
b=-2c

(c) Donner trois vecteurs normaux au plan (ABC).

(d) Donner une expression générique d'un vecteur normal a (ABC).

Propriété 18.

Deux vecteurs normaux a un plan sont colinéaires.

Propriété 19.

Deux plans sont paralléles si et seulement si le vecteur normal de I'un est aussi normal a
I'autre.

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal de I'un est orthogonal
a un vecteur normal de I'autre

Cette derniére propriété permet de se ramener d'un probléme entre des espaces a 2 dimensions a des
relations sur des vecteurs (dont on sait reconnaitre la colinéarité et I'orthogonalité).

7 Equation cartésienne d’un plan

7.1 Utilisation du vecteur normal

On a la propriété suivante, assez fondamentale :

[Propriété 20 (caractérisation d'un plan par un vecteur normal).}

Soit (£2) un plan de I'espace, soient 7i un vecteur normal de (2?) et A un point du plan. Le
point M de |'espace appartient au plan (22) si et seulement si AM -7 =0.

Démonstration
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7 EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN Chap 11

Si M€ 2, alors AM est un vecteur directeur de (2?) donc par défini-
tion, 7i-AM=0.

Si 7i-AM = 0, alors on décompose le vecteur AM en AH+ HM, od
H est le projeté orthogonal de M sur (22).

On a alors 0= 7i-AM = 7i- AH+7i- HM par linéarité du produit scalaire,
puis comme A et H sont des points de (£?), alors ii-AH=0.

Par conséquent, on a 7i-HM = 0, avec les vecteurs 7 et HM qui sont
colinéaires, cela signifie que (comme le cosinus de |'angle est égal a
+1), que |7 =0 ou |Iﬁ/1|| =0 et comme 7 est un vecteur normal, il
n'est pas nul, donc c'est le vecteur HM qui est égal au vecteur nul.
On a donc H=M et donc M€ (£?).

O

Et tout ce blabla pour en arriver a ce dernier point qui sera super utile en pratique :
7.2 Equation cartésienne d’'un plan
M 7 H —_ _b
On se rappelle que dans le plan, toute droite a une équation du type ax+by+c=0, u

a

. —(a . .
vecteur directeur, et n (b) un vecteur normal dans un repére orthonormé.

r—[Théoréme 9 (Equation cartésienne d'un pIan).} \

e Tout point M (x; y; z) appartenant a un plan (22) a ses coordonnées qui vérifient une
équation du type ax+by+cz+d=0

e L'ensemble des points M (x; y; z) qui vérifient une équation du type ax+by+cz+d =0
est un plan que I'on note (2).

On dit alors que (2) a pour équation ax+by+cz+d =0, appelée équation cartésienne du
a

plan et, de plus, 7 | b | est un vecteur normal du plan.
c

Démonstration
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On note (O; i J; %) un repére orthonormal de |'espace.

a

Soit (#?) un plan de vecteur normal 7 |b| passant par un point
c

A(xa5 ya3 2a).

M(x;y;z)e(@) — ﬁ-ZM:o > alx—x2)+b(y—ya) +clz—z4 =

0 < ax+by+cz+(—axp—bys—cza) =0.

—d

» Exercice 17 Equation cartésienne de plan

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point
A et de vecteur normal 7.

-1 -1
(a) AG3;-1;2)et | 0 (c) A(-2;1;2) et | -2
4 0
-1 0
(b) A(1;-1;0) et 7 | -1 (d) A(V2;3;0) et 7 |0
2 3

2. Dans un repére orthonormal, on considére les points A(—4;2;2), B(1;1;-1) et C(3; -1;1).
Déterminer une équation cartésienne du plan passant par B et de vecteur normal AC.

3. Pour chacun des plans ci-dessous, donner un vecteur normal et un point de |'espace appartenant

au plan.

(a) 2x+y-3z=0 (c) x-2z+4=0

(b) —3x+y—-2z=0 (d) 3y-5z=0
» Exercice 18 Positions de plans et de droites

Dans chacun des cas suivants, déterminer si le plan et la droite se coupent et le cas échéant, déterminer
les coordonnées du point d'intersection.

x=1-2k x=5+k

l. x—y+z+1=0et{ y=-1+k oukeR 4, x+y—-2z+2=0et{ y=1+k oukeR
z =3k z=4+k
x=1+k x=1+k

2. x-3y+z—-1=0etq y=-3k oukeR 5. x+y—-2z-3=0et{ y=2+k oukeR
z=1+k z=k
x=1+k x=5+k

3. x+y—-2z-3=0et{ y=2+k ot keR 6. x+y—-2z+2=0et{ y=1+k oukeR
z=k z=4-k

» Exercice 19 positions de plans

Dans les exemples suivants, déterminer si les plans sont sécants et le cas échéant, déterminer une
équation paramétrique de la droite d'intersection.
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1. x—y+3z=2et2x+y-2z=1 3. 2x-3y+Z=4etx+2y—-2z=-1
2. Xx+y+z=4et2x+2y+2z=38 4, x-3y+2z=5et2x+y+7z=1

Méthode 1 (Lien cartésien / paramétrique)
e Pour tester si un vecteur est normal a un plan déterminé par une équation cartésienne ax+by+
a
cz+d =0, on vérifie que le vecteur donné est colinéaire au vecteur | b|.
c
e Pour tester si un vecteur est normal a un plan déterminé par un systéme d’équation paramétrique,

on teste si le vecteur est orthogonal a deux vecteurs directeurs non colinéaires du plan (qui sont
donnés par |'équation paramétrique du plan).

7.3 Distances point-droite / point-plan

,—[Définition 9 (et propriété : Distance d'un point & un pIan).} \

Soit A un point de I'espace, et 22 un plan passant par un point B et de vecteur normal 7.
Le projeté orthogonal H de A sur le plan &2 est le point le plus proche de A sur le plan 2.

Démonstration

[@ (Exercice)

Soit M un point du plan 22 différent de H. Montrer que AM > AH. On
considérera les cas ol A€ P et A¢ P.

]
[Propriété 21 (Calcul de la distance point—plan).]
a
Si H est le projeté orthogonal de A sur le plan &2 passant par B de vecteur normal 7i| b |,
c
alors la longueur AH est appelée /a distance du point A au plan 2.
AB- i
d(A,2P) = | = |
72
» Exercice 20 Démonstration
XH— XA a
1. Justifier qu'il existe A € R tel que | yg—ya|=A| b|. En déduire une expression des coordonnées
ZH— XA C

de H en fonction de celles de A et du vecteur normal.

2. Justifier que axy + byy + czy = axg+ byg + czp.
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3. En substituant les coordonnées de H dans la précédente égalité, en déduire que
i-BA+Al7il2=0
4. En déduire une expression de A puis |'expression de IIEII attendue.

» Exercice 21 Autre formule de distance point-plan
Soit 2 un plan d'équation cartésienne ax+by+cz+d =0 et A(xa; ya; 2a).
Démontrer que

d(A.5) = laxa+bya+cza+d|
vVa?+b?+c?
» Exercice 22 Projeté orthogonal

1. On cherche a calculer la distance entre un point A(2; 1;3) et un plan & défini par x—3y+2z=1

(a) Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur 2. On cherchera
I'équation paramétrique de la droite perpendiculaire 3 22 passant par A, puis I'intersection.

(b) En déduire la distance entre le point A et le plan 2.
2. Méme consigne entre le point C(1;2;-1) et le plan T': 2x-3y+z=1.

x =2+3k
3. Déterminer la distance entre le point B(—1;2;1) et la droite A: { y=-1+k , keR.
z = -2k
,—[Définition 10 (et propriété : Distance point—droite).} \

Soient A un point de I'espace et d une droite de I'espace passant par un point B et de
vecteur directeur .
Le projeté orthogonal H de A sur d est le point de la droite d le plus proche de A.

» Exercice 23

1. Ecrire une équation paramétrique de la droite d.

2. Soit M € d. Donner une expression de AM? en fonction de . Quelle est le type de fonction
obtenue?

3. Montrer que cette fonction admet un minimum et le déterminer.

4. Interpréter le résultat obtenu.
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