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PARTIE I : ANALYSE

1)a) Le discriminant de I'équation 22 + 2 —1=0est A =12 —4 x 1 x (—1) = 5 donc cette équation admet deux
solutions réelles qui sont 1 = =15 \f et rg = 1;‘5. Deplus, 0 <1 <4<5<9donc0<1<2<+5<3donc
rr<0etry>0,etpuisl< —1+f<2donc 79 6]%,1[.

1)b) On remarque d’abord que —1 n’est pas solution de 1’équation 22 + 2 —1=0car 1 —1—1= —1#0.
Ensuite, étant donné € R\ {1}, on a les équivalences suivantes : f(z) =z < 1=2(1+2) & 0=2+2% - 1.
Cela démontre que les solutions de 22 + 2 — 1 = 0 sont les points fixes de la fonction f.

1)C)Soitx€[%,1].Ona%§x§1d0n00<%§x+1§2doncl§# 2 <1donc f(z) € [3,1].

[

Cela démontre que D'intervalle [1,1] est stable par f.

1)d) La fonction f est rationnelle donc dérivable sur [3,1] et Vo € [1,1], f/(z) = (x+1)2 donc |f'(z)| = m De

plus,Va:E[%,1],ona0<%§$+1§2d0n00<% (x4 1)? < 4 donc \f’(x)|—(x+1)2 gg.

1)e) D’apres la définition de la suite (up)nen, on a ug = 1 puis uy = f(ug) = % puis up = f(u1) = 3 puis
ug = f(ug) = 2 puis ug = f(ug) = 3.

1)f) On va démontrer par récurrence que Vn € N, lassertion H(n) = [le terme u,, est bien défini et u, € [3,1]] est
vraie.

Initialisation : D’apres I’énoncé, ug = 1 donc H(0) est vraie.

Hérédité - Soit n € N. On suppose que H(n) est vraie c’est-a-dire que u,, est bien défini et que u,, € [%, 1]. Comme
la fonction f est bien définie sur [5,1] C R\ {1}, un41 = f(uy) est bien défini. De plus, u,, € [%,1] et d’apres 1)c),
f([3,1]) C [3,1] donc up41 = f(un) € [3,1]. On a déduit que H(n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, Vn € N, H(n) est vraie c’est-a-dire que la suite (u,)nen est bien définie et que
vn €N, u, € [1,1].

1)g) D’apres 1)d), la fonction f est dérivable sur [3,1] et Vo € [1,1], |f/(z)| < 3. Donc, d’aprés l'inégalité des
accroissements finis, V1,22 € [3,1], [f(21) — f(22)| < §lz1 — 2.

Soit n € N. D’aprés 1)d) et 1)a), un, 72 € [,1]. Donc |f(un) — f(r2)| < §lun — r2|. De plus d’apres I'énoncé et
1)b), f(un) = unt1 et f(rz) = r2. On peut donc conclure que |un+1 — 72| < §lun, — 72|

Cela démontre que Vn € N, |uyq1 — 12| < %|Un —7ra.

1)h) On va démontrer par récurrence que Vn € N, I'assertion K (n) = [Ju, — 12| < (3)"|uo — r2|] est vraie.
Initialisation : Comme (§)° =1, K(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que K (n) est vraie c’est-a-dire que |u, — 72| < (§)"|uo — r2|. Comme 5 >0,
par multiplication, on obtient g]un ro| < ( )" lug — 75|. De plus d’apres 1)g), \unH —ro| < g\un — 7“2\ Par
transitivité, on en déduit que |unq1 — 72| < (3 )”+1|u0 - rg\ c’est-a-dire que K (n + 1) est vraie.
D’apres le principe de recurrence Vn € N, |un —rg| < ( ) up — 72|
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De plus, comme —1 < 9 <1, lim (g)" =0 et donc hm (3)"|uo — 72| = 0. D’apres le théoréeme de convergence
n—+00 n——+o0o

par encadrement, on peut conclure que la suite (uy)n,en converge et a pour limite rg.

2)a) On pose h : z +— 23 + 22 + 2 — 1. C’est une fonction polynomiale donc elle est continue et dérivable sur R.

Pour tout € R, h/(z) = 322 + 22 + 1. Le discriminant est 22 — 4 >< 3x 1= -8 <0 donc k' se n’annule pas sur

R. De plus, Vo € R, #'(z) =3(2® + 22+ 3) =3(2® + 2 x sz + § — § + 3) =3((z + $)* + ) > 0 donc la fonction

h est strictement croissante donc injective sur R. Elle s annule donc au plus une fois.

On remarque que h(0) = —1 <0 et h(1) =2 > 0 donc 0 est une valeur intermédiaire entre h(0) et h(1). D’apres

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe r3 € [0, 1] tel que h(rs) = 0.

Cela démontre que la fonction h s’annule exactement une fois sur R en r3, c’est-a-dire que I’équation z34+22 42 —1 =

0 admet une unique solution 73 sur R.

ou

2)a) On pose h : x + 2% + 22 + 2 — 1. C’est une fonction polynomiale donc elle est continue et dérivable sur

'intervalle R. Pour tout # € R, h'(x) = 322 +2x—|— 1. Le discriminant est 22 —4 x 3 x 1 = —8 < 0. Pour tout = € R,

W(z) =3+ 3z+1)=3@*+2x x4+ 5 —5+3) =3((x+3)?+2) > 0 donc la fonction h est strictement
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croissante sur R.

D’apres le théoreme de la bijection réciproque, h(R) est un intervalle et h réalise une bijection de R dans h(R).

Pour tout « < 0, h(z) = 23(1 + L + & + %) donc lim h(z) = —oo et par ailleurs, lim h(z) = +oo. Donc
r—r—00 r—r+00

comme h(R) est un intervalle, h(R) = R.

On conclut que h réalise une bijection de R dans R c’est-a-dire que Vy € R, Jlz € R tel que y = h(x). En

particulier, il existe un unique r3 € R tel que 0 = h(r3), c’est-a-dire que 1’équation 2% + 22 + 2 — 1 = 0 admet une

unique solution rg sur R.

ol

2)b) On remarque que h(3) = —32 < 0 donc, comme h est strictement croissante sur R, Vo < &, h(z) < h(3) <0
donc h(z) # 0. Et h(1) 1+41+1—-1=2 > 0 donc, comme h est strictement croissante sur R, Vo > 1,
h(z) > h(1) > 0 donc h(z) # 0. Cela démontre que h ne s’annule pas sur | — oo, 1[U]1, +00], c’est-a-dire que
r3 ] — 00, [U]1, +00[. On peut conclure que 3 € [3,1].

ou

On remarque que h(3) = -3 < 0et que h(1) =14+14+1—1=2> 0 donc h(3) < h(rs) < h(1). Comme dans
2)a), toujours d’aprés le théoréme de la bijection réciproque, la bijection réciproque h~! est strictement croissante
sur R donc h™1(h(3)) < h™Y(h(rs)) < h~1(R(1)) c’est-a-dire 3 < r3 < 1. On peut conclure que r3 € (%, 1].

Pour tout z € R, 2 +z+1 =224+ 2 x :1:+7—7+1 = (x4 1)+ 3 > 0 donc la fonction g est bien définie
2 2 1
sur R De plus, c’est une fonction rationnelle donc elle est de classe C*° sur R.

2)d) Pour tout = € R, on a les équivalences suivantes : g(z) =z < 1 =z(2®’ +2+ 1) 0=23+ 22 + 2 — 1.
Cela démontre que les points fixes de la fonction g sont les solutions de 22 + 22 + 2 — 1 = 0 sur R.

2)e) Soit = € [% ]Ona0< <z §1dnc%§x2§1etpars0mme%+%+l§x2+x+1§1+1+1

3 >
c’est-a-dire 0 < £ < 22 —I—:L'—|—1<3 Donc § < g(z) < % < 1.
On a démontré que Vz € [3,1], g(z) € [3,1] c’est-a-dire que I'intervalle [3, 1] est stable par g.
_ . 902 2 2/.2 2
2)f) Pour tout = € R, ¢'(z) = (mg(i% puis Vz € R, ¢"(z) = 2z +$+12;ﬁfﬁ$i) (@Ho+l) _ (fﬁ;ffp
6z(x+1)
e rp

1.1], ¢"(z) > 0 donc la fonction ¢’ est strictement croissante sur [3,1]. On a

_5
o(5) = s = 15 et (1) = 1. Donc pour tout z € 3,1, ¢/(3) < ¢/(2) < (1) < 0 done |g'(x)| = —g/(x) <

¢'(3)]. Le maximum de |¢/| sur [§,1] est donc k = |¢'(3)| = —¢'(3) = 125 < 1.

Par conséquent, pour tout z € |

3)a) Soit n € N tel que n > 2. La fonction h,, est une fonction polynomiale donc elle est continue et dérivable sur
R.

Pour tout x € Ry, bl (z) = Y7, ka* "t =na" 1 +... +22+1 > 0 donc la fonction h,, est strictement croissante
donc injective sur R,. Elle s’annule donc au plus une fois sur R .

On remarque que h(0) = —a < 0 et h(a) = S 7_5a* > 0 car n > 2, donc 0 est une valeur intermédiaire entre h(0)
et h(a). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe r, € [0,a] tel que h(r,) = 0.

Et comme h(0) = —a # 0, 7, # 0. Cela démontre que la fonction h,, s’annule exactement une fois sur R* en 7,
c’est-a-dire que 'équation ™ + 2"~ + ... 4+ 2 = a admet une unique solution 7, sur R%.

3)b) On suppose que n > a. Comme la fonction h,, est strictement croissante sur Ry, Vo > 1, hy(x) > h,(1) =
n —a > 0 donc hy(z) # 0 donc © # r,. Par ailleurs, d’apres 3)a), r,, > 0. On en déduit que r,, € ]0,1].

3)c) On a hyt1(rp) = (SFE1rE) —a =i 4 (S0, 78) —a = 1+ 4 by () > ha(ry) car r, > 0 d’apres 3)a).
Par définition de ry, et ryy1, hn(rn) =0 = hyy1(rp1). Donc hyy1(rn) > hpg1(rogr)-

Siry < rpg1, comme 1, > 0 et, d’apres 3)a), la fonction h,11 est strictement croissante sur Ry, alors hyy1(r,) <
hp+1(rnt1). Clest en contradiction avec hy41(7y) > hpt1(Tnt1)-

On peut conclure que r, > ,41.

3)d) D’apres 3)c), la suite (ry,),>2 est décroissante. Et d’apres 3)a), elle est minorée par 0. Donc, d’apres le théo-
reme de la limite des suites monotones, la suite (r,,),>2 converge, et d’apres I’énoncé sa limite est notée a.

3)e) Soit n > N. Comme N > 2 et que la suite (7, )n>2 est strictement décroissante, alors r, < . De plus d’apres
3)a), 0 < 7. Donc 0 < ry, < ry. Par produit, 0 < ! < .



3)f) Soit N € N tel que N > 2 et N > a. D’apres 3)b), ry €]0, 1. Donc lirf r% = 0. De plus, d’apres 3)e),
n—-—+0oo

Vn > N, 0 <r)y <ry. Donc, d’apres le théoréeme de convergence par encadrement, liT ri = 0.
n—-+0o0o

3)g) Soit = € R. on a (& — Dha(z) = (& — (i %) — 0) = (S o) — a2 — (S, o¥) +a = (S0 a9) —
am—(Zzzlzvk)+a—x”+1+(Z”_233])—ax—1:—(Zk wxF) +a=2" — (a+ 1)z —a.

3)h) Soit n € N tel que n > 2 et n > a. D’aprés 3)g), (r, — 1)hn(r) = 77 — (a4 1)7, + a. Or, par définition de

Ty hp(r) = 0 done 0 = "™ — (a + 1)rp, +a =1y, x 77 — (a + 1)r, + a. Or, d’apres 3)d) et 3)f), lirf = et
n—-+0o0

lim 7 =0donc lim 7, xr] —(a+1)r, +a = —(a + 1)a + a. Par unicité de la limite, 0 = —(a + 1)a + a et

n—-+o0o n—-+o0o

comme a >0, a+1# 0 donc o = 4.

PARTIE II : ALGEBRE LINEAIRE

1)a) On a directement : tr(l,) = > (In)ii = >y 1 = .
1)b) Soient A, B € M, (R) et A\, u € R. Pour tout i € [1,n], le (¢,7)-¢me coeflicient de la matrice AA + uB est
)\Ai,i + ,UBM, donc :

r(AM + pB) = Z )\Am‘ + ,UJBM‘) = )\Z Am‘ + MZ B;; = Atr(A) + ptr(B),
i=1 i=1 =
donc l'application tr est linéaire.
1)c) Soit A € M, (R). Pour tout i € [1,n], (AT);; = A;;, donc :

(AT) = 3 (AT)s = 30 Ay = tr(A)

i=1

1)d) Soient A, B € M, (R). Pour tout (i,j) € [1,n]?, (AB);; = >F_1 AixBj, donc :
tr(AB) = Z(AB)M = Z Z Ai 1 Bri = Z Z Bk,z‘Ai,k~
i=1 i=1 k=1 i=1k=1

On en déduit directement, par interversion des sommes :

n

=Y Y Bridix =YY BriAix = tr(BA).
i=1 k=1

k=11i=1
1)e) Soient A € M, (R) et P € GL,(R). D’apres le résultat ci-dessus :

tr(P7AP) = tr((P7'A) x P) = tr(P x (P71A)) = tr((PP1)A)) = tr(I,,A) = tr(A).

2)a) Par définition, Im(tr) C R.

Réciproquement, soit A € R. On a : tr(AE7 ;) = A, donc A € Im(tr). Donc R C Im(tr).
Donc Im(tr) = R, donc Papplication tr est surjective.

2)b) D’apres le théoreme du rang :

dim (Ker(tr)) + dim (Im(tr)) = dim (M, (R)),

donc, d’apres le résultat de la question précédente : dim (Ker(tr)) = dim (M, (R)) — dim(R) = n? — 1.
2)c) Soit A € M3(R). On a :

A € Ker(tr) <
=
& Ao =—-A1a
=

A A
A:< 1,1 12> A11(Er11 — BEap) + A1pE 12+ As 1B,
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donc la famille F = (Ey1 — Ea2, E19, Fa1) est génératrice de Ker(tr). Comme de plus dim (Ker(tr)) =22 — 1 =
3 = Card (F), la famille F est une base de Ker(tr).

3) Soient M, N € M,(R) et A\, x € R. Comme tr est linéaire, on a :

JAAM +uN) = —(AM + pN) +tr(AM + pN)A

—AM — puN + Mr(M) + ptrN) A
A(=M +tr(M)A) + p (=N +tr(N)A) ’
= Af(M)+ pf(N)

donc f est un endomorphisme de M, (R).

4)a) On a :
A —1
A1 -1 A A
° f(E1,1> = —E171 + tI‘(ELl)A = _El,l + A= 1,1 1,2 , donc Matg (f(El,l)) = 1,2 ,
A1 Aap Aaq
As o
0
-1
° f(E172> = —ELQ + tI‘(ELg)A = —ELQ, donc Matg (f(ELQ)) = 0 y
0
0
0
® f(E2’1> = —E271 + tr(EQ,l)A = —E271, donc Matg (f(E2’1>) = IR
0
A
A A A
o f(Eyp) = —FEgo+tr(Eyp)A=—FEgp+ A= """ 12 ) donc Matg (f(Eaz)) = L2
Az1 Azp—1 Asq
A2 9—1

donc : Matg(f) = ’

Ai—1 0 0 1

Ay, -1 0 0

C4%CN'4701 A271 0 -1 0
Ay 0 0 -1

4)b) D’apres la méthode du pivot : Matg(f) OOt AL s 1Cot 2

A1 +A2—-1 0 0 1
0 10 0 . o .
0 0o -1 0|’ donc la matrice Matg(f) a trois pivots si Ay + Az2 — 1 = 0, quatre sinon;
0 0 0 -1

c’est-a-dire : rg(f) = 3 si tr(A) = 1, rg(f) = 4 sinon.

5)a) Soit M € Ker(f). Alors —M + tr(M)A = 0,, donc M = tr(M)A. Comme l'application tr est linéaire,
on obtient tr(M) = tr(M)tr(A), donc, comme tr(A) # 1, tr(M) = 0. Donc M € Ker(tr). Donc Ker(f) C Ker(tr).
5)b) Soit M € Ker(f). Alors —M + tr(M)A = 0, et de plus, d’apres le résultat de la question précédente,
tr(M) = 0. Donc —M = 0,, donc M = 0,. Donc Ker(f) C {0,}; réciproquement, comme Ker(f) est un sous-
espace vectoriel de My (R), {0,} C Ker(f). Donc Ker(f) = {0,}.

5)c) D’apres le résultat ci-dessus, 'application f est injective. Comme f est un endomorphisme de I’espace vecto-
riel M, (R) qui est de dimension finie, f est donc bijective, c’est-a-dire que f est un automorphisme de M, (R).
5)d) L’équation (E) s’écrit f(M) = B. Comme f est bijective, cette équation a exactement une solution, & savoir

fF7UB).

10 0 2

PR . . 1 -1 0 1

6)a) D’apres le résultat de la question 4)a) : Matg(f) = 10 -1 -1
1 0 0 O

6)b) Comme tr(A) =2+ 1 =3 # 1, d’aprés 5)c), f est un automorphisme et par conséquent, la matrice Matg (f)
est inversible. On détermine son inverse a l'aide de la méthode du pivot :
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1 0 0 1]100 -1
1 -1 0 0010 0
(Mate(f) | 1a) C1e-Ci—C 1 0 -1 0]001 0
1 0 0 -1/00 0 1
2 0 0 1[0 00 -1
0 -1 0 0]1 10 0
Cre-C1+Ca—CatCy 00 -1 0|-101 0
0 0 0 —-1|1 00 1
100 -1/0 0 0 1
N 010 02 -1 0 0
C1e-SL, Cre—Cs, Cye—C3, Cae—cy | 0 0 10 -3 0 1.0
000 1|12 0 0 -1
10000 0 0 1
0100 5§ -1 0 3
CyeCatCy 0010/ -% 0 -1 =L [
00015 0 0 —3
0 0 0 1
L9 9 1
donc Mate(f)™' = | % 0 -1 3
12 0 0 _i
2 2

6)c) D’apres le résultat de la question 5)d), 'unique solution de 1’équation (E) est : f~1(B), avec :

0 0 0 1Y /2 4
1 1 5 -1 0 3 |[2 2
Mate(f7°(B)) = Mate(f)"Mate(B) = | %1 1 2| |s|=| 6l
2 2
3 0 0 -3/ \4 —1

) S s -1 — 4 2
c’est-a-~dire : f~(B) = (—6 _1>.
7)a) Soit M € Ker(f). Alors f(M) = 0y, donc M = tr(M)A € Vect(A). Donc Ker(f) C Vect(A).
Réciproquement, f(A) = —A+tr(A)A=—-A+ A =0,, donc A € Ker(f). Comme Ker(f) est un espace vectoriel,
on a donc Vect(A) C Ker(f).
Donc Ker(f) = Vect(A). Comme A # 0, (car tr(0,) =0 # 1 =tr(A)), la famille (A) est une base de Ker(f) donc
dim (Ker(f)) = 1, c’est-a-dire que Ker(f) est une droite vectorielle.
7)b) Soit M € G = Ker(tr) N Ker(f). Alors tr(M) = 0 et f(M) = 0y, donc M = tr(M)A = 0.A = 0,. Donc,
puisque G est un sous-espace vectoriel de M, (R), Ker(tr) NKer(f) = {0,}. Donc Ker(tr) et Ker(f) sont en somme
directe.
Par conséquent, d’apres la formule de Grassmann et les résultats des questions 2)b) et 7)a) :

dim (Ker(tr) + Ker(f)) = dim (Ker(tr)) + dim (Ker(f)) = (n® — 1) + 1 = n? = dim (M, (R)),

donc Ker(tr) + Ker(f) = M, (R).

Donc Ker(tr) et Ker(f) sont supplémentaires dans M, (R).

Soit M € M, (R), on cherche M; € Ker(tr) et My € Ker(f) tels que M = M; + Ms. Comme Ker(f) = Vect(A), il
existe A € R tel que My = A\A, et donc tel que M; = M — AA. Par conséquent, comme tr(A) =1, on a :

0=tr(M;) =tr(M) — Ar(A4) = tr(M) — A,

donc A = tr(M), donc My = M — tr(M)A et My = tr(M)A.

7)c) Soit M € Im(f). Soit N € M,(R) tel que M = f(N), alors, comme tr(A) = 1 : tr(M) = tr(f(N)) =
tr(—N 4+ tr(N)A) = —tr(N) 4+ tr(N) = 0. Donc M € Ker(tr). Donc Im(f) C Ker(tr).

De plus, le théoréeme du rang appliqué a D'application f s’écrit : rg(f) + dim (Ker(f)) = dim(M,(R)), donc
dim (Im(f)) = rg(f) = dim(M,,(R)) — dim (Ker(f)) = n? — 1 = dim (Ker(¢r)).

Donc Im(f) = Ker(tr).

8)a) Soit M € Ker(tr). On a f(M) = —M + tr(M)A = —M, donc f = —Idker(tr)- Donc f est un automor-

phisme de Ker(tr), et f~! = f.

8)b) Soit M € M, (R). D’apres le résultat de la question 7)b) : p(M) =M —tr(M)A = —f(M), donc p = —f, et
)



donc f = —p.
8)c) On a f(—B) = —(—B) +tr(—B)A = B, donc —B € S. Soit M € M, (R) :

MeS<e f(M)=B=f(-B)< f(M+ B)=0,< M+ B < Ker(f),
done, puisque Ker(f) = Vect(A) :
S={-B+ XA | XeR}.

Si S est un sous-espace vectoriel de M, (R), alors 0,, € S, donc il existe A € R tel que B = AA. Réciproquement,
sl existe A € R tel que B = AA, alors S = Vect(A), donc S est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Donc S est un sous-espace vectoriel de M, (R) si et seulement s'il existe A € R tel que B = AA. De plus, tr(B) =0
et tr(A) = 1 donc il existe A € R tel que B = AA si et seulement si A = 0. On peut conclure que S est un
sous-espace vectoriel de M, (R) si et seulement si B = 0,,.

PARTIE II1 : HOMOGRAPHIES

1)a) On fait une disjonction de cas :
- Si ¢ # 0, 'ensemble de définition de h est D = C\ {—%
- Si ¢ =0, alors 0 # ad — bc = ad donc d # 0 et ’ensemble de définition de h est D = C.

1)b) Soient 21,22 € D. On a les implications suivantes :

h(z1) = h(z2)
az1+b __ azo+b
cz1+d ~ czot+d

(az1 + b)(cza + d) = (aze + b)(cz1 + d)

acz1zo + adzy + bezg + bd = acziz9 + adzy + bezg + bd
adzy + beczg = adzy + bezy

(ad — bc)zy = (ad — be)zo

z1=2y carad—>bc#0

L R R

On a démontré que 'application h est injective sur D.

1)c) Soit w € C. Etant donné z € D, on a les équivalences suivantes :

w = h(z)
__ az+b
T cztd

w(cz+d)=az+b
wez —az =b—wd
z(ew —a) = —dw+b (%)

Tt

On fait une disjonction de cas :
-Sic#Oetw= % alors (x) & 0= @. Or, par hypothese, ad — bc # 0 donc cette équation n’a pas de solution.

Dans ce cas, w n’a pas d’antécédent par h c’est-a-dire que h=1({w}) = 0.

-Sic#Oet w# % alors (x) & 2z = Cfuwzb Dans ce cas, w a un unique antécédent par h qui est d“’“’ c’est-a-dire
-1 —dw+b

que b~ ({w}) = {Z0520 )

-Sic=0alors 0 # ad — bc = ad donc a # 0 et cw —a = —a # 0 et par conséquent, (x) & z = %. Dans ce

cas aussi, w a un unique antécédent par h qui est —22Fb clest-a-dire que h ({w}) = {Z2etb},

1)d) D’apres la question précédente,
- Si ¢ # 0, 'image de D par h est h(D) = {w € Ctel que 3z € D :w = h(z)} = C\ {%}
- Si ¢ =0, I'image de D par h est h(D) = {w € C tel que 3z € D : w = h(2)} = C.

1)e) D’apres les calculs des questions 1)a), 1)c) et 1)d),
- Si ¢ # 0, la bijection réciproque de h est

h=l: C\{2} — C\{-¢

_w+
w = cw—a



- Si ¢ =0, la bijection réciproque de h est

C
—dw+b
cw—a

hl: C —
w

Et comme (d—) x (—a) — ¢b = ad — be # 0, dans les deux cas, h~1 est bien une homographie.

2)a) Pour tout z € C\ {1}, k(z) = 12 = ’Zz‘fl et i x 1 —(—1) x ¢ =2i # 0 donc k est bien une homographie.

2)b) Soit z € iR. Alors il existe y € R tel que z = dy. Alors |k(z)] = |i| x H+2yI =1x1=1cary € R donc
|1 —iy| = |1+ 4y|. On a obtenu que |k(z2)| = 1 c’est-a-dire que k(z) € U. Cela démontre que k(:R) C U.

De plus, d’apres les résultats des questions 1), reprises par I’énoncé, —i n’a pas d’antécédent par z — Z1+Z Donc
E(iR) Cc U\ {—i}.

Réciproquement, soit w € U\ {—i}. Etant donné z € C\ {1}, on a les équivalences suivantes :

w = k(z)
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& w—zl?

_ zZTZz

= W= "H
S w(—z+1)=iz+1
& (~w—i)z=—-w+i

& z:% car w# —i donc —w —1#0

De plus, w € U\ {—i} donc il existe § € R tel que Vk € Z, 0 # =5 + k x 2m et w = e'?. Par conséquent,

. ; S ; T
—w+i —BZO—FEZZ e 0 (4
—w — 1 _etf _ e’% e

%>( i(Z-8) _ il
Q) m_ 6
2 472

wla| ol
|

S N
gupr R :ztan(z—g)ézR

Donc w = k(itan(Z — 9)) € k(iR).

Cela démontre que U\ {—i} C k(iR).
On peut conclure que k(iR) = U\ {—i}.

2)c) Soit z € U\ {1}. Alors il existe § € R tel que Vk € Z, 0 0+ k x 2m et z = €. On a

1 + et? e? 41 et
k(z) = =—i— = —i—
T ¢ e —1 ol

(e2+e’

0
i 2
) 2isin(§)  sin(g

M\% M\%
NS NS

) .2cos(5) —cos(g)
(e i3 e )

Cela démontre que k(U \ {1}) C R.

De plus, avec les mémes notations,

- si cos( ) =0, c’est-a-dire si Il € Z : g 5 +1m, ce qui est équivalent & I € Z : 0 = m + 1 x 27, alors k(z) = 0,
- sinon, si cos( ) # 0 cest-a-dire si VI € Z,0 # m + | x 2, alors k(z) = ;(19).
Soit y € R. :
—Siy:O,onposez:Oetonakz():0 .
- Siy #0, étant donné 0 €] — 7,7, on a § €] — T, I[ et les équivalences suivantes :
-1 0 —1 0 -1 —1
Yy = o~ < tan(;) = — & - = arctan(—) < 0 = 2arctan(—)
tan(s) 2

i2arctan(=1)
e y

2) Y y y
On pose donc z = >
k(Z) = 771, = il =Y.

tan(arctan(jl)) ?
Cela démontre que R C k(U \ {1 }
On peut conclure que k(U \ {1}) =

. On a arctan(=1) # 0 et arctan(_?l) €] — 5,5 donc cos(arctan(_?l)) # 0 et

3)a) Soit z € U. Alors |z| = 1 et par conséquent |m(z)| = lT:T' = 1 = 1 donc m(z) € U. Cela démontre que
m(U) C U.
3)b) Soit z € U. Alors |z| = 1. Si az+1 = 0 alors @z = —1 donc |&||z| = 1 donc |a| = 1, ce qui est en contradiction

avec I’hypotheése de I’énoncé. Donc az + 1 # 0. Cela justifie que 'application n est bien définie sur U.
Soit z € U. Alors il existe # € R tel que z = . Par conséquent,
e +af €1+ ae™®  1x[l1+ae® [14+ae®
laei® + 1| lae? + 1) |ae? +1]  |ae?® +1]
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donc n(z) € U. On a démontré que n(U) C U.

4)a) Soient z1,2z2 € C. On a |21 4 22|? = (21 + 22)(21 F 22) = (21 + 22)(Z1 + Z3) = 2121 + 2122 + 2071 + 2972 =
|21)2 4 Zrz0 + 712z + | 22| = |21]? + 2Re(Z122) + |22)2.

4)b) On suppose que V0 € R, z; —|— 2Re(e¥29) = 0 c’est-a-dire que V0 € R, 23 = —2Re(e ¥ 2y).

En particulier pour 6 =0, 5,7, -7, on a
= —2Re(22)
21 = —2Re(—iz2)
z1 = —2Re(—22)

21 = —2Re(iz2)
Soient (u1,v1), (u2,v2) € R? tels que 21 = up + ivy et 29 = ug + ivo. Alors

Uy + 11 = —2usg
uy + 11 = —2v9
U + 101 = 2us
ul + ivl == 2’[)2

En faisant les opérations sur les lignes L3 < Ls — L1 et Ly < Ly — Lo, on obtient us = 0 et vo = 0, c’est-a-dire
29 = 0. Puis alors uy; + iv; = 0 c’est-a-dire 21 =0.
On a démontré que si V0 € R, z; + 2Re(e™ 22) =0alors z1 =0 et 20 =0.

5)a) Soit 6 € R.

Onac?cU

donc par hypothese, h(e?) € U

donc |h(e?)| =1

donc |ae® + b| = |ce’ + d|

donc |ae® + b|? = |ce + d|? L
donc d’apres 4)a), |ae?|? + |b]? + 2Re(ae®b) = |ce®|? + |d|? + 2Re(cei?d)
donc |a|? + |b|? 4 2Re(abe™") = |c|? + |d|? + 2Re(cde ).

5)b) Pour tout 6 € R, d’aprés 6)a) on a (|a|? + b2 — |¢|? — |d|?) + 2Re((ab — ed)e~ ) = 0.
Donc d’apres 4)b), on |al? + b2 — |¢|> — |d|? = 0 et ab — &d, c’est-a-dire |a|? + |b]? = |c|? + |d|? et ab = &d.

5)c) Par hypothese, a = 0.

D’apres 5)b), ab = ¢d. Donc ¢d = 0 donc ¢ = 0oud = 0. Si ¢ = 0 alors ad —bc = 0 x d—bx 0 = 0. Or par
hypothese, ad — bc # 0. C’est une contradiction. Donc ¢ # 0 et par conséquent d = 0.

De plus, d’apres 5)b), |a|> + |b|?> = |¢|> + |d|?>. Comme a = 0 et d = 0 alors |b|> = |c|> et comme |b] > 0 et |c| > 0,
alors |b| = |¢|.

Soient ¢y, 0. € R tels que b = |ble’? et ¢ = |c|e??e. Alors, Vz € D, on a h(z) = gjig =

Oxz4|ble??d _ |ple??p
|cleiPcz4+0 T |bletrcz T

eilep—wc)
z

On a démontré qu’il existe p = @ — . € R tel que h =

5)d) Par hypothése a # 0.
Comme a # 0 alors |a| # 0. D’aprés 5)b), ab = &d donc |al|b| = |c||d| donc [b] = . De plus, |a|2+[b]2 = |c|2+|d|?

af

donc |af? + <5 = |ef2 +|d)? done (|af?)? +[c[2[d]? = |af|c[? +[al?|d]® donc [af*(jal® — |¢[*) +[d*(|e]* — |af?) = 0

donc (|al? — |c | ) (lal? — |d|?) = 0. Par conséquent, |a|?> = |c|* ou |a|? = |d|?, et comme les modules sont positifs,
la] = |c| ou [a] = |d]. o
Si |a| = || alors d’aprés 5)b), ab = éd donc comme a # 0, |a|? # 0 donc 2 = % = |C|d = 4 et donc ad — be = 0.

C’est en contradiction avec 'hypotheése ad — be # 0. Donc |a| # |¢].

On en déduit que |a| = |d|. De plus, comme ab = éd, alors |a||b] = |c||d|, et comme |d| = |a| # 0, en divisant par
|a|, on obtient |b] = |¢|. Et a # 0 donc d # 0.

Soient g, Yy, Yc, pa € R tels que a = |a|ei9"“ b= |ble®t, c = |c|e?Pe = |ble¥e et d = |d|eP? = |a|e’P¢. Pour tout
2€D, h(z) =%t =2 e gileasa) Z++1

cz+d — d S Z2+1 dz
On pose a = %. On a |a| # |c| = |b| donc |a] # 1. Et comme ab = ¢d alors ab = cd et par conséquent,
q=b_a _ cd _c
a " Ja? — Jd? — d , s
En posant ¢ = ¢, — g et a = 2, on a bien |af # 1 et h =2z — ¥ 215,
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