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Exercice 1.

1. Soit i ∈ [[1, n]], on a : Mβ(ei + x) =



x1

x2
...

1 + xi
...
xn

← ligne i.

Donc :

M = Mβ(F) =


1 + x1 x2 · · · xn

x1 1 + x2 · · · xn
...

... . . . ...
x1 x2 · · · 1 + xn

 .

2. D’après la méthode du pivot :

det(M) =
∀i∈[[2,n]], Li←Li−L1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 x2 x3 · · · xn

−1 1 0 · · · 0
−1 0 1 · · · 0

...
...

... . . . ...
−1 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

C1←C2+···+Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∑n

i=1 xi x2 x3 · · · xn

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 +

n∑
i=1

xi.

3. La famille F est une base de E si et seulement si det(M) ̸= 0, c’est-à-dire, d’après le résultat

précédent, si et seulement si
n∑

i=1

xi ̸= −1.



Exercice 2.
1. Soit n ∈ N. Soit t ∈ [0, π], alors 0 ≤ t ≤ p

q
, donc t ≥ 0 et p− qt ≥ 0, donc Pn(t) ≥ 0 ; et sin(t) ≥ 0,

donc Pn(t) sin(t) ≥ 0. Donc, par positivité de l’intégrale, In ≥ 0.

2. (a) Soit k ∈ N. Notons Sn =
Xn

n!
et Tn = (p− qX)n. Alors, d’après la formule de Leibniz :

P (k)
n =

k∑
j=0

S(j)
n T (k−j)

n ,

où : ∀j ∈ N, S(j)
n =

{
Xn−j

(n−j)! si j ≤ n

0R[X] si j > n
, donc S(j)

n (0) =

{
1 si j = n
0 si j ̸= n

.

Donc P (k)
n (0) =

{
0 si k < n

T
(k−n)
n (0) si k ≥ n

.

Or : ∀j ∈ N, T (j)
n =

{
n!

(n−j)!(−q)
j(p− qX)n−j si j ≤ n

0R[X] si j > n
,

donc T (k−n)
n (0) =

{
n!

(2n−k)!(−q)
k−np2n−k ∈ Z si k ≤ 2n

0 si k > 2n
.

Donc, dans tous les cas, P (k)
n (0) ∈ Z.

(b) On a directement :

Pn(π−X) = Pn

(
p

q
−X

)
=

1

n!

(
p

q
−X

)n(
p− q

(
p

q
−X

))n

=
1

n!

1

qn
(p−qX)n(qX)n = Pn(X).

(c) Soit k ∈ N. D’après le résultat ci-dessus : P (k)
n (X) = (−1)kP (k)

n (π − X), donc, d’après la
question 2.(a) : P (k)

n (π) = (−1)kP (k)
n (0) ∈ Z.

3. (a) Par intégration par parties, on a :

In =

∫ π

0

Pn(t) sin(t)dt

= [−Pn(t) cos(t)]
π
0 +

∫ π

0

P ′n(t) cos(t)dt

= a0 +

∫ π

0

P ′n(t) cos(t)dt

= a0 + [P ′n(t) sin(t)]
π
0 −

∫ π

0

P ′′n (t) sin(t)dt

= a0 −
∫ π

0

P ′′n (t) sin(t)dt,

puis, par récurrence, et comme P (2n+1)
n = 0R[X], :

In = a0 − a2 +

∫ π

0

P (4)
n (t) sin(t)dt

= · · ·
= a0 − a2 + · · ·+ (−1)na2n.

(b) D’après la question 2 : ∀k ∈ N, ak ∈ Z, donc In ∈ Z ; et de plus, d’après la question 1, In ≥ 0,
donc In ∈ N.



4. (a) La fonction t 7→ t(p − qt) est continue sur [0, π] donc, d’après le théorème de Weierstrass, elle
est bornée par un certain M ∈ R+ sur ce segment.

(b) Soit n ∈ N. D’après la question précédente : ∀t ∈ [0, π], |Pn(t) sin(t)| ≤
Mn

n!
.

Par inégalité triangulaire et croissance de l’intégrale, on a donc :

|In| ≤
∫ π

0

|Pn(t) sin(t)|dt ≤
∫ π

0

Mn

n!
= π

Mn

n!
.

Or, par croissances comparées,
Mn

n!
−→

n→+∞
0 donc, par encadrement, In −→

n→+∞
0.

5. On a montré que la suite (In) est une suite d’entiers convergente vers 0. Elle est donc stationnaire à 0,
c’est-à-dire qu’il existe N ∈ N tel que la suite (In) est constante égale à 0 à partir du rang N .

En particulier, IN =

∫ π

0

PN(t) sin(t)dt = 0. Comme on l’a vu, la fonction t 7→ PN(t) sin(t) est

positive sur [0, π], et est usuellement continue, donc, comme son intégrale est nulle, par positivité de
l’intégrale, cette fonction est nulle sur [0, π].
Or : ∀t ∈ ]0, π[, sin(t) > 0, donc : ∀t ∈ ]0, π[, PN(t) = 0. Le polynôme PN , qui est de degré 2N , a
donc une infinité de racines réelles, ce qui, d’après le théorème de d’Alembert-Gauss, est absurde.
Donc π est irrationnel.


