PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE

MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 14

CORRIGE
Exercice 1.
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3. La famille F est une base de E si et seulement si det(M) # 0, c’est-a-dire, d’aprés le résultat

n

précédent, si et seulement si Z x; # —1.
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Exercice 2.

1. Soitn € N. Soitt € [0, 7], alors 0 < ¢t < ]—9, donct > 0etp— gt > 0,donc P,(t) > 0;etsin(t) > 0,

q
donc P, (t)sin(t) > 0. Donc, par positivité de Iintégrale, I,, > 0.
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2. (a) Soit k € N. Notons S,, = —et T, = (p — ¢X)". Alors, d’apres la formule de Leibniz :
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one T(0) = sik > 2n

Donc, dans tous les cas, P{¥) (0
(b) On a directement :

Po(r—X) = P, <§ - X)

(c) Soit k € N. D’apres le résultat ci-dessus : PM(X) =
(—1)*PP(0) € Z.

question 2.(a) : P¥) (1) =

) € Z.
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3. (a) Par intégration par parties, on a :

I, =

puis, par récurrence, et comme

I

(b) D’apres la question 2 : Vk € N,

donc I,, € N.

/ " P sin(t)dt

[EPn(t) cos(t)] + /0 " P (1) cos(t)dt

P! (t) cos(t)dt

(t)sin(t)]y — /0 ' P"(t)sin(t)dt
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P7(12n+1) = Ogjx»

= ap—a —|—/ PW(t) sin(t)dt
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= Qg — Az + -+ (—1)"a2n.

- (p—aX)" (¢ X)"

= P,(X).

(=1)*P® (7 — X), donc, d’apres la

ay € Z,donc I,, € Z; et de plus, d’apres la question 1, I,, > 0,



4. (a) La fonction t — t(p — gt) est continue sur [0, 7| donc, d’apres le théoréme de Weierstrass, elle
est bornée par un certain M € R sur ce segment.

n

M
(b) Soit n € N. D’apres la question précédente : Vt € [0, 7|, | P,(t) sin(t)] < —
n!

Par inégalité triangulaire et croissance de I’intégrale, on a donc :

" . M M
11| < / |P,(t) sin(t)|dt < / = g
0 0 n' TL'
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Or, par croissances comparées, — — 0 donc, par encadrement, I/, — 0.
n! n—+oo oo

5. On a montré que la suite (/,,) est une suite d’entiers convergente vers 0. Elle est donc stationnaire a 0,
c’est-a-dire qu’il existe N € N tel que la suite (/,,) est constante égale a 0 a partir du rang N.
s

En particulier, Iy = Py (t)sin(t)dt = 0. Comme on I’a vu, la fonction ¢t — Py(t)sin(t) est

positive sur [0, 7], et estousuellement continue, donc, comme son intégrale est nulle, par positivité de
I’intégrale, cette fonction est nulle sur [0, 7).

Or : Vt € |0, 7], sin(t) > 0, donc : V¢ € ]0, 7[, Px(t) = 0. Le polyndme Py, qui est de degré 2N, a
donc une infinité de racines réelles, ce qui, d’apres le théoreme de d’ Alembert-Gauss, est absurde.
Donc 7 est irrationnel.



