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MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°15

Partie A. Lois de X, Y, Z.

1. La boule d’argent peut arriver aux tirages 1 a n, donc X () = {1,...,n}.
Comme n — 2 boules ne sont pas de bronze, la premiere boule de bronze arrive au
plus tard au tirage n — 1, c’est le cas ou toutes les n — 2 premieres boules ne sont pas
de bronze. Elle peut arriver a tous les tirages précédents a partir du premier. Donc
Y(Q)={1,...,n—1}.
Comme n — ¢ boules ne sont pas de cuivre, le premiere boule de cuivre arrive au
plus tard au tirage n — ¢ + 1. Elle peut arriver a tous les tirages précédents. Donc
Z(Q)={1,....,n—c+1}.
Ces valeurs sont cohérentes dans les cas ou ¢ = 1 et ¢ = 2, car on est alors ramené aux
cas des boules d’argent et de bronze.
2. (a) L’événement (X > k) a lieu si les k — 1 premieéres boules piochées ne sont pas
d’argent.
On modélise 'expérience par 'univers ) contenant les sous-ensembles de k& — 1
boules prélevées parmi les n boules de I'urne.
Alors I'événement (X > k) contient les parties a k — 1 éléments de ’ensemble des
n — 1 boules qui ne sont pas d’argent.
Par définition des coefficients du bindéme :

n n—1
Card Q2 (k B 1) et Card(X > k) <k B 1)

De plus 2 est muni de la probabilité uniforme car les boules sont indiscernables,
donc par équiprobabilité :

n—1
P(X > k) = Caﬁiﬁé J Ezlg

-1

On calcule :
(n—DY k-1l n—k+1)! n—-Fk+1
(k —1)(n — k)n! B n
Si I'événement (X > k) a lieu alors k — 1 boules ont été prélevées, aucune n’est

d’argent. Il reste donc dans 'urne n — k 4+ 1 boules dont une est d’argent. La
probabilité qu’elle soit piochée est donc :

P(X >k) =

1
PewX =k ==

Si ’événement (X = k) a lieu alors les k — 1 premieres boules ne sont pas d’argent,
donc (X =k) C (X > k), puis (X Z2k)N(X =k)=(X=k).
On en déduit :
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(b) On a démontré que :

1
X(Q)=A{1,...,n} et VkeX(Q) PX=k)=-.
n

Par définition X suit une loi uniforme de parametre n: X < U(n)

En conséquence son espérance et sa variance sont :

n+1 n®—1
E(X) = 5 et V(X) = TH

3. (a) Pour I’événement (Y > k) on choisit le méme univers mais I’événement (Y > k) est
I’ensemble des parties a k — 1 éléments de 'ensemble des n — 2 boules qui ne sont
pas de bronze, donc par équiprobabilité :

CCard(Y =k (1)

P >k = CardQ (”)
B (n—2)!(k;—1)!(n:k;—1)! _(n=k+1)(n—k)
- (k=D!n—k+Dn! n(n—1) '

Si Iévénement (Y > k) a lieu alors il reste n — k + 1 boules dans I'urne dont deux
de bronze, la probabilité d’en piocher une est donc :

2

PY>k(Y:k‘)=7n_k+1-

(b) Comme précédemment :

Y=k C(Y 2k domc (Y=k=(=kn(Y =k).

On calcule :
2(n — k)
P(Y = K) = P((Y 2 K)N(Y = k) = P(Y > B)ResulY =k) = 0
n(n —
Cette formule est vraie pour tout £k = 1,...,n — 1, mais on peut remarquer qu’elle

I'est aussi pour k = n. En effet 'événement (Y = n) est impossible comme il a été
justifié dans la premiére question, et on obtient bien P(Y =n) = 0.

Finalement la loi de Y est donnée par :
Y(Q)={1,...,n—1} et Vk=1,....n PY=k)=——=

(c) On calcule l'espérance de Y :

k=1 k=1

2 Cﬁm—1) Mn—D@n—D>:n+1

n(n—1) 2 6 3
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Pour le calcul de la variance on commence par I'espérance de Y2, grace au théoréme
de transfert :

E(Y?) = :z::zﬁp(y =k) = 2_1) (r{ijk? — ;Lz:jk?’)

n(n
_ 2 <n2(n—l)(2n—1) _nQ(n—1)2> _ n(n+1)
n(n—1) 6 4 6

Ensuite grace a la formule de Kénig-Huyghens :

V(Y) = B(Y?) — B(Y)? = n(n6—|— 1) (ngl)2 _ (n+ 1ién —2)

Finalement 1’espérance et la variance de Y sont :

n+1 (n+1)(n—2).

E(Y) = 3 et V(Y) = 8

On remarque que l'espérance de Y est nulle si n = 2. En effet dans ce cas il n’y a
que deux boules de bronze dans le sac, donc la premiere arrive au premier tirage
(d’ailleurs si n = 2 alors E(Y) = 1). La variable aléatoire Y est constante, donc sa
variance est nulle.

4. (a) De méme que précédemment on obtient, pour tout k € Z(2) ={1,...,n—c+ 1} :

Pz>k;:<’“‘1) Pry(Z=k) =—"—
( ) (kil) Z2k( ) n—k+1
c(n—co)l(n—k)!
P(Z=k)= .
( ) (n—c—k+1)n!
(b)Sic=1:
Z(Q)=A{1,...,n} et Vke Z(Q) P(Z:k;):l.
n
Il s’agit bien de la méme loi que X.
Sic=2:
2(n — k)
Z(Q)={1,....n—1 Z(Q PZ=k)=——-—F.
@={loom=1) o WeZ(Q) PZ-b- -l

Il s’agit bien de la méme loi que Y.

Effectivement, si ¢ = 1 alors la boule de cuivre a la méme probabilité d’apparition
que la boule d’argent, et si ¢ = 2 alors les boules de cuivre ont la méme probablité
d’apparition que les boules de bronze.
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Partie B. Premier calcul de ’espérance de Z.
1. En multipliant par (¢ — 1)! le dénominateur et le numérateur de P(Z = k) :

cl(n —o)l(n —k)! _ cl(n —c)! (n—k)! _ (Z:f)
(n—c—k+1)nl(c—1)! nl (n—c—k+1!l(c—1)! (n)

C

P(Z=k) =

Pour expliquer cette formule on modélise différemment 1’expérience.

Comme on pioche toutes les boules de 'urne, on peut choisir pour univers {2 ’ensemble
de toutes les places qu’occupent les boules de cuivre. Cet univers est I’ensemble des
toutes les parties a ¢ éléments de I’ensemble des n places possibles. Il est donc de
cardinal (”g

")
L’événement (Z = k) signifie que la place k a été choisie pour 'une des boules de
cuivre, et que les ¢ — 1 autres boules ont des places choisies parmi ’ensemble des n — k
places strictement supérieures a k.

L’événement (Z = k) est donc de cardinal 1 x (Z:f)

n—k
Par équiprobabilité sur 2 on en déduit P(Z = k) = (@3)

c

2. Par propriété d’une loi de probabilité :

S P(Z=k) =1

kEZ(9)

La formule ci-dessus pour P(Z = k) donne donc :

"fl n—Fk\ (n (1)
= \e=1) \c¢)
3. La formule ci-dessus est valable pour tout couple d’entiers (¢, n) tel que 1 < ¢ < n.
En posant p =c—1 et ¢ = n — 1 on en déduit que pour tout couple d’entiers p et ¢

k p p 1 '

Le changement d’indice j = ¢ + 1 — k£ donne alors :

26)=G2) g

Soit m un entier tel que ¢ < m. Le changement d’indice £ = m — j donne :

20060 0

Les formules sont démontrées.
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4. Par définition :

n—ct1 n—c+1 (Z:’f) =y
BE(Z)= Y kP(Z=k)= Y kper= 5 >k -
k=1 k=1 (c) (c) k=1 <C_ )

On écrit k = S°F_ | 1 puis on utilise les propriétés des sommes triangulaires :
1 n—c+1 k n—k 1 n—c+1 n—c+1 n—k
E(Z)=75 22\, )= 2 2 .l
C) k=1 i=1 \€ ~ (C) =1 k=i \CT
On applique la formule (3) avec p=c—1,m=net ¢=n —i.
Comme 72 <n —c+ 1 alors on a bien 0 < p < ¢ <m, donc :

E<Z>:(§)n§<n_iﬂ>-

On applique la formule (3) avec p=c¢, m=n+1et ¢ =n.
On a bien 0 < p < ¢ < m, donc :

s e

Il reste a simplifier :

cdin—c! (n+1)! n+1

E(Z) = ' ' ;= :

n (c+Dln—c)! c+1
n+1
On a dé tré E(Z) = .
n a démontré que F(Z) ]

Dans les cas ou ¢ = 1 et ¢ = 2 on retrouve bien les espérances de X et de Y.

Partie C. Second calcul de I’espérance de Z.

1. On sait que Z,(Q) ={1,...,n—c+ 1}.
L’événement (Z, = 1) est I’événement ou la premiére boule piochée est de cuivre, par
équiprobabilité sa probabilité est :

2. Si n = c alors toutes les boules sont de cuivre, donc Z, est la variable aléatoire certaine
de valeur 1. Son espérance est :
E(Z.) =1.

3. (a) L’événement C a lieu si et seulement si la premiére boule piochée n’est pas de cuivre.
On peut alors supposer que ’on recommence 'expérience avec une boule de moins.
Il reste n — 1 boules dans 'urne, dont ¢ boules de cuivre.
Donc dans le cas ou la premiere boule piochée n’est pas de cuivre la probabilité que
la premiere boule de cuivre arrive au tirage k est la probabilité qu’avec juste n — 1
boules la premiere boule de cuivre arrive au tirage & — 1.
Ceci justifie que :
P~(Z,=k)=P(Z,.1 =k—1).
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(b) La famille (C, C) est un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales :

P(Z, = k) = P(C)Po(Z, = k) + P(C)P=(Z, = k)

Sil’événement C' a lieu alors la premiere boule de cuivre arrive au premier tirage. On
a supposé que k > 1 donc 'événement Z,, = k n’a pas lieu. Ainsi Po(Z, = k) = 0.

Comme I'urne contient n boules dont ¢ de cuivre alors P(C) = < et P(C) =1 £.
On en déduit : .
P(Z, = k) = (1 _ )P(Zn_l "
n

4. Par définition de I'espérance, et comme Z,(2) ={1,...,n —c+ 1} :

n—c+1

E(Zy) = Y kP(Z,=k).

La formule de la question précédente est valable pour & > 1, et P(Z, = 1) = ¢, donc :

n—c+1

B(Z)) =+ > k:(l - ;)P(Zn_1 —k—1).

Le changement d’indice ¢ = k — 1 donne :

n—c

B(Z,) =<+ <1 - C>Z(z’ FD)P(Zyy = i)

i=1
=4 <1 - c) <ZiP(Zn_1 — i)+ S P(Zy = i)).
n N/ \i=1 i=1
Comme Z,,_1(2) = {1,n — ¢} alors :

c c c
E(Z,)=— 1——)(E(Z,— H=1 1——E(Z,_1).
(Zo) = S+ (1= ) EZu) + 1) =1+ (1= £)EZn)
On a bien obtenu la formule demandée.

5. On sait que E(Z.) = 1. La formule précédente permet de calculer :

c+ 2 c+3
E Zc - et E ZC -
(Zear) = - 1 (Zevz) = - 1
On démontre par récurrence que pour tout n > c¢: FE(Z,) = Zj:ll

Initialisation. On a vu que E(Z.) = 1 donc la propriété est vraie au rang c.
Hérédité. Soit n > c¢. On suppose que la propriété est vraie au rang n — 1, c’est-a-dire
que E(Z,-1) = =7 La formule de la question précédente montre que :

c n-—=c n n—+1
ElZ,)=1 1——|E(Z,-1) =1 = .
( ) +< n) ( 1) + n ><c+1 c+1

La propriété est donc vraie au rang n, et I’hérédité est établie.
Conclusion. Par récurrence la propriété est vraie pour tout entier n > ¢, et donc on a
prouvé de nouveau la formule :

n+1
B(Z) = c+1
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Partie D optionnelle. Calcul de la variance de ~Z.
Méthode 1.

En suivant la méthode de la partie B on obtient successivement :

B(2(7 - é>"§§4k (C__1> (2)§fzcz_z>

c

2 (n—g+1 2(21%) _2n+1)(n—c)
B Z( ) (2)  (e+1)(c+2)

On calcule ensuite la variance :
V(Z)=E(Z*) - E(Z)Y?=EZ(Z-1)+E(Z)(1 - E(Z))

2(n+1)(n—c) (n+1)(c—n)
(c+1)(c+2) (c+1)2

Ce qui aboutit a :

Méthode 2

En suivant la méthode de la partie C on obtient :

BE(Z2) = % + (1 - c) [E(22) + 2E(Z,-1) + 1.

n
On en déduit :

c c
Z)=(1—-— Z —E(Z,_ 2}
V(Z) = (1= 5) |[VZu) + SE(Zo)
Soit la formule de récurrence :
n—c (n—c)c
V(Z,) = V(Z,_ .
(Zn) n ( s (c+1)2

On calculant cette valeur pour n = ¢, ¢+ 1, ¢+ 2, ¢+ 3 on devine la formule :

(n+1)(n—c)c
(c+1)2(c+2)

Yn>c V(Z,) =

On démontre celle-ci par récurrence.

Commentaires.

Sic=1 ouc=2 on retrouve les variances de X et de Y :

Si ¢=1 alors V(Z,) = (n+1)(n—1)
12
Si ¢=2 alors V(Z,) = (n + ?én - 2)'

De plus la variance est nulle si ¢ = n, ce qui s’explique car dans ce cas I'urne ne contient
que des boules de cuivre, donc la premiere apparait au premier tirage : la variable aléatoire
Z,, est constante égale a 1, donc E(Z,) =1et V(Z,) =0.
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