PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024

Feuille d’exercices 25
ESPACES EUCLIDIENS

1 - PRODUIT SCALAIRE ET NORME
Exercice 1. Dans E = R?, on pose, pour tous u = (z1,91) et v = (22, 2),
(u,v) = 22175 + T1Y2 + Toy1 + 2y1%.
Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R,

Exercice 2. Soit (£, (-, -)) un espace préhilbertien, et soient f,g € L(E) telles que :

Vue B, |f(wl = [lgw)ll
Montrer que : Vu,v € E, (f(u), f(v)) = (g(u), g(v)).
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Exercice 3. Soient n € N*, puis z1,...,z, € R tels que E x; = 1. Montrer que E p > n?.
i=1 i=1 "t
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Exercice 4. Soit A = (a;j)1<; j<n € M,(R). Montrer que (Z al-l-) <n Z a?j.

i=1 1<i,j<n
Exercice 5. Soit E un espace euclidien.

Montrer que 1’application f : { 5 : £§5,I>R)

est un isomorphisme.
2 - ORTHOGONALITE
Exercice 6. Soient E un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels de £. Montrer que :
(F+G)r=F"nGt et FH+GH=(FNnG)™.

Exercice 7. Soient I I’espace préhilbertien des suites stationnaires a 0 muni du produit scalaire :

“+o0o
Vu,v € B, (u,v) = Zunvn,
n=0

+o0
et [’ = {u €F| Zun = O}. Déterminer F'*, et vérifier que F + F- # E.
n=0

Exercice 8. Soient £ un espace euclidien de dimension n et = (eq,...,e,) une famille de vecteurs

unitaires de F telle que :
p

vue B, Il =3 (e

i=1
Montrer que F est une base orthonormée de E.



Exercice 9. Orthonormaliser les bases suivantes :

(a) Dans E = R? e; = (1,1) et ey = (1,0),

(b) Dans E =R3 e; = (1,1,—1),e5 = (1,—1,1) et ez = (—1,1,1),

(c) Dans E = R* e; = (0,1,1,1), e5 = (1,0,1,1), e3 = (1,1,0,1) et ey = (1,1, 1,0).

3 - PROJECTEURS ORTHOGONAUX

Exercice 10. Soient  un espace euclidien, ug € E, ' = Vect(ug)", p le projecteur orthogonal sur F et
s la symétrie orthogonale par rapport a F'. Montrer que :

<u7 U())
[[uol|®

s(u) =u— (u, uo)

Vue E, plu)=u-— ~——ug.
[[uo[?

ug et

Exercice 11. Soient £ un espace euclidien et p un projecteur de F£. Montrer que p est un projecteur
orthogonal si et seulement si :
Vue E,  |p(u)l < [lull

Exercice 12. On munit £ = R[X| du produit scalaire :

VP.Q € E, (P.Q)= / PO,

(a) Déterminer une base orthonormée de Ry[X| pour ce produit scalaire.

1
(b) En déduire inf / (t* — at — b)*dt.
0

(a,b)ER?

Exercice 13. On munit £ = C°([0, 1], R) du produit scalaire :

VigeE, (fg) = / F(g(t)dt.

On note F' = Vect (m —lLz—z,x— xQ). Déterminer la distance de exp a F'.

Exercice 14. On munit £ = M,,(R) du produit scalaire usuel. Soit M € F, et soit U € E' la matrice

dont tous les coefficients sont égaux a 1. Déterminer ( ir)lf M —al, = bU|.
a,b)eR



