PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 24 JUIN 2024
Devoir a la maison n° 15

Exercice 1. Soit a > 1, et soit (u,),en une suite de réels strictement positifs telle que :
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1. Soit 8 < «. Montrer que la suite (n”u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.

2. En déduire que la série E u, converge.
n>0

()

3. A T’aide de ce critere, déterminer la convergence de la série E S
n x
>0

Exercice 2. Soit n € N*. On considére ’espace £ = R,,[X]. Pour P, € E, on note :

T

(P,Q) = /0 m P#)Q(t)e 'dt = lim P(#)Q(t)e 'dt.
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(On admet I’existence de la limite ci-dessus.)
1. Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur E.

2. Onnote (P, Py, ..., P,) I'orthonormalisée de Gram-Schmidt pour (-, -) de la base canonique
(1, X,...,X")de E.
(a) Calculer Fy, P, Ps. -
On pourra commencer par montrer par récurrence que : ¥'n € N, / thetdt = nl.
Soit i € [0, n]. ’
(b) Justifier que : VQ € R, [X], (P, Q) = 0.
(c) En intégrant par parties (P;, P/), montrer que P;(0)* = 1.
3. Onnote F'={P € E | P(0) = 0}.
(a) Justifier que I est une droite. On note 7 un vecteur directeur de celle-ci.
(b) On note = (T, 1). Montrer que : Vi € [0,n], (T, P;) = aP;(0).
(c) En déduire ||T|| en fonction de o, et en déduire un vecteur directeur unitaire de F'*.
(d) En déduire la distance de 1 a F'.



