
PCSI 2 - LYCÉE BELLEVUE POUR LE 24 JUIN 2024

Devoir à la maison n◦ 15

Exercice 1. Soit α > 1, et soit (un)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que :

∀n ∈ N,
un+1

un

= 1− α

n
+ o

n→+∞

(
1

n

)
.

1. Soit β < α. Montrer que la suite (nβun) est décroissante à partir d’un certain rang.

2. En déduire que la série
∑
n≥0

un converge.

3. À l’aide de ce critère, déterminer la convergence de la série
∑
n≥0

(
2n
n

)
n× 22n

.

Exercice 2. Soit n ∈ N∗. On considère l’espace E = Rn[X]. Pour P,Q ∈ E, on note :

⟨P,Q⟩ =
∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt = lim
x→+∞

∫ x

0

P (t)Q(t)e−tdt.

(On admet l’existence de la limite ci-dessus.)
1. Montrer que ⟨·, ·⟩ définit un produit scalaire sur E.
2. On note (P0, P1, . . . , Pn) l’orthonormalisée de Gram-Schmidt pour ⟨·, ·⟩ de la base canonique

(1, X, . . . , Xn) de E.
(a) Calculer P0, P1, P2.

On pourra commencer par montrer par récurrence que : ∀n ∈ N,
∫ +∞

0

tne−tdt = n!.

Soit i ∈ [[0, n]].
(b) Justifier que : ∀Q ∈ Ri−1[X], ⟨Pi, Q⟩ = 0.
(c) En intégrant par parties ⟨Pi, P

′
i ⟩, montrer que Pi(0)

2 = 1.
3. On note F = {P ∈ E | P (0) = 0}.

(a) Justifier que F⊥ est une droite. On note T un vecteur directeur de celle-ci.
(b) On note α = ⟨T, 1⟩. Montrer que : ∀i ∈ [[0, n]], ⟨T, Pi⟩ = αPi(0).
(c) En déduire ∥T∥ en fonction de α, et en déduire un vecteur directeur unitaire de F⊥.
(d) En déduire la distance de 1 à F .


