PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024

Feuille d’exercices 26
FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

1 - FONCTIONS CONTINUES

Exercice 1. Déterminer la limite quand (x, y) tend vers (0,0) de :

_ ry __
@ f(a.y) = @ flry) =T
x x
(b) f(x,y):—zy = 22—y
VIt +y e) fx,y) = —=
) f(z,y T o
© flay) = ——2 oY
x,Y) = —F—,
e 22— o2 ® f(z,y) =a".
Exercice 2. Montrer que ’application f : (z,y) — sin(2” + ) est continue sur R?
. u : (x, — ue sur R?.
e VT Tt e

Exercice 3. Soit f : R — R de classe C'. On note A la droite de R? d’équation y = et ¢ : R*> - R
définie par :

fl@) = fly)
V(z,y) €R? p(z,y) = 7 —y s (my) A
f'(x) si (z,y) € A
(a) Montrer que : ¥(z,y) € R?, ¢(x,y) / f (1=t + ty) dt.

(b) En déduire que ¢ est continue sur R

2 - DERIVEES PARTIELLES

Exercice 4. Justifier I’existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calculer :

(@) f(z,y) = e"cos(y), (d) f(z,y) =2
() f(z,y) = (2 + y*) cos(zy), e flx,y) =1+ x2y?,
©) f(z,y) = $e+ " (f) f(x,y) = arctan (%)

Exercice 5. Soit f une fonction de classe C' sur R%. Calculer les dérivées partielles des fonctions
suivantes :

(@) g(z,y
)=( )

(b) g(x
© g(z,y) = f(y, f(z,2)),
(d) g(z) = f(z, f(z,2)).

IL‘2

(a2 +y?)1
(a) Montrer que f est prolongeable par continuité sur R?.
(b) Etudier I’existence de dérivées partielles en (0,0) pour ce prolongement.

Exercice 6. Soit f : (R?)* — R définie par f(z,y) =



Exercice 7. Les fonctions f suivantes, définies sur R? avec f(0,0) = 0, sont-elles de classe C'* ?

22 2 — o

(a) f(xay):m’ © flz,y) =r—5—73 21y

(b) f(z,y :x2y21n x2+y2, 23 + 93
() ( ) (d) f(%y):m-

Ty
Exercice 8. Soit ¢ : R — R continue, puis f : (z,y) — / . Montrer que f est de classe C'* sur R?,
2

et calculer ses dérivées partielles.

Exercice 9. Déterminer les fonctions f : R*> — R de classe C' solutions des systémes suivants :

— 2 of _ = of _ .2
= xy o= = %y o = 2%y
a , b . ) C ¥ .
(){Q?:yx2 (){_§§:e+zy (){—gizx?ﬂ
Exercice 10. Déterminer les fonctions f : R* — R de classe C" solutions des équations suivantes :
af . of of of
L 4yl =0, b) r—~ —
() xax+yay b) =5 oy Yor

3 - EXTREMA

Exercice 11. Déterminer les points critiques et les extrema locaux des fonctions f : R* — R définies,
pour tout (z,y) € R?, par :

@ f(z,y) =2 +zy+y* — 3z — 6y, @ flx,y) =2+,

b) f(z,y) =2+ 2y — 20y — 2y + 1, 6) flz,y)=2"+y° —3y—2
©) flz,y) ="+’ (g) f(:v,y)—w +ay® — 2%y — o,
@) f(z,y) = (z—y)?+ (x+y)°, (h) f(z,y) = 2"y (1 + = + 2y).

Exercice 12. Dans les cas suivants, montrer que f admet un maximum sur K, et le déterminer :
@ flx,y)=2y(l—z—y)et K ={(x,y) eR* |2,y > 0etx +y <1},
b) flz,y) =z —y+a2°+y’ et K =[0,1]%,

©) f(z,y) =sin(x)sin(y)sin(z + y) et K = [O, —} 2.

R* — R
S Tp) P Ty T,

(a) Montrer que f admet un maximum global sur K et le déterminer.
1

n n 1 n
(b) En déduire que : V(z1,...,2,) € RY, (H xl) < - E Z;.
n
i=1 i=1

Exercice 14. Soit ABC un triangle. Montrer que la fonction M > AM? + BM? + C'M? admet un
minimum, et que celui-ci est atteint en un unique point.

Exercice 13. Soitn > 2, f : { (z et K = {(xl,...,xn) eRY |z +... +
1

T, = 1}.



