PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 15
CORRIGE

Exercice 1.
1. Notons, pour toutn € N, v,, = n®u,.Soitn € N,on a:
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ou f — «a < 0, donc % < 1 a partir d’un certain rang NV, et donc : Vn > N, v, < v,, donc la
suite (v, ) est décroissante A partir du rang N.

2. Comme (v,,) est décroissante a partir d’un certain rang et minorée par 0, elle est en particulier majorée
par un certain M € R,.Onaalors:Vn € N, 0 < u,, < %

Or, comme o > 1, ceci est en particulier vrai pour tout 5 € |1, af. Pour un tel 3 (par exemple

1 M
b= ot ), d’apres le critere de Riemann, la série — converge, donc, d’apres le théoreme de
2 B
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comparaison des séries a termes positifs, la série Z u, converge.
n>0
)
3. Notons, pour toutn € N, u,, = ns_ Alors:
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La série E Uy, a termes positifs, vérifie donc notre critere, avec o = 3 > 1, donc elle converge.
n>0
Ce critere de convergence est appelé le critere de Raabe-Duhamel.



Exercice 1.
1. e Par définition, (-,-) est une forme sur £ x E.

e Soient P, P, Q € Eet\, u € R, alors, par linéarité de I’intégrale :
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(P4 1Py Q) = / (AP + By (H)Q(t)e "t
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_ /0 (APL(t) + iPy()) Q(t)e"dt
~ /0 " PO tdt + /O T RO et
= >\<P17Q> + /’L<P27Q>7

donc (-, -) est linéaire a gauche,
e Soient P, () € EF,ona:
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@r = [ awpweta= | Qe tdt = (P.0),

0
donc (-, ) est symétrique, donc linéaire a droite, donc bilinéaire,
400
e Soit P € F, on a, par commutativité de la multiplication : (P, P) = / P(t)%etdt ou :

0
vt € Ry, P(t)*e™" > 0 donc, par positivité de 1’intégrale, (P, P) > 0. Puis, par définie positivité
de I’intégrale :

(P,P)=0= (Vte Ry, P(t)’e " =0) = (Vt e Ry, P(t) =0) = P = Ogx,

car seul le polyndme nul posséde une infinité de racines. Donc (-, -) est définie positive.
Donc (-, -) est un produit scalaire sur E.
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2. (a) Ona: / etdt = [—e'] goo =1 =0, puis :
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Vk € N*, / the~tdt = [—the™"] > +/ kthlemtdt = k:/ thle tdt,
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/ the~tdt = k! / e~tdt = k.
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On note (P, ..., P,) I'orthogonalisée de la base canonique.

+oo
e Onalll]? = / e 'dt =0!=1,donc Py = 1,
0

donc, par récurrence :

+o0
e Ona (X, Fy) = / te'dt = 1! =1, donc :
0
P =X —(X,P)Py=X —1,

N +00 +oo

avec || P||* = / (t —1)%etdt = / (t* =2t + 1)e 'dt = 2! — 2 x 1! 4+ 0! = 1, donc
~ 0 0

P=P=X-1,



+00 +o0
e Ona (X% P) = / tPe”ldt = 2! = 2 et (X, P) = / t2(t — e 'dt = 3! — 2! = 4,
0 0

donc :

Py=X?— (X2 P)Py— (X2, P)P,=X?—2—4(X —1)= X2 —4X +2,

~ +OO +OO
avec || P||? = / (t* — 4t +2)%e " dt = / (t* — 813 4+ 20t* — 16t 4+ 4)e~'dt = 4! — 8 x
0 0
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(b) D’apres le procédé de Gram-Schmidt : R;_;[X] = Vect (1, X, ..., X"") = Vect (P, P1,..., Pi_1).
Comme la base (P;) est orthonormée, on a : donc : VQ € R;_1[X], (P;, Q) = 0.
(c) Ona:
+o00
w.r) = [ POPO
0
“+o0o
— [Pﬂﬂ%fqgw—:/ Pi(t) x (P/(t)e™" — Pi(t)e™") dt
0
= —B(0)* = (B, P)) + ||1Bi]I*.
Or P/ € R;_1[X] donc, d’apres la question précédente : P;(0)* = | Bi|* = 1.
(a) F estle noyau de la forme linéaire P — P(0), donc F' est un hyperplan de E. Donc, comme F
est de dimension finie, F- est une droite.

(b) Soiti € [0,n]. Comme P; — P;(0) € F,ona:
0= (T, P — F(0)) = (T, P) = P(0)(T, 1),

donc (T', P;) = aP;(0).
(c) Comme (F;) est orthonormée, on a d’apres le théoréeme de Pythagore :

n

|IT|* = Z<T, P)? = ZQQPi(O)Q = Za2 = (n+ 1)
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Donc ||T|| = 1 si et seulement si « = +

. En choisissant par exemple o =

1
un
vn+1
vecteur unitaire de F'* est donc :

n

Ty =3 (T P)P = —— S R(O)P.

=0

(d) On aimmédiatement : d(1, F) = |(1,Tp)| =



