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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur de
maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :
e Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.
e Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiere année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!
¢ Une partie liée au programme de premiére année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.
e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :
o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres & certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)
e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( 0), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (@OO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a l'utiliser a 'issue d’un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutét qu’'un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progreés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, c’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études!

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi
I’identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

— Simplification de fractions.

Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel).

y 32 ) 271 x 42

a 40 i C 7374 » 24 ..................
L1 (—2)2k+1 x 32k—1
3

b) 8° x Y RRARRERREREETERRERES d) TV =R ERRRRRPe

Calcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances.

Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.

2 1 36 15
a) 1 — g ...................... C) % X E X 5 ................
2 2 6
b —0,2 —— = (==)
) 20, )~ (=3)
Ecrire les nombres suivants sous forme d'une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 I S e
a) ( ><3><5><7)(2+3+5+7)
y (136 2 62y 2
T s 10 G TTCTTTTeeeTeeneeeese
0 510 % 73 — 255 x 492
(125 5 T)8 B0 s L4877 o rr e m
Q) 1978 x 1979 + 1 980 x 21 + 1958

1980 x1979—-1978 x 1979

— Un petit calcul.

’ 1 37 ’ 3 4 ?
5 5 5 7 7 7 3 5
76 - T; + 377 75 It + 73 )

Ecrire sous forme d’une fraction irréductible. ..........

alcul 1.5/ — Le calcul littéral a la rescousse.

En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.

2) 2 022 0 1235 x 2 469 — 1 234
(—2 022)2 + (=2 021)(2 023) 1234x24694+1235
b 2 0212 Q) 4 002
) 20202 4+20222—-2 T 1 000 x 1 002 —999 x 1 001 """

001A
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— Les fractions et le calcul littéral. 00

Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.

) ! + ! ! e N*
a CFSERETS Spour 7 € N
3_ 3 b2
b) (a el (a+ b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux. ...................oon..
a— a—
6(n+1)
n(n—1)(2n—2 *
c) % pour m € N*\ {1}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. o
n2
o (p+1)
Simplifier kzo pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+---+p = Z% .....
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. )
., b
Soit k € R\ {1} et € R\ {2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + ¥ aveca et b entiers et X € R.
29 k 3xr—1
— .. b) —— ... ..
%) % ) 1 A
— Un produit de fractions. )

1 1
1+12  (1+41t)2

Soit t € R\ {—1}. On donne A = et B=(1+t*)(1+1t)>

Simplifier AB autant que possible. ....... .. . e

Comparaison
— Régles de comparaison. ')
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
a) gg ......... b) HE ...... C) gﬁ
calcul 1.11] — Produit en croix. ]
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 et B = 508 341 sont-ils égaux? Ouiounon? ..............cooeiun..
— Produit en croix. ]
1 1 1 1
OnposeA:Me =M:a—t—onA>B,A=BouA<B? ...........
1 000 001 10 000 001
Réponses mélangées
-1 ab 12 10 1 nd+n 1
— 2 3 — > — = 247 1 000 -
n(n+ 1)2 a—"b . 11 12 2 - n+1 9
—-10 5 3 203 1 3 5
2t 202 @ —— = = == - = °s 2
; 0 3 5 tre " m 56 59 1095
4+ A>B 1 — 25 —2 x 332 N 14— — =
G ” 35 X3 on Tr1 3 m

» [Réponses et corrigés page [35|
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
Calcul 2.1] o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... TR, —_—
2) ) 1 ©) o5 1093
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) p U107
10_3 103 . 10_5 ......
Calcul 2.2 0
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
a) 3t.5% c) -E-IRLLRTLIRRERIRLE e) SRIRREERPREIRRER
— _ (304)7
b) (5%)72% . d) (=7)%-(-7)75 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2™ - 37, ou n et p sont deux entiers relatifs.
23 .32 322 4 321
A) S e C) oo s e
34.28.61 322 _ 321
2 4\8
b) 22N 492 a) (3(;2))_2 _______________________
((_ 3)5 . 23)
calcul 2.4 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
87676 1272151
B) s e C) oo e
93 . 242 952 . 184
b) 55% . 12172 . 1252 Q0 36% - 70° - 102
975 G052 954 e 148 982 156 e
Calcul 2.5] 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel x.
T 2 2 z2 x> 222
a) — — e c) —_——
r—1 z+1 22-1 2—x 23422 xd—x
2 1 8 1 T+ 2 2
b -t d " +———+———
) r+2 -2 x2-4 ) x+m2—4 2 — 21

Réponses mélangées

x 154 2z
x+1 x+1
102 108 1072
2
10* 8
x—2

2°1.3 10

2=4.371 26

27 10~8 310

1 5% 2%.3%

-5 3°

» [Réponses et corrigés page [38|
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ']
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
3
1
a) (23:—2) .................... d) ($+1)2(x—1)(1;2+x+1)
2

b) (x—1>@24+z+1) . e) (-1 (z+1)(@*+z+1) ...

C) (m+1)2(m_1)(m2_x_’_1) f) (Z‘2+$+1)(.’L‘2—$—|—1) .......

Calcul 3.2 o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de x.

a) (r— 2)2(—362 +3z—1)— 2z —1)(2®+2) ...

b) (224+3)(52 —8) — (22 —4) (BT — 1) teririi

c) ((x+1)2(:c—1)(;v2—x+1)+1)x—x6—x5+2 .......................

d) (@+1)@ =12 =282 F T4+ 1) oo

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+%> —b2_—4aC] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —20+1 ... d) 322+ 7o +1 ...
b) 2 4+dr+4 . e) 207 +32—28 ...l
c) B2H3T+2 f) —5x4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4+y)?—2% d) zy—z—y+1 ..o
b) z? + 6xy + 9y? — 16922 ........ e) 3+ a2’y 4202 +2y+aty ..
c) zy+ax+y+1l i f) y*(a®+b%) + 162" (—a® — V?) ..
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

c) R

d) (ac+Dd)? 4 (@d — DC)? o

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag —bp — cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1+ 2z + 327 + 22° 4 2* (a® 4+ b%) (y — 42?) (y + 427) (z+1)(z+2)

2423 — gt — 2P -2 —2?+1 (x2+$+1)($2—$+1)

2<x+%2_33) (:H@) 2(3x — 4)(10x + 3) 1+ a2* (z—1)(z+1)(2*+1)

(a®> + 0>+ +d*) (p*> + ¢ + 1 + 5%) (t4+y—2)(z+y+2) 4(5x + 4)(—=5x + 1)

—1 -3z —32% 4+ 2° * 2% +1 314z + 3y)(—4zx + y) (z+D(y+1)

25— 22t + 2% —2? 420 -1 (x—1)2 (z+y)(z+1)2 —6(6x +7)
3 1 1
8z — 62% + %73 —5(x —1) (m - g) (a® + %) (* + d°) (x—1)(y-1) (x+2)2
—2 4 122 — 172% + 82° — 32* 2® 422 4 2% — 22 — 20— 1 2 —2® 42?1 —28 + 21z

—8(2% + 1) (z — 4)(z + 4) 3<x+%ﬁ> <m+%§) ~8(z + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page |39
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Fiche de calcul n°4 004A

Racines carrées

Prérequis
Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée. )

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent I’étre (et en prenant a ne pas se
tromper sur les signes).

a) V(=5)2 . d) \/Q=VD)2 .

b) \(V3=1)2 ... e) VB=m2

¢) V(VB=2)2 .. £) VB—a)? .

— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.

a) (2VB)2 e) B+VTEI-(3-V7)? .. ...

b) (24+V5)? f) ( 2%3)4 ....................

) VIT2VE oo 9 (5;;?)2 ...................

9 RO o B

Avec la méthode de la quantité conjuguée

00
Ecrire les expressions suivantes sans racines carrées au dénominateur.
23 1
A) T €) e e
2+V2 V2-13
b) V2-1 B V243
;2 SSARERIELLELRELEE R T 3 e
0 V2+V3+45 2 5+2\/6+5—2x/6‘
—\/ﬁ iy SRR EELLEE LR AT BT AIA
o V3-V2 ) ( 5v/2 )
IV 2S0Y; HARSRREERELLERE R Bar1)

8 Fiche n°4. Racines carrées



Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

T BT TR

Calculs variés

— Avec une variable. 00
On considere la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = vV — 1.
Pour tout > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(@)
a) fx)+ ——= o d) =
IO 5 ) @
f($+2)—f($) "
.................. e) flx)+4f"(z) .oovveiii
e E ) )
f(x)
¢) T A 2f(T) oo f) Film) e
— Mettre au carré. o
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) S-S d) 3e7TMF
2+V5
3+Vh
b) V34+2V2 e) 2 2\/_ ........................
2+V2 1. V2+1
C) A o f) —In—— ...
2-V2 V2-1
0000

12 12
On note A = §/3+\/9+2—75— i/—3+\/9+2—75.81mpliﬁerA

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . . il

Réponses mélangées

12v7  —A@-1? —(VZ+V3)  9- %\/5 20 3 ‘/5+2‘/§+ V6
V2 1+vE V2 7 13— 50 -25v3  1++Vo -1
V3-1  3+V2 1+V2 2—\/_—\/§+%\/5 5 %xil
_w@=2) Ve
GoDvs I V3 VIE+VI0-V6-2 1 2V2 9+4V5
In(1 + v2) 1+v3  —V3+2 w-3 12 V7-2 3-2/2
1+v2 —1145/6  z—+V22-1 10 w 1-v10+ V15

» |Réponses et corrigés page [9]]
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Prérequis

Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 5.1 — Cubique. L)
Soit a un nombre réel tel que a® —a® +1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? + ya + z ol x, ¥y, z sont trois nombres rationnels.
a) (a+2)% ....... c) a'? ...
1 1

b) a®—a® ........ d —+—= ........

) a’—a ) . + e
Calcul 5.2 — Introduction aux nombres complexes. L)
Soit i un nombre tel que iZ = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x,y sont deux réels.
a) 3+1)?% ... ) 3—1)? ...
b) 3—1)2 ... d) (3—20)° .............
Calcul 5.3 00
Méme exercice.

3

a) (4—50)(6+30) ....... o) (~4+V5)
b) (243032 31)° ..... Q) (~3+14)
— Puissance cinquiéme. 00

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a” —3a® +4a° —a®>+3a—1

2)

a1234 a2341 a3412 4123

X X X a

1234

[
k=0

d) THa+a®+ad+at

99
e) Z A

k=1

4
f) H (2= )

k=0
10 Fiche n° 5. Expressions algébriques



Expressions symétriques

“alcul 5.5 — Inverse.

, 1 ,
Soit « un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T

3 1
= —=
T

1
a) a:2+; b)

calcul 5.6 — Trois variables.

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=zr+y+ 2z, b=zy+yz+zz et

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

1
4

c=zyY=z.

d) (@+y)y+2)(z+2)

e) xyz+4yzx + 2Py

f) z2y? + y?2? + 2%

Calcul 5.

Méme exercice.

a) By+2)+>3¢+2)+ 5@ +y)

a® + 3a 7a? +12a + 7
a’+2 3 1
2197 a’b — ac — 2b®

c) T n Y z
Cant s Sl s s Sl o cosmpe SRR LS
2 2 2
d) ”“" + y .
(x—y)r—2) W—-2)y—2) (=-z)(z-y)
3 3 3
e) ”3 + y .
(z—y)r—2) (W—-2)y—2) (=-z)(z-y)
Réponses mélangées
—4 +43iV/5 a* +4a® +2 ab —c -1 —9 — 46i
39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a®b + dac + 2b®
8 + 6i ac 1 0 31 a a’?—1 1
—a®+1 —2ac + b? ab — 3¢ 0 a?—2b

4a®> —a—3 1

a® — 3ab+ 3¢

» [Réponses et corrigés page |93
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles ;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que I’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. ]

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2,—2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —624+9=0 .ccoiiiii.. f) 202 432=0 ...,

b) 922 4+624+1=0.................. g) 202 43=0.........

¢) 244 —12=0 ...ccoiiiii. h) 22 4+42 —5=0 .ccoorrnn..

d) 22 =524+6=0 ..o, i) 327 —1lz+8=0.................

e) 22 —Br=0 ... j) b 424x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 132 +42=0 .........coo... d) 22 -8r—-33=0.......cccoiin..

b) 22 +8x+15=0 .................. e) 2 —(a+bxr+ab=0 ............

¢) 2218z +TT=0.......oooiin... f) 2?2 —2ax4+a®>—0>=0 ............

— L’une grace i l’autre. ')

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 142 +8=0 sachant que 2 =4 est TACINE ...........uuurreeeeeeeeiiaeenn..

b) 722 +23x+6=0 sachant que £ = —3 €St TACING ............cciiiieiiiiiiii. .,

¢) ma®+ (2m+1)z+2=0 sachant que z = —2est racine ...................oooiiiiii.

d) (m+3)z® — (m* +5m)x+2m? =0 sachant que z = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



Jalcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du

trinéme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

a) (b—c)x?+(c—a)z+(a—D0)=0 .00
b) a(b—c)z? +blc—a)r+c(a—D0) =0 ..ourrr
c) (@4a)x+bd)=(m4a)(Mm4D) oo

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second

degré admettant comme racines les nombres suivants.

C) 24V3 et 2V B

d) m+vm2—=3 et m—VmZ—3

2m — 5
e) m+3 et TR
2
1 -2
f) mEl et
m m

Jalcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la

valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

>alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (2 F2)(AT FD) ot

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) ..o

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT +D) o tiii

1 11
d) 51‘2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o

e) 224+ 2VTr —21= (2 —VT)(az +b) .o

— Signe d’un trinéme. )

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b) =% 20 15

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a + b) a=-3etb=5 —7,—11
2 — 220+ 117=0 ] — o0, —1] U [2/3, 40| 0, donc 5 m=letx=—-loum=—-letz=1
[—3,5] m donc m(a —b)/(b—c) a=1/2etb=38 -3,11 1 donc ¢(a —b)/(a(b - c))
a,b ] — 00, 1] U [V/2, +o0] —1/m a + b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
6,7 1 donc (a —b)/(b—c) | — o0, —1/2[U [4, +o0] 2m/(m + 3)

—2/7 a=1letb=3VT7 m2z? + (m —2m2)z + (m*> —m —2) =0
a=-2etb=1 2,3 a—ba+bd 3,3 a=2etb=3 1 donc 8/3
@ m=—3/4etx=3/4 —3,-5 22% — (4m + 1)z + (2m?* +m —15) =0

—1 donc —19/5 22 =4z +1=0 —1/3,-1/3 22 —2mx +3=0

0, donc —3/2 22— 6x — 187 =0 2,—6 m=—letzx=-2oum="T7etz=2/3

» [Réponses et corrigés page |96|

14 Fiche n° 6. Equations du second degré



Fiche de calcul n°7

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

006A

Logarithmes
o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
a) Inl6 ...l d) cIn—-—-In- ...l
b) Inb512 ... e) In72—-2In3 ...
c) In0,125 ... £) In36 ...
o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In Tg e d) In500 ...
16
b) In(2,25) ..o In— ...
) n( b 5) e) n 25
c¢) In21+2In14 —3In(0,875) ..... £) In(6,25) ...
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
ln}—i-lng—i- —Hn%—&-lnﬁ
5 3 99 TOO 00T
— Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 4+ 2v/2) — 4In(v/2 + 1). Calculer (1 +v2)? et
) On pose a = - n(3+2v2) — 4In(vVZ + 1) (14 V2 et
En déduire une écriture simplifiée de o en fonction de In(v/2 —1). ...
b) Calculer 3 sachant que In 8 =1n(7 +5v2) + 8In(vV2+ 1) +7In(vV2 —1) ...ooiviiiiiiin...
c) Simplifier v = ln((2 + \/3)20> + ln((2 - \/§)2O> ............................................
5+1 5—-1
d) Simplifier 6 = ln<\f2+ ) + ln(\[2 ) ................................................
Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme 15



Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + x
L I
) friz— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e — 1
R e S
c) fs:w % 11
e —e™ "
d L b e

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction.
[Calcul 7.5]

et —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot

d) Déterminer la limite de f en —00. ...

16 Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme



calcul 7.9

On considere I'application

x——1In(1 + ).

{Ri—>R

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e"—1) i
b) et @)
c) —f(x*—2x) ...l

Equations, inéquations

d) zf'(z) -1

f(x)
e) e f/(z—1)

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

xr — 61

Réponses mélangées

x
° 1lr12 -1 —3In2 8 2In5—2In2 x>h112——|—5
Vi+z 2 ) 3 5
3In5+2In2 2In3 —2In2 impaire x> - —2In5+4In2 R 3
e
—13 -2 1
In3+11In2 1 T+ In2 3T7B impaire -1 0 x> 1
2 1 1
1
g -2 —In3—2In2 41n2 x €10,1] impaire impaire e %}
1 1 1
In |z —1| = — ok 174+12v2 = —2In2 —2In5 1
3 In2

» [Réponses et corrigés page |98|
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Prérequis

Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.1 o
Simplifier :
a) cosz—i—cosg—w—1—0085—7r—1—0057—7T c) tan2—7r—|—tan3—7T—|—taun5—7r—|—tan7—7T
4 4 4 4 3 4 6 6
4
b) sin om + sin LT d) cos? — — sin? T
6 6 3 3
Propriétés remarquables de cosinus et sinus
salcul 8.2 o
Simplifier :
: 7T . (T (T
a) sin(m —x) + c0s<§ + x) .......... c) s1n<§ - m) + s1n(§ + a:) .........
. . (T . s
b) sin(—z) + cos(m + z) + sm(§ - x) d) cos(z—m)+ s1n(—§ - x) ........
Formules d’addition
Calcul 8.3 ]
Calculer les quantités suivantes.
a) cos5£(onaz+z—5—7r) c) sin —
B ct1=13) T IRERRRRARRREREREIRPEEPPRERPPY
b) cos TR TITRT d) tan TR
12 12
©
a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) — sin(5x) CoS(4T) . vnvrnii i
5in 2 52
b) Simplifier : 51.11 T oSy (pour z € ]O, T {) ..................................
sinz cos T 2
o 2m 4m
c) Simplifier : cosx + cos| z + 5 Fceos|z+ — ) oo

Expliciter cos(3x) en fonction de cosx

3

007A

18

Fiche n° 8. Trigonométrie



Formules de duplication

Calcul 8.5 ]
En remarquant qu’on a % =2 X g, calculer :
T T
T b) sin— ...
a) cos 5 ) sin 3
Calcul 8.6 o
1-— 2
a) Simplifier : sir(i?;g(z:)x) (avec x € }O, g {) ...................................................
in 3 3
b) Simplifier : SOT  COROT (pour x € }O, z {) ...............................................
sinx cos T 2
c) Expliciter cos(4z) en fonction de COST ......vuin ittt
Equations trigonométriques
Calcul 8.7 0000
Résoudre dans [0, 27], dans [—m, 7], puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST=— .......... f) |tanz|=—7 ......
) : ) ltanal =
. 3 3
b) sinz=—-—— ....... g) cos(2z) = £ ......
2 2
. 27 L
c) sinz = cos 5 e h) 2sin*z+sinz—1=0
™
d) tanx =—1 ......... 1) COSl':COS? .......
e) cos®r=— ......... j) sinz=cos— .......
Inéquations trigonométriques
Calcul 8.8 0000
Résoudre dans [0, 2], puis dans [—m, 7], les inéquations suivantes :
2
a) cosx}—g ........ e) tanz>1 ............
™
b) cosz < COSZ wonenen f) Jtanzx| =1 ...........
) sina < ) cos(x—T) >0
<= coslz——)>=0......
c) sinz <y g T =
. 1 ™
d) |sinz| <= .ol h) cos(?az - f) >0.....
2 4
Fiche n° 8. Trigonométrie 19



Réponses mélangées
_ _57r U [_7‘(’ 7Ti| U 5T
"% 6°6) 6"

{471'

3

{_

447 4 4

{E 3_7T75_7T7_7T} ~1-+3

{g 4 2%km k€ Z} U {—3 + 2k,

—sinx

{

117
12

3
T3 ™ oom
4’ 4 373

12

8 8’
m 117 137w 2371'}

Y 771' 1171' B
6’6"

V3ol {—5—W,—f,f,5—ﬁ} { Ty kez}
V3+1 6> 6°6 6 472
2cosx ! [— —W}U[ﬂ- }
cosx T3 37
keZ} m n [0 qu 5t Tl G [T o
6 6 "6 6 6 6’
3 T 7w 5w
el 7 _o2 et
D VR B 5 1
5—7T+2k7r keZ U{?—Z-{—Zlmr,kEZ

{1+k7r,k€Z}U{111—27r+k keZ}

3T 7 11w 157
[07 —] . [— ﬂ N [T’Zﬂ

—sinx

2 2 (5
—+2k7r,keZ}U{5—7T+2k7r,keZ} V2 Tkl kex [O,qu 2T on
3 2 6 6 | 6
fo Seos m or 3 s [om o
8cos®x —8cos“x + 1 {6’ 6 2} [O, 4]U[4 ,2m 4cos”xz —3cosx
T 117 —2r -7 9 cos o 9m _371' T 37
7127127 12 373 147 14 47 474 4

T 3T
4’ 4

{§+2kw,kez}u{—7+2lm,kez}

3 Trw V2 -2
474 2

T T 47
’ 2{ {Z’E[ {?
5% s 5%
v?} [_”’E]U[E
\/6;\/5 0 o

3
Al LI (Fremeeaju{Trimeen)

{7”+21~m keZ} {“T”Jrz/m,kez}

3] o Bl
) hp AR 4

{ 3T 71'[ } T 77} |:ﬂ' 7T|: i|ﬂ' 3#]
— | U=, == |U |-, = |U|Z, — tanx
4 2 2 4 472 24

O MESINEE
4’2 2’ 4 47 2 27 4

» |Réponses et corrigés page [100|

20

Fiche n°® 8. Trigonométrie



Fiche de calcul n°9 008A
Dérivation
Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.
Application des formules usuelles
Calcul 9.1 — Avec des produits. o
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
a) E€Ret f(x) = (22 +30+2)(20 —5). it
b) z€Ret f() = (23 +32+2)(x% =5). oo
¢c) rERet fl) = (22 —224+6)exp (22). «ooveeriiiiii e
d) z€]2,+oofet f(x) = (B2 —2)In(z —2) «orrrriii
Calcul 9.2 — Avec des puissances. o
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
a) xE€Ret f(r) = (22 —52)° o
b) ze€Ret flx)= (22 +4x —1)% ... .
¢) zeRet flx) = (sin(x) +2cos(z))? ..o
d) zeRet f(x) = (3cos(x) —sin(z))®. ...
Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées. L)
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
a) E€Ret f(@) =In(@? +1). oo
b) x€|l,+oo[et f(z) =In(In(x)). ..covviri
¢) zeRet flx)=(2—2)exp(2? +2). «ooiiiiiiiii
d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i
Fiche n°®9. Dérivation 21



Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

222 — 1

a) z€Ret f(x)=sin (T—i-l)

20+ 1

b) ze€Ret f(z)=cos(

c) z€]0,m[et f(@)=/SIN(X). «ooiii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

2?2 4 32

a) xeRetf(x):m.

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2x + 1)

c) vERet f(r)=—5—

2 +1

_ 222 + 3z

d) ze|l,4oofet f() = ———— oo

In(x)

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f'(z) pour f définie par :

a) x € R* et f(x) = a?sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

¢) a:e]l,+oo[etf(x):ln< zi) ..............................
d) zel0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

)

22
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Dériver pour étudier une fonction

Calculer f’(x) et écrire le résultat sous forme factorisée.

) reR\3 2tf()—1+1

a) x m2et fla) = g g
b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,

+2
¢) ze]l,+oofet f(z)=In(a?+z—2)— “”_1 ....................
d) xe]—l,—i—oo[etf(:v)—xL_H—i—x—ﬂn(ac—i—l). .................
~ 1+In(x)
e) € ]0,6[U]€,+OO[ et f(.'L') = Tn(m) ..........................

Réponses mélangées

(6z —1)In(x — 2) +

x cos(z) — sin(z)

x sin(z)
6 cos(2z) exp(3sin(2x))

(2x + 3)(2sin(z) + 3) —

—3(3cos(z) — sin(z))?(3sin(z) + cos(z))

(2% + 3z) x 2cos(x)

(2sin(z) + 3)2

222 + 27 +5 1 2 2 -3z
(x4 2)(z —1)2 x1n(z) z(1 — In(x))? 2y/x(3z + 2)?
322 — 9 222 422 -8 . (2ac + 1) cos(z)
z—2 (9 — 22)y/9 — 22 (2 +4)? z? +4 2y/sin(z)

5zt — 622 + 42 — 15

5(z% — 5x)* (22 — 5)

_2(x2 + 1) sin(2z + 1) + x cos(2z + 1) cos(y/x) 6 cos (23:2 — 1) x?
(22 4+1)2 2\/x (x2 +1)2 z?2+1 (x+1)2
(4x +3)In(z) — 22 — 3 2 <x+1+\/§)(m+1—\/§) 10z — 5
(In(z))2 rz+1 2 2 (3—2)%2(2+ x)?
2z sin ( ) — cos (%) 62 + 2z — 11 (222 — 2z + 10) exp(2z) 8 cos? () — 6 cos(z) sin(x)
2z 1
3 _ 2 _r 9.2 2 L
4(22° + 4z — 1)(3z* + 2) P (—=22° + 3z + 1) exp(z” + x) a2

—4

» [Réponses et corrigés page |103]
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Prérequis

Fiche de calcul n°10

Primitives

Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

009A

Pour chaque fonction & intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Calcul 10.2

Méme exercice.

a) VI+t—Vt.................

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3| — Dérivée d’une fonction composée.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 10.4] — Dérivée d’une fonction composée — bis.

Méme exercice.

Fiche n° 10. Primitives



— Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

St
a) COS2tSint ....... g) tath ........... 1) (:lfosﬁt)g ......
i 1
b) cos(t)e™™ ... ... h) tan®¢...........| | ) ——
Rk
tan>t
c) tant ............ ) aLQ ........... n) £
cos“t 1+ e2t
L B — Arcsin(t)
1 —sint cos2(t)v/tan t 0) Viner: ERRRE
sin+/t 1 4 tan2 ¢
e) N R k) + a2n ....... D) 1
tan®? V1 —t?Arcsin(t)
p )

— Trigonométrie — bis.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

9 sin(2t) 1
S “ —_— ... f)y ——...
) cos 1+ sin?t ) 20 ot (1)
. 1 1
b) cos(t)sin(3t) .. .. _— .
) cos(t)sinf3) o9 —1 D i
c) sint........

— Fractions rationnelles.

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

tP+t+1 3 4+1 t—1
R d) —— . ) ——
) ) T 8 i1
2 +1 t—1 t
b — e — h) ——— ...,
) t3 ¢) t+1 ) (t+1)2
115 #3
C) 1—¢2" 7 f) PO T

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.8

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I'expression ;
e intégrer I’expression.

a) 2 —2t+5 ... e) e e
1 1 3t—2

b) t72+¥ ......... f) e

1 12

C) \/Ig—tfg ........ g) t3—1
1 1 3t—1

d =—4+— ....... h

) th ot ) 2 +1

Fiche n°10. Primitives
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i) sin(t)cos?(t) ... o % ......

j) sinh(t) cosh(t) .. p) te ™t ..

k) t%sin% ....... q) 1—tlnt ........
t

D g, ) ﬁ ...........

m) % ...... s) sin(;nt) ........

n) \/% ........ t) %te% .........

— Bis repetita.

Reprendre I'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

B4 4 31 11 2 3 1,
fd = — e — S pUis o — —e2tl ovftant
T3t B 2pz P TIE T tvr2 2% a
3cos?t — 1 1 2t 1 3 2 1
oS P puis — In(1 + cos?(t)) “In*t t——+ — —— + = puis 2t% + —
(14 cos?t)? 4 2 3 2/ttt 3 2¢2
2 el(e? — 1)

tant + tan t L (2 1) puis —2 +In ) puis Arctan(e’)
—cotan an —=\| - uls —— n — T uls Arctan(e
2\t PS5 1+e2)2’ P

1 1 1
—In |l —sint| t+1In|t] — n t—2Inlt+ 1| 2¢?" — 3¢ puis 56% — ge*?’t

1 3 1 1+1Int 2 cos(4t)
—(142t%)2 Injt+1+ — Injt+1 ————— puis In|Int —— -
U2 e il gy et g e ;

2tsin 7 + cos 7 1 1 1 1 2cost+3 1
_ 3 t : - Inlt| = — — is —=In|2+4+3 t
14 Ui €053 nf 242 2 (1 —sint)2 (24 3cost)? P =3 n[2+3cost|

1 1 Int —2 1
(1+ 7t2)% —cost+ 3 cos® t cost(3 cos® t — 2) puis —3 cos® t I e puis Int — 5 In?t
t

>

© . 3t —2t-3 3
(2 +et)? puis In(2 + ') T puis 7 In(t* 4+ 1) — Arctan(t)
1 2 1
2(t ~ 1) puis §t3 —#7450 “2cosVE -V §1n|1+t3| 5 In(1+1%) — Arctan(t)

1 0 Int —sinlnt 1
(1 _ t2)3/2 puis —/1—t2 w puis —cos(lnt)) (1 _ 2t2)eft2 puis __eftz
1 2 t  sin(2t)

In(1 2 21 2 4 r 1 )
n(1+ 3t%) 7 o[ tan 2¢] EEaE 5+t n | cost| n | tant|

%Arctan(3t)

| =

vl
wle

(1+7%)

Wl

1 1
- Zt —sin(wInt) sinh(t)? + cosh?(t) puis 3 sinh? () In(1 4 sin? t)
T

1 1 4t 2t
In |AI‘CSi1’1(t)| —m 4_1 tan4 t In |1 — e_t + et| — Cosé ) — Cosi )
; 1 1 1 1
esint 3 tan?t 4 In | cos | 2vInt 3312 p2uis —363t72 v 3 (Arcsin(t))?
1 t t
§Arcsin(2t) t— ) + 3 In|t+ 1] Arctan(e’)
t(t3 +2) 3

L os? _ is (1 — 3 1
5 €08 t e CESESE puis 31n(|t 1) 20+ 2)° 2Arctam(Zt)

tant —t —e%

» [Réponses et corrigés page |106]
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Prérequis

Fiche de calcul n°1

1

Calcul d’intégrales

Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que

a
repére lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

Calcul 11.1

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3
a) / 22 +evdr .
—2

~alcul 11.2

010A

f(x)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

-3
b) / | sin 7z| dx
5

-1
c) / sinzdzr ...
0

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

2
e) /sinxdx....
—2

8
d) / 1—-2zdx ..
2

b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dz =

Calcul 11.3| — Polynémes.

Calculer les intégrales suivantes.

— Fonctions usuelles.

Calculer les intégrales suivantes.

a) /6 sinzdz ...

b) /6 cosxdx ...

i
6

F(b) — F(a), que I'on note [F(x)} .

b

a

100 1
d / —dx ...
R

Fiche n°11. Calcul d’intégrales
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Calcul 11.5| — De la forme f(azx + b).

Calculer les intégrales suivantes.

Jalcul 11.6)] — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

T —2

a) /13

rsin(z® 4+ 1) dz

b) /

s

c) /6 tan z dx
0

alcul 11.7| — Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

e$
[ |
e2r 4 2e% 41 .

a) /01

00
§
d) / sin(3z)dx .............
e) /33;&%
BT
f) /2 cos(— —x) de .........
00
z
d) / sinz(cosx)’dx ........
1
e) / we® Vdx ..o
0
1
x
) | ———dr ............
)
000
¢ 3x—21
Q) [
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |coszsinz|dz .........
00

“alcul 11.8] — Avec les nouvelles fonctions de référence.

arcsin x dx

a) /_%

ENE]

99 7 .
m E Positif
o 2
101
3e—4 8 Positif
5 1 1 2
- J— n|l —
8 3 V3
LA B
2 2 2

1 5
30 2
1
= 14
1
_54 :_
o 2
2(63 -1)
147 21
2 9

d) /01 ch(z) dz

1 1
50 —In3 -  —(1--=
8
o o0 18 S o0 1
1 1 5 2
e+ 1 384 e\/_e 3
2 b
78 Négatif Y= I
égati 5 1
1 T 5
—1n(1+—) 0 e 6
T 2
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Prérequis

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

011A

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

Calculer :

Primitives

1
3
i) / arcsint dt
0

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

x

a) rr (—x+1)e

c) x v+ arctan(z) ......

30
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
! 3
a) / (243t —4)e®dt ...l b) / elsintdt ...
0 0
— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x> sin(x)sh(z) .... ¢) v+ (zlnz)? .......
b) z—In®z ........... d) z+— garecos(@)

Réponses mélangées

1 2v2 4 5 1 3 JI-Li—R
T N oo 1
A §earccos(z) (QJ _ \/1_—1.2)
T R* 5 R 4 4 R —- R
el i 2 o) - Svaq
2 l+nz 3 9 9 1 2
T — x +— warctan(z) — iln(l +a°)
x
(In(2))?21(2) — 21n(2) — 2122 4 2 R—=R
2 1
(In(2)) z + =(— cos(z)sh(z) + sin(x)ch(z))
T 1 2 )
1 T Cme-T 2
2 32 2 z zln’z —2zlnz + 2z
R - R R—R
2In2 — Z__L
x +— axsh(z) — ch(x) x = (—x+2)e”
R - R
+
T 1 m@-2+2 TV
e 1ln :v—glnﬂlc—i-2 2 2 12 2
3 9 27
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Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Prérequis

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

v [ 11 VisEdt

3
1
b /7dt
) 1 \/lier\/ti3
1
1

s

Z .3
d) / sin® t cost dt
0

s

3
e) / sin® t cos® t dt
0

S|
f /7dt
) 1 t+\/1>f

Calcul 13.2

Méme exercice.

T sint
——dt
2) /0 3+ cos?t
1
1
b —dt
) /0 24et
4
1
|t
o VAt —t2
1
1
d ——dt
) /0 (1+¢2)2

) /2 L
o L
V2t —1

2
e Int
f - dt
) / t+tln?t

avec t = SIN O ... e

avec u = \/Z ................................................

AVEC U == € vttt vttt ittt oessosetsssssssossssssssssssoensoss

AVEC U = ST T vttt ittt it ettt e e e e

AVEC U = SII T vttt ittt e e e

avec u = \/i ................................................

012A
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Changements de variable et intégrations par parties

alcul 13.3

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur

de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt avec u = Vt
1
(Vi 1)
b /—dt avec u =/t
AN

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cosx +sinz
a) xG}O,—{»—>,— AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin z cos? x
b) zeR+— L
x —_— AVEC U = €7 ittt
1+ th(z) veen=e
. 1
c) reR, — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = V/x
T TrdE eusVE
1
e) z>1+— avecu=+\x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

%ln<2e;—1>
Joz[ ~ &

RY — R

J1,400] — R

r > arctan

x +— tanz + Intan(x)

x +— 2arctan(ve® — 1)

2 —1

1 - R T 1 n T
o T e 2 3v3 4 8
2 4
s 3 s ™
5 2111(5) —ln— g E
—2(V3-1)In(vV3—1)—4+2v3 22 g

R — R
- 2arctan(e) — g

S gm(gy% +1)

» [Réponses et corrigés page |116]
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trinéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

L

Calculer les intégrales suivantes.

21 S |
et b e
2) /1t+1 ) /1 2 + 1

Calcul 14.2 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1 2

Deuxiéme cas

alcul 14.3 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1
2 2 5 2
1+t+¢ 2 1+2t+ 3t
2) /Ldt ............ b) / L2030 gy
L 1+t 1 4+5

Troisiéme cas

!
Dans ce troisiéme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type %-.
) u

L

Calculer les intégrales suivantes.

1
) 1
2t+1 2 t
a) /z;dt ............ b)/ et

00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

VZ ot L 1
a)/ 2 g b)/ L
1 242 ﬁat +1
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Quatriéme cas

Calcul 14.6| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L
a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...
b) Trouver deux réels A et B tels que
1 A B
tout ¢ € R\ {1,2}, it =
pour tou \ {1,2}, on ai TR t71+t72
2
Calcul A
c) acuer/3 P T
00
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 1
4 1
——dt —dt ...
) /0 12 —4 ¢) /0 12 +4t+3
3 1
2 31
b dt ..o d dt ...
) ,/2 2 —t ) /0 412 — 1
000
. ¢ 1
Soit a € ]0,1[. Calculer 5 At o
0o ¥ —a
Cinquieme cas
— Une primitive a retenir. L]
Soit a € R*.
ey 1 T
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(f) ............................................
a a
b) D imitive de x — !
onner une primitive de x o e
p @2 + 22
Salcul 14.10 4
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
dt oo b dt oo
) /0 t2+1 ) /0 t2+3
Calcul 14.11 00
1
Calculer / o aranr=0K  [/Z0
242
Fiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles 35



Synthese

Calcul 14.12] — Mise sous forme canonique. ]
Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).
1
2 2
a) z8+x+1 ... ¢) V2P —x4+V2 ...
) ) =
b) 202 —3x+1 o d) ar?+ax+a® ...
Calcul 14.13 00
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
——dt ... ——dt .
2) /0 11212 °) /0 1—t+12
0 =
1 4 1
b —dt .. d ——dt ...
) /_11—|—t+t2 ) /0 662 — 5t + 1
000

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a o b
) /_% 3t2 + 2t + 10

1
1
b) /0 e T e

Un calcul plus difficile

“alcul 14.15 0000

1
1
Calculer / Al
o 1+

Réponses mélangées

2—\1/6111(;/_6’_:/;) ;_r \/§(x+%)2+\/§1—2 % let?2 112 32% In(2)
ln<§> 6L\/§ %m(g) ZIH%L A=—-let B= %ln(a—;l) 21n%
(x + %) + % In % iln% _4_18 + % In % éarctan(g) ln<g> 21n%l
%lng ln% 3<ln(2)+%) hl(aQa—jl) ln<2 \/5—1> a(x—i—%f-l—%
32\;% pe _11_ 5 In(a +1) % 3 +1In(3) — In(2) 2<az — 2)2 — %

» [Réponses et corrigés page |119|
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Prérequis

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1 ')
Résoudre dans R2.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {333—}—41/:13 ......... c) Sr42y=2
2z 4+y =16 3z —4y=—V2
) T d) o e
rT—Y = 6x+2y=23V2
Calcul 15.2| — Systémes avec parameétre. L
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3r+2y=2 ) 3x+5y=a
2x+4y:a ............ C 2x_y_a2 ............
b) rT—ay=3a+2 d) 4+ 2y =3a
ax+y:2a_3 ........ 2x+3y:5a_a2 ......
Systemes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 15.3 )
Résoudre dans R3.
) r+2y+z=1 ) r—y+32=5/2
Swy—2:—3 ¢ Tt —a=3j2
b) 3r—2y+2=6 d) Sx+y+2z=-5/2
r4+2y—z=-2 " 2e —y+2z=-5/3
Systemes de 3 équations a 3 inconnues
Calcul 15.4 00
Résoudre dans R3.
r+2y—z=-3 z+3y+z=1
a) 2e—y+2z=8  ....... c) 2e—y+2z=-1 ......
3r+y+22z=11 z+10y+2=0
a—b—c=-7 3r4+2y+32=0
b) 3a+20—c=3 ........ d) 20 —y+2z2=-1 ......
da+b+2c=4 4+ 5y +4z =1
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00

On considere le systéme d’inconnues x,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
r+2y+az=2
20 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ... C) a=3 ...
b) a=-2 ..., d) aeR\{-2;3}. .........
000
On counsideére le systeme d’inconnues z,y, z € R et de parametres (a,c) € R? :
r—az=c
ar—y=-c
ay—z=-c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

a) a=2,¢c=7T ............. c) aeR\{1} ..............

00

On propose le systeme d’inconnues z,y, z € R et de parametre A € R :

dr+y+z= >\
r+4y+z=y
r4+y+4z= Az

Résoudre ce systéme pour les valeurs de A proposées.

a) A=1 ... ) A=06 ..o,
b) A=3 ...
Réponses mélangées
a —1 3

{(1—1a7+§a>} {2,-1,3)y @  {(-1,42)} {(7.2)}
(Go—e-ni@er)  (aizyy {25

2
{( = z,?,z);zeR} {(5,3,-1)} (2,-3) (a—2a2,a+a2)
13 5 1 a?4+a—-1 a?2—a+1 —a?+a+1
{(6 33 g } ? {( e R g ”)}
Loy B2, B3 5 3 -2 T
{( 3T 39 3% 13° )} {(x’ 12 2" 24 45”)’:”6]&}

((142-2202€R}  {(z2,2); z € R} {(1,%2,%2)} {(0,0,0)}

(ossmer) o {GD]  (Bu1-2izeR) (D)
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Prérequis

Fiche de calcul n°16 015A

Nombres complexes

Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Calcul 16.1| — Ecriture algébrique.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) (24 6)(B+1) oo

— Forme exponentielle.

Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.

a) 12
D) =8 i
&) VB
d) =20

Un calcul plus dur

— Une simplification.

1+V2+i
On pose z = ————.
1+v2—i

a) Calculer |2] ..o

b) Mettre z sous forme algébrique

2021

c) Calculer 225

Réponses mélangées

L
e) (2-3)" ...
1
f) ——
) 3—1
) 2-3i
8) g
h) e™'s o
L
;3w
e) —2e'5 L
£) 551
g) —5451V3 .
h) elF 4el®
000

1 1
i —— i — 5 1 4432
V2 V2
13—1 52 if 2 cos(%)ei% 12
. 371 .
—_— .3 1. iz
V3el% 119 + 120i TRETL 2¢~1%

» |Réponses et corrigés page [131]
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Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis

Fiche de calcul n°17

Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisations

016A

Calcul 17.1 ()
Linéariser :
a) cosP(T) i d) cos(3x)sin®(2x) ...
b) cos(2z)sin(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
c¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin®(4x)sin(3z) ...
Arc-moitié, arc-moyen
Calcul 17.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel avecr >0et § e R) :
a) 14+e® ..., e) —l—e® ...
b) 1+4e's ... f) 1—eiz ...,
om 1 15
c) e e —1 ..., g) + .
1 —el1z
- (127

d) 14ie's ... h) (1+e'e)" ...

Jalcul 17.3 o
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel? avec r > 0et 0 € R) :
a) eF 4elT L. b) elF —elz L.
Délinéarisations

calcul 17.4 o
Exprimer en fonction des puissances de cos(x) et de sin(z) :
a) cos(3z) ...l b) sin(4z) ...
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Factorisations

Calcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z) + cos(3x)

b) sin(5z) — sin(3x)

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(Tx)

2m 4
c) cos(z)+ cos(a: + ?) + cos(:v + 3

Calculs d’intégrales

calcul 17.

Calculer :

5)

00
c) cos(z)—cos(3z) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
00

Réponses mélangées

1 1 3 1 in 1
3 cos(6x) + 1 cos(4x) — 3 cos(2zx) + 1 2 cos —;T o1 g(e7T —2) 2sin(4x) cos(x)
L cos(4x) + L cos(2x) L 2 cos e i L sin(11z) + - sin(5z) + L sin(3x)
—= = - = - — —= = —si
4 2 4 12 4 4 2
9 cos (1) i35 cos(9z) = 3cos(bz) = cos(3z)  3cos(x) 4 cos? () — 3 cos(z)
12 8 8 8 8
13 cos( 75 i
2 cos(i)elll_2 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x) - (£3) e 0
1 s1n(2”—4)
ix in(8 1 3 i
2sin (;—4) e i 2 cos(2x) cos(x) ;lslil(i)) 1 cos(3x) + 1 cos(x) 2 cos (112) el12
Sin(%z) sin(27) e’ +1 sin(9z) =~ 3sin(5z) sin(3z)  3sin(x) . .
sin(2) 5 ——5 t—% "% ~ 3 2sin(z) sin(2x)
227 cos”(%)ei% 2Sin(17r—2)e_172:7r 2sin(%>e_i1ﬂ_2 2 cos(4x) sin(x)

» [Réponses et corrigés page |133]
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

Rappel

Si g est un nombre réel, si m,n € N* et sim < n, on a

2 4
k=m =1 k=1
" " . 1 qu—m+1
o nln+1)(2n+1) N et S R
DL ST I
k=1 k=m n—m-+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
Calcul 18.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Z(SkJrn—l) ................
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) D Tk d) (3) ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
a) > k(k+1) ..o dy Y o2ksnth o
k=1 k=0
b) Y (4k(E+2)) e) Y (T"+4k—n+2) ...........
k=0 k=1
n—1 . 1 n
C) 3 f) ﬁ + ﬁ + + NCERREEEREEREE
k=2
Calcul 18.3] — Produits. o
Calculer les produits suivants, ot p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
q n
a) H 2 c) H SVEXE ..o
k=p k=1
n 10
by I[3% - d I &
k=1 k=—10
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Avec des changements d’indice
Calcul 18.4
Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zk2k AVeC J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k— 2)% AVEC J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 18.5] — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.

n+2 n k
a E+1)°%—k2 ... C) Y —————
) ’;( ) ) 2k 1)!
n 1 n
- d Exkl oo
b) Zln<1+k> ............. ) X
k=1 k=1

Calcul 18.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

o TEE o TI(1 1)

k=1 k=2
o2k + 1 n 1
b) HQk—S .................. d) H<l_k2> ...............
k=1 k=2

A Tl’aide d’une décomposition en éléments simples

Calculer les sommes suivantes.

- 1
b) Zm .............................................................

k=0
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Sommation par paquets

“alcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes.

Réponses mélangées

n(n+1) 1 1 n(bn + 1) n(n? —1) n(n+1)(dn —1) pntl _ ontl
2 2 n+3 2 2 6 - 3
2 n+1 n+1 9 on—2 2 Tion
2n°+n o o 2(3 1) n(n + 2) 1—4n 6(7 1) +n(n+4)
n(n+1)(Tn2 + 13n + 4) n(n+1) In(n!) RGN (n—2)(n—-"7) 0 1
12 2 6 n
1 1
% n2" T 4 2(1 —2m) 24-pF1 L n(n+1)(n* +n+4)
n
2 2
0 57 (1) n(n4+ 3) n (n4+ 1) n(n + 1;(11 +2) (n+ 1)1
T(n+1)(n+4) 1 n%(n+1)
1 1 1 328 - 1-
n(n+1) n+ (n+3) 5 CES] 5

» [Réponses et corrigés page |130]
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielle. Coefficients binomiaux. Formule du bindéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 19.1] — Pour s’échauffer. ]

Donner la valeur des expressions suivantes :

a) %' .............................. d) (g) ..............................

b) 17—0" ............................... e) (i) ..............................

Calcul 19.2] — Pour s’échauffer — bis. )

Ecrire les expressions suivantes a 'aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a l’aide de
puissances.

a) 6X7Tx8x9 ............ ) 2x4x---x(2n) .......
6x7x8x%x9
—_— e e 2 1) ...
b) R d) 3x5x---x(2n+1)
Calcul 19.3] — Avec des paramétres. )
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k& < n.
2)!
a) (Z) (pourn >2) ....... d) (n ;:! r
n 1 n
b) (3) (pour n >3) ....... e) P s AREIEEREE
n (n+1)! nl
C) ((7}1)) ................... f) 22(n+1) - 2% """""
k+1
Calcul 19.4] — Avec des parameétres — bis. 00
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.
) 1 n 1 n 1
a) X (1) S )l
b) (3(n+ 1))! B (3n)!
D % (n A B+ @ ()
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Autour du bindome de Newton

©
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.

S k(T S 2n—k (T
S <k> ............. SIDIE (k> ..........

k=0 k=0
DI DG Lany (4 I d) Y 2k x gk

k k

k=0 k=0

00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" +(1—1)" ..........

5]
n
b) Calculer ) ( > ..................................................................
p=0 2p
Calcul 19.7 00
En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
" /n " /n 9
SID D (1 IR SISl () ET R
k=0 k=0
" /n " /n 1
b)Z()xk ............ d)Z()x— .......
= \k — \k) k+1
00

a) Donner le coefficient de " dans le développement de (14 2)*™ ......................

b) En donner une autre expression en développant le produit (1 + )" (1 + )" ..........

n 2
¢) Calculer Z (Z) ..................................................................

k=0

Réponses mélangées

9 2n 1
1)27—2 10 1 n 2 1 —
<4> <n> n(n+1) 0 100 3 (n+2)(n+1) CF] 56
9! n 2n n n(n—1) k+1 n! x (n—3)

15 = 2 720 (n) 6 5 — 2n 42

L3 . 3 ntl _ n 2
9 % (n) (2n+1)! (n+1) 0 2 1 9 5 Z <n>

= 2p 27 x n! n x (n+2)! n+1 = \k

a3(n+1)2 30 6

» |Réponses et corrigés page [141]
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis

Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques.

Calculer les valeurs suivantes.

“(a)
a) arcsin{ = | ...
2

b arcsin (@)

m ................

e) arctan(l) ...................

1 1
f — 4=
) arccos<3 + 6)

Calcul 20.2| — Valeurs des fonctions hyperboliques.

Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour « € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).

Calcul 20.3| — Identités de trigonométrie hyperbolique.

Soient x et y des réels.

Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch(x)sh(y) +ch(y)sh(z) .........co.cooit.

b) ch(x)ch(y) — sh(x)sh(y) ..................

Résolution d’équations

Calcul 20.4] — Fonctions z — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € R.

019A

91/‘
a) 3"”:? ............. c) 2°=3x4Y ..........
b) 4" =2x2" .......... d) 10* =4x5"x92 ...
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Calcul 20.5| — Fonctions z — a” (plus difficile). 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 20 AT = A

D) 167 — 3 X AT £ 2= 0 .o

C) 2 X 9T = BT — B = 0 ittt
I S S B | R
Calcul 20.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.
a) arcsin(x) = g ........... d) arcsin(sin(z)) = g ......
o 1
b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = 3
c) arccos(cos(x)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......

Calcul 20.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue = € R.

On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) ch(@)=V5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...................... e) sh(z)=23 ...l
1
c) th(z)=- ..o f) th(z) < CURRRERREETEERTTERRRERY
Dérivation
— Quelques calculs de dérivées. ')
Dériver les fonctions suivantes.
a) v 242 ... c) x>z
x arcsin ()

b) z+— —— ... d —_— ...,

) @ 5% 4+ 1 ) @ arccos(x)
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— Quelques calculs de dérivées — bis.

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) x +— arcsin(z?) ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) z — ch(z)sh(z)

salcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) x — arcsin(z) + arccos(z)

1
b) x+—— arctan(z) + arctan(;)

“alcul 20.11] — Des dérivées plus compliquées. 000

7. . . . . . . o . = 2
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de z — e™* .

¢) x—V1—2a?+ zarcsin(x)

1
d) x+— zarctan(z) — 5 In(z? + 1)

Réponses mélangées

[~ In(4+V/15), In(4+V'15)]

5

z — ch?(z) 4 sh?(x)

™

{Z +2kn, kez}

U{3 +2km, keZ}

In(2)

. 1 — th? (x) 3 sh(z) 1
Z x +— arcsin(z) Tt @ R 0 (e W)
In <—\/i_1) 1
In(1+v2) e } —00, 5 1n(3)] — x> In(2) x 27 + 2z

{L+2kn, kez}

U{m— % +2kn, keZ}

0 4 e 2v/1 — 22 arccos(x)? |:1n(3 + \/E)’ oo [ In(3) v 0

152 In(3/5) + 3% In(3) In(3) ) 4
— L ") x + arctan(z) {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)} 3

2 (In(@) + 1)ze " 1 x> Qx% % {2km, ke Z} %ln(Q)

—x
1 x +— sh(x)ch(ch(x)) 2 g - Eg; {0; %} z+— (In(z) + 1)z*
V-1
T In(4) In( 5 ) T
Loty 7 Gpog ! In(3) ch@=y) 0 7

» [Réponses et corrigés page |145|
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Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

— Suite explicite. o

Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;'3 x 22 Calculer :

B)  UQ ev e C)  MUpfl ceevenenenen e

b) K d) K 7 T

— Suite récurrente. ()

On définit la suite (uy)nen par ug =1 et Yn € N, wu,q1 = 2u, + 3. Calculer :

a) son troisiéme terme ............... D) U3

— Suite récurrente. ()

On définit la suite (vp)n>1 par vy = V2 et Vo > 1, Up41 = v/Un. Calculer :

B) U3 e b) son sixiéme terme .................

— Suite récurrente. o

1

On définit la suite (wp)nen par wo =2 et Vo € N, w,1q = iwi Calculer :

Q) WY ettt b) son centiéme terme ...............

Calcul 21.5] — Suite explicite. o
nTL

Soit la suite (¢,)n>1 définie par Vn € N, ¢, = ln<2n>. Calculer, pour n € N* :

a) tgn ................................ b) t4n ................................

Suites arithmétiques et géométriques

— Suite arithmétique. 00
La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) [ T Y C) Q] OO0 + v v v vvomvnneeneeneneeneeneens

b) Siop0o =ao+ a1+ ...+agg ......... d) S0 =ap+a1+...+aip0 ----.--.-
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— Suite arithmétique. ')

2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1g1 = = et b1z = T Calculer :

3
a) b102 ............................... b) T e e e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (g, )nen est la suite géométrique de premier terme gg = 3 et de raison ok Calculer :
a) Son dixiéme terme est : ........... €) U0 « v
b) c1o=¢9go+g91+...+99 ... ... d) o11=¢go+9g1+...+G10 --vovvn...
— Suite géométrique. o
5 1
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ > 0 vérifiant que hqy = 1—7{ et hiz = 2—57T Calculer :
a) h12 ............................... b) L
Suites récurrentes sur deux rangs
calcul 21.10 o
Soit la suite (uy,)nen définie par ug =2, u; = 1 et ¥n € N, uyq9 = upt1 + 6u,. Calculer :
Y R D) Us e
calcul 21.11 o
Soit la suite (v, )nen définie par vo =0, v1 = V2 et ¥n € N, Unto = 20,41 + vy,. Calculer :
Y D) Vo e
calcul 21.12| — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F},),>o définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :
a) B3 d) Fux (Frn—2) coiiiiiiiiiin,
D) Fh @) E
e) (Foor— 141 oo, f) F2. —2(F,—1)% ...,
Réponses mélangées
1 /5 . 3069 17 6141
L S 0N 2 Fopr -2  — 2=
24 5 512 2 ) 1 24 1024
avz  UEVEIOSVRR 0000 13 10% 65537 257
11 2 on+3 n
7\/5 on 2t 55) 2 Fp 422t 34 (=2 8 4nln(2n)
, 3 12 3(2n+1) . 23n+2
10 201 28 — 2nl F, 2 001 —
020 3 nln(n) 00 z 3

» [Réponses et corrigés page |149
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles,
ainsi que la formule de Taylor-Young.

Avertissement : Les développements limités peuvent se donner au « sens faible » (avec les petits o(+)) ou « au
sens fort » (avec les grands O(-)). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des
raisons de concision, une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 22.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L)

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par l’expression suivante :

N

a) AVlordre4: sin(z)+2In(l4+x) ..ocooviiiiiiiiiiiii..

b) A l'ordre 4 : WUt
1+=x

c) Alordre 6: sin(z)(cosh(z)—1) ...,

N

d) Alordre 6 : €"Sin(T) ...vvniriiniiniiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par 'expression suivante :

N 1
z

a) Alordre4,en0: (142)7 ..oooiiiiiiiiiiiiiiii..

b) A lordre 6, en 0 : COS(T) i

N iz

c) AVlordre3,en 0: €% ... i

R In(2 —
d) ATlordre 2,en1: 11(72:6) .............................
x
Calcul 22.3| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle = définie
par I’expression suivante :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(x)) i

b) A Tordre 3, en % Dootan(X) e

¢) A Tordre 7, en g coocos(msin(z)) e
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Développements asymptotiques

salcul 22.4 00

Former le développement asymptotique, & la précision et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable
réelle x définie par I'expression suivante :

a) A la précision 22, en 0 :

z(e® —1) a2

N 1 in(1
b) A la précision —, en 400 : M ...........................
xd z+1

N 1
¢) A la précision —3 en +oo: zln(z+1)—(r+1)In(z) ..........

x2’

2
N x 1 r
d) A la précision C en +oo: <— + 1) .........................
T

Réponses mélangées

3 4

2T 4 _z) (_1)2 §(_E)3 (_z)“
s R I 1+2(x 1)t g) talemg) L0 (P g
3 2P 6 ex llex? Tex® 2447ex*
Tz - — O (z°
3 "1 L% Tt 16 " 560 .20
—In(z)+1- ! + Lo + o !
2¢  3x2  4x3  az—+oo\ 3
1 1 5 5 1 1 1 19
- = Y o) — 1__2__4__6 7
2B 6 65 eote :c6> 1" 96" T 5760" m—>0($)
1 1 1 5, 9 3 9 9
"t Tt TS 1mergem D o (@1

2

SR I G I (G B R S CR R (Cy

etfers STV o (2 x+x2+$3—x5—x6+ o (z°
3x 362 z—+oo \ 12 3 30 90 a—0

)
e 1+ix—m2—gix3 + o (2%) r—ca?+ —a® - ot oo ()
x

-0 2 6 12 z—0

» |Réponses et corrigés page [152]
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Fiche de calcul n°23 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théoréemes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

— Variations sur le signe. 0
Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=6letb=9 ......... ... c) a=6letb=—=9 ..................

b) a=—-6letb=9 .................. d) a=—-6letb=-9 ................

— Diviseur et reste inconnus. o
On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste r.

a) dVaUub ... b) rvaut ...

— Arithmétique modulaire. 0

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulo n, ce qu'on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Le reste de 52°%! par 3 vaut ....... b) Le reste de 32°%2 par 5 vaut .......
Calcul 23.4] — Encore des modulos. 00

. c s . N . . N
La notation a” désigne le nombre a & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (a®)¢ = a®*¢

Le chiffre des unités de 2 02320227 st oo

PGCD et PPCM

— Réduction de fractions. o
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10010A2772vaut ............... c) T29V360 vaut ....................
10 010 1 2

b) la f irréductible d d) — — ——.

) la forme irréductible de 5 772 est ) 360~ 729
— Systémes diophantiens. 0
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a,b) tels que :

) a? — b* = 9792 a x b= 360
Y Naab=2a B) {avh=60 . oeriieiiriii.

6<a<bd
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Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

— Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5x+4 = 7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, ¢’est-a-dire un reste noté invy3(5) tel que 5 X invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans Z? de I’équation diophantienne 5u + 13v =1. ........

b) Déterminer 'inverse de 5 modulo 13. ... ... oo

c) Résoudre 'équation 5z +4 =7 (mod 13)dans Z. .............cooiiiiiinn...

Calcul 23.8) — Equation diophantienne. 000

Soit N le nombre de couples d’entiers (z, y) solution de I’équation (E) : 192—6y = 1 et vérifiant 1999 < x < 2023
et (xo,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

a) Nvaub .....ooveiiniiiiniiin.. b) (zo,yo) vaut ...l

Décomposition en facteurs premiers et théoreme de Fermat

Calcul 23.9| — Décomposer pour décomposer. L

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 .. €) 2021 i
b) 2023 .. d) 2027 oo
salcul 23.10 — Diviseur et quotient inconnus. o
On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.
a) MVAUL .o b) gvaut ......... ..o
Jalcul 23.11] — Arithmétique modulaire. 00
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo 'entier proposé.
a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod 77) ...
b) 3 (mod 35) .......iiiiiiiiii... e) 77 (mod 143) ..................
¢) 67 (mod35) ......iiiiiiiii... f)  385%4%% (mod 4 195) ..............

Réponses mélangées

1 . .
(6,7) 4 67 20 11 (mod 13) 59 160 il est premier
1 2 x 3 x 337 29 160 7 (216,192) (12, 30) 7 x 17
5 43 x 47 (—7,2) 2 1 66 2 4 1 ?—2

(2023,6406)  (—5,2) 8 (mod 13)  (=6,7) 6 154  (7,2) 5

» [Réponses et corrigés page |155|
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Fiche de calcul n°24 023A

Polynémes

Prérequis
Opérations sur les polynémes. Division euclidienne. Evaluation. Racines.

Autour de la division euclidienne

— Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X] 4+ X2 X +1, B=X =1 .ttt

b) A=X*-3X34+4X%2-1, B=X?>4+X+1 ...

) A=X"+ X' X34 X -1, B=X34+X242 ...

d) A=26X"+12X3 - 11X?-2X+1, B=2X*-X?—-X+4+1 ............

— Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X"B=X—1 .0

b) A=X3"T2 L X3 L X3 B= X2 4 X +1 ..o

) A= (X =34+ (X —2)" =2, B=(X—2)% .. ..

d) A=X""P2 X" X" B=X?—2X 41 .

— Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X? :

a) P=A+Bot A=X"+X-2etB=X"4+X—1 ...

b) P=AxBouA=2X>-3X? - X+1letB=X>+X+1 ...ccccoooiinn.

¢) P=AoBouA=X?-3X+1letB=(X—-2)% ...,

d) P=AoBouA=2X*-3X?>-X+letB=X>+X>-2X+1 .........
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— Pour évaluer en un point. 00
Soit P = X% —2X°% —8X* —22X3 — 53X2 — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X%+ 1. ................

D) Calculer P(I). ..ottt

Calcul 24.5| — Pour évaluer en un point — bis. 00
Soit P = X% —2X5 —8X* —22X3 — 53X2 — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X —2. ................

b)) Calculer P(V2). oot

— Pour évaluer en un point — ter. 000
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

En vous inspirant des deux exercices précédents, calculer :

a) P(V2 = 1)

D) P4 1) o

— Pour factoriser. 000

Factoriser dans R[X] les polynomes ci-dessous, connaissant certaines racines :

a) P=X*—-2X34+2X%_-2X +1 ou 1 est racine multiple. ...................

b) P=X*—4X34+11X?> - 14X +1000 1 +iestracine. .....................

c) P=X%-3X%+2X% - X?4+3X —2ou 1 est racine multiple et i est racine.

Réponses mélangées

24 — 36i R=X>+X-1 R=-2nX +4n—1 R=2X-3 R=0 ~150 — 108v/2

(X% —2X +2)(X? —2X +5) 8 — 206i R=-36X +24 (X —1)*(X2+1D)(X +1)(X -2)
2
Q=X?—-4X+7 Q:13X+—5
R=1 R=-29X%4+11X%+2X — 1 ) 2

R=-3X -8 R:§(29X2—5X—23)

Q=X"-1
R=-2X3-3X%+1 (X -1D)*(X2+1) R = —108X — 150

R=-X?2+X+1

Q=X?+2X+1
R=—-8X3+21X%2-20X +5 76 — 92v/2

R=2

» [Réponses et corrigés page |158|
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Fiche de calcul n°25 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis
Polynémes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 25.1] — Uniquement des poéles simples. ()

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4—-2
Y XXX +2)

b) X342
XXX+
X2
C) oo e
(X —m)(X +7)
Calcul 25.2 0o
Méme exercice.
) X+1
a) e ...
(X +2)(X +e)
b) X2+ X +1
(X - (X +49)(X-1) 7
0 X242
X \/ﬁ)(X n \/3) .......
Calcul 25.3| — Avec des pdles multiples. 00

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X +1
2) (X —1)2(X —2)(X —3)

2+ X2
) (X +1)X2(X —1)2
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Calcul 25.4/ — A vous de factoriser. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
S URARARRRRRRREREEERTY
b) 2X3+1
Xt 3xZiax
— Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

" k2 —5k—2
b) I;Q(k—mk(kﬂ)(km) '

— Calculs de sommes. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4

) Xrrxe )

3
(X -DX+D(X2+X+1)

b)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

— Podles simples ou multiples. 000
Calculer les intégrales suivantes

a) /_11//22 (gz:—xj)—(tcl—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (m+1)(xf_2)(x_2)dx e) /Ol/zlmzlﬂdx ............

c /12x2(x1—|—1)2d$ ........... f) /23x4x_1d1: ...............
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— Primitives. 0000

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

L SR
¢) = 2+ 22 +3

74

f) z+— @@= D@ d)

g) me .........................................

h) T o

Réponses mélangées

3 — 1+1 — 1—i X—3—1—|— 1 + ! L arctan x
2(X—-1) 44X -4 4X+19) X X+1 X+2 V2 V2
2 1 2 1 1-2X

1
EETREE X1 X112 XPal
2

- —4In(2) +21n(3)

" s '_>12a:—1+1 1—x
e—2)(X+e)  (2-e)(X+2) s T owz—1 72 M1ta
-3 N 1 1 11 143 1-3i
X-2 X-3 X-1 (X-1) X+1 2(X-1) 4X-—i) 4(X+19)

= + i 2 + ! 2 arcta (2X~I- 1)

- . —=arctan| — —

. 2X T 6(X+2)  3(X-1)  (X-1)2 V3 V3T T3

™

2 2 2 11 3 3 m
® o) +ghn() xtxe axon tax—r Tax 1+2(X—7T)_2(X—|—7r)

1 1 1+7 1 1 1 5 4

—~ - —+- 1
mX m(X+7) w(X+m)? 2(n+1) 2n 4 V2+V3)(X +v3) (V2+V3)(V2 - X)
—5111(3)4—5111(2) me %—1—2%—&—%ln|a:+1|—%1n|x—1|+1—;1n|x—2|

2 1 3
2 1 2 1
Xo T T X0 T X—ame 1-2In(3) 1= x 2(X +1) + 2(X — 1)
) 1 3 X -1

n ‘

~

V2 T
mH%1n(a:2+2)—%lnlx+1l+%arctan(— AX—1) 2X+1)  X21X+1

V2

» |Réponses et corrigés page [161]
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Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 26.1] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=[o 2 1), B=(1 7 -2),
3 -1 2

Calculer les produits matriciels suivants.

025A

a) A% ... d) ExB g) D? ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B"xB
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— Calcul de puissances. 00

On note
a=(3 ) 5= G ) o= (ol ) o=(sw i

la matrice D étant de taille n x n (ot n € N*), et ot € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A? e) B? i) C*
b) A3 f) BF j) D?
c) AF g) C? k) D?
d) B? h) C3 1) D*
Calcul 26.3|] — Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<ns B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
_ (i1 _ oigj—i —
ag = (G_1), by =287 ey = 0igga 0o
Donner le coeflicient d’indice (i,5) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole ).

On rappelle que (;) =0 quand j > q.
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— Deux calculs plus difficiles. 0000
Soient n € N* et (i,5) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I’exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 26.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 -1 2
™ ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o, E=12 1 3|, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 119 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D .. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
64
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— Matrices dépendant d’un paramétre. 000

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=[-1 -1 2|, B=[Ax 1 x-1
A1 2 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que

la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

CNS pour A CNS pour B
. inversible

inversible

d) Inverse de B ...

b) Inverse de A ...
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Réponses mélangées

—1-A4+A 1-X 2-2) -1
1 o 2
—_— 1 0 1 3 Non inversible! 2 x 37 x 57t
1-X
0 1
1-X  A—-1 A-1 -1
0 -1 0 -1
no-on 5 2 -1
11 1 0 o
(n) 3 17 (matrice 1 x 1) -3 2 -1
-1 0 -1 0
noom —6 -2 2
0 0 1 -1
0 4 0 1 -3 -1
1 3 8 19 cos(30) —sin(36)
w0 -2 -2 3 3 4
0 1 0 27 sin(30)  cos(36)
2 -1 1 9 -7 3
-4 -1 3 n? n’
1 . .
T—x|2A+2 A —2x-1 A#1 N (S I (—5 15 3)
A-1 0 1-2X n? n?
4 =2 2 0
2 -6 -5
1|8 -6 14 2 5 4 | 2 —e
15 -1 11 Py _
|7 5 3 1 45 A=y 4
18 —-26 -1
-5 3 -1 -1
8 4 =2
53 -1 1 " 2\" Lk 1
2x3’+](1—(§>> n*~'D gl 16 -6 7
4 3 1 2 0 1
0 -2 1
1 7T =2 -2 2 2
cos(20) —sin(26) 1 (1 —=04,1)(6i—1,5+1 + di5)
2 14 -4 6 1 -1 2
sin(20)  cos(26) +(1 = 8:,0)(8i,5 + Git1,5-1)
—1 -7 2 4 2 —4
_ k ak _ ok . . —1—9i
21,_](@._1) 2% 3 2 <zf1>+(z.—1> 1 1 1—2i
j—1 0 gk J J-2 314 —1+i
1 7 -2
cos(kf) —sin(k0) o 4 5
7 49 _14 A # 1 21+13J—Z(2n _ 1)
sin(kf)  cos(k@) 0 9
-2 —-14 4

» |Réponses et corrigés page [165|

66

Fiche n° 26. Calcul matriciel



Fiche de calcul n°27 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs

Calcul 27.1 ')

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) u=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). «eeriiiii

b) w=(1,1), B=((-=1,2),(0,1)). ..coeiiiii

¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..o

d) w=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ..o,

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,=1,3)). «eoieriiiiiii.,

f) u=X>+X?B=(1X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ...

g) u:x— cos(x + %), B=(xwcos(z),z—sin(z)) ..o,

Calculs de rangs

— Sans calcul. o
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 9 8| e e) 3 4.
520 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8] f) : eM,R) ...
3 6 9 12 1 1
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salcul 27.3 o

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 21
a) (-4 —3 —1| ... o (o 2 al
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf —sind r-1r 2 3
<in 0 cosf | i d) 9 1 ~1 2
Yoo 1 e
1 4 2 1
Matrices et applications linéaires
— Matrices d’endomorphismes. o

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). «ccoveriiiiiiii

o) fi(zmy) = Rret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «oooeiiiiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ...occoeeen....

e) fiP= P(X+2),B=(1,X,X2)
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salcul 27.5| — Matrices d’applications linéaires. o

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) fi(z,y,2)— (+y+z0—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1 0 1
11
(0,2,4,1) (1/2,—/3/2) 1 2 (3,-1) (9/11,2/11) 3 -1 1
3 -5
0 1 1
010
1 2 4
00 2 -5 3
2 0 1 4 (_1)1/251/2) 1 4 (_1?3)
000 11
00 1
000
-1 -1 1 1[—-19 —43
13 2 2 (—2,4/5,11/5) 3 2
4 15 0 9 21

» [Réponses et corrigés page |170]
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Fiche de calcul n°28

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et Y(0) =56 .ot
b) ¥/ =y+1 et Y(0) =5 oorriit
c) ¥ =3y+5 et Y(0) =1 oottt

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 it

Calcul 28.2

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

0027A

70
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

“alcul 28.3] — Une équation avec conditions initiales. o

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..cccoiiiiiiiiiiiii.

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ...ccoviiiiiiiiiiiii..

) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=3 ..cccviiiiiiiiiiiiiii..

d) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=3i ..o

alcul 28.4] — Racines doubles, racines simples. L

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥V'—y=0 et y(0)=1 et y(0)=1 . cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin...

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoeiiiiiiiiii.

) vV'+y —2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=2 ...ocooiiiiiiiiiiiii,

d) v =2y +y=0 et y(0)=2 et y(0)=1 ..cooiiiiiiiiiiiiiii..

e) ¥V +4y +4y=0 et y(l)=1 et y'(1)=-3 ...

salcul 28.5| — Racines complexes. o

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥YV'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .. coooiiiiiiiiiiiiiiii...

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et y(0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.

) vV'+2y +2y=0 et y0)=0 et y(0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiiiii..

d) y”_zy/+5y:() et y(O):l et yl(O):—l ........................

Réponses mélangées

4 1 2 2
T —e — —e72® T e’ x— 12+ e P x> e
3 3 T s
. ) —141 14+i o 6 N 6
z— (2 —3i)e” + (31— 1)e** xn—>em<—e2w+—e 2“) x»—><—+7r>e br
( Jor ) 2 2 VB V5
z 1 — 2e20/T+2 x> (2—x)e” x> cosT + 2sinx T Te " —5e 2 T 9 — 6
8e3” — 5 3 1 3
x— e’ x> e6-2)/5 T i T+ 6e” — 1 z— e %% cos vor_ sin _\/_.1:
3 2 V3 2
T (2—12)e? % T 203 — e” T > 56e'%® x +— e Fgin(xz)

» [Réponses et corrigés page |173]
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Fiche de calcul n°29

Séries numériques

Prérequis

Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

028A

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 29.1] — Séries géométriques.

1
a) y ......................
k>0
2k
b) Y P IRERRRITIIRIRPPPRRRRY
k>2

Séries télescopiques

Calcul 29.5

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1
DI I
k>1k + 3k% + 2k

o
1\F
c) () .................
>0 \V2
1
d) 7 .....................
k>10 3
o
1
c) Z SRRl
k>0
o
1
C) % .......
k>6
000
ik
c) Z e RRARRRIRTEEETE
k>3
1
d) e
isa (1—1v2)
00
k2
c) Z ln(k2 — 1) ...................
k>2
(k+2)—(k+1)
d) I;Oarctan(l L)
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1,1[, les séries

Zkak_l et Z:Ic(lc—l)ak_2

k>1 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

k—1 2
Zk W et Zk(k—l =T o

calcul 29.6] — Séries géométriques dérivées. o

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

calcul 29.7] — Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

Réponses mélangées

L-4 2¢7 l divergente L 1 divergente
Z Vi v
350 e—1° 4 & 2 % 39 g
1 11 —2 —5/2i
. E 1 16 divergentz 12 In(2) T T\/_Z
1
2+2 2 2 e % 1 e?—3 4 divergente e?

» [Réponses et corrigés page |176|
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Fiche de calcul n° 30 029A

Structures euclidiennes

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calcul de produits scalaires

— Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par

(f.g) = /0 f(t)g(t)dt.

On note f1, f2, f3, f1, f5, f6 les éléments de E suivants :

fi:t—In(1+1), fo it — 12, fs 1t — cost,
fa:t—s e, fs:itr— 14+t fo:tr— 2.
a) (fi,fe) «ooviii €) (fa, fo) «oovii
b) (fosfs) «veiii d) (fa, fa) oo
— Des calculs de produits scalaires de matrices. L U

Calculer les produits scalaires suivants dans I’espace vectoriel Mo (R) muni du produit scalaire canonique.
1 2 1 2 0 3
OnnoteraA—<3 0>,B—<2 1>etC—(3 0).

) (A,B) oot &) (ByC) e

Distances euclidiennes

Calcul 30.3] — Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X]| muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P()Q(¢) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X) «oonruritteeee e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X®) ..ot

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) oottt
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Orthonormalisation

alcul 30.4] — Orthonormalisation de Gram-Schmidt. ]
1
On se place dans Ry[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(#)Q(¢) dx.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1,X) ...,

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X2 +1) .....ooviiiiiiieniinn. ..

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

— Calculs de matrices. o
On se place dans R? muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale B = (i, j, k).
On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base 5.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation x +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par ¢ +2k ...................

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z +3y —2=0 ........

Réponses mélangées

7 1

—(e? = 1) 4In2 —2 2sin(1) + cos(1) — 1 0 —

12 573
1 0 2 9 —6 2 2 -1 -1

1 1 1 1 1
5 0 0 O 6\/5 3 11 -6 -7 6 -1 2 -1

4
11 (ﬁx,\/i:§(4x2_9x+4)) 10 (1,2\/§(X—%))

» [Réponses et corrigés page |179
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Fiche de calcul n°31 030A

Groupes symétriques

Prérequis
Permutations, cycles, transpositions, décomposition en produit de cycles a sup-
ports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 31.1] — Echauffement. o
On considere les permutations suivantes de Gg
(1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=\2 43165 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pto d) po ..ol
by o7t . €) TP e
¢) 0% f) opot ...
Calcul 31.2| — Opérations sur les cycles. o
Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.
a) (ab)™' ... d) (abe)® oo,
b) (abe)™ .ol e) (24513 ...,
c) (13527)7 ... f) (152372 .........

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Calcul 31.3 00

Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

8L>12345678910
7 9 1 3 8 4 10

6
b) 12 3 45 6 7 8
32 101 7 45 9

¢) (1352)(2417)(58) «vvnveneninaiiiai .

®© o
—

o o

N———

d) (13)3214)B14)(214) oo

€) (26)(4215)(32)(BL5) ciririiiii
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— Application aux calculs de puissance. 00
Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.
y (L2345 7
a 9 4 3 1 6 B e
b) 123456 7\'%
6 7 4 3 1 5 9 e
o 123456 7\'%
6 5 2 A4 1 3 7] e
0 123456 7\
408 5 7 9 1 G e
Calculs de signature
— Calculs de signature — niveau 1. 0
Déterminer la signature des permutations suivantes.
a) (12)(B34)(56) o, d) (13243
b) (15324) v, e) (13)(267) 147312 .oovvvviiiiin..
¢) (15324)7F f) (13)267)@47312)% ...
Calcul 31.6] — Calculs de signature — niveau 2. 00
Déterminer la signature des permutations suivantes.
)12345678910 c)12345678910
Y \76 913841 5 2) 3 4 718 9 10 2 6 5)
b)12345678910 d)12345678910
3 21017 45 98 6/ 7 71 6 10 5 9 2 3 8 4) "
Réponses mélangées
1 2 3 4 5 6
1 (12753) -1 (1724358 1 1
1 6 54 2 3
1 2 3 4 5 6
(1462305) (12653)  (ab)  (131064)(57)(89)
2 6 5 1 3 4
1 2 3 45 6
id -1 -1 (174)(26810)(395) (1674)(253)
6 3 2 1 5 4
1 2 3 45 6 1 2 3 4 5 6
(72531) -1 1 1 1
1 2 6 5 3 4 4 1 3 2 6 5
1 2 3 45 6
(2154) (142)(56) (12)(34) (a cb) (cba)
6 4 3 2 5 1

» |Réponses et corrigés page [181]
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Fiche de calcul n° 32

Déterminants

Prérequis
Nombres complexes.

Calculs en dimension deux

Calcul 32.1
Soit @ un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

Calcul 32.2

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

32 1/2 Q) 85 72
5j2 gfa) T oy
In(2) In(8)
Co ()]
1/2 =3/7

) L apg | oo

Calculs en dimension trois

Calcul 32.3

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j* = 1.

12 3

) A 5 |
78 9
-1 -2 3

b) | =2 0 B
4 0 0
L =i

o) | 3 S L
-7 1 5

)

V241 1-+32
e) S E 3R

031A

78
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L

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o]
) | o T T e
AR B
1 241 -2+i
b) =1 20 =1 L = 0 |
-1 i 2
1z 1
5 15 3
1 1
c) e 0 TR
2 11
5 3 15
00

Soit x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 Y |
y z
In(a) In(a®) —2In(a)
b) In(va) —2In(a) (@) | oo
—In(a?) In(a) 2In(va)
1 1 1
c) T Y Z |
2 2 2
T r+1 x+2
d) [Z4+1 42 T3

r+2 z+3 z+4

Réponses mélangées

—40 —2a? 3+ 3 + 2% — 3zyz 0 3919 —4

546 0  9In(2) 6i—12  4/375 0  227/336

20 V2413 6 —61n*(a) (y—2)(z—y)(z —x) -2

» [Réponses et corrigés page |184]
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Fiche de calcul n°33 032A
Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

Les fondamentaux

— Ensembles de définition. o

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (z,y)—arcsin|e —y|.....oooiii i

Calcul 33.2| — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ by T o

d) f:(z,y)—arctan(2c4+y) .o

Calcul 33.3 000

Méme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i
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Composition de fonctions

alcul 33.4] — Reégle de la chaine. 00

On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) f(z,y) =42 +3y*  avec {u VT VT UTRTRTR

vV = COS

2t

v(t) = et

b) flz,y) = Va2 —y?  avec {“Et)) .

¢) f(z,y) =2® —3zy +2y°> avec {u(t) =3sin(20)

v(t) = 4 cos(2t)

— Changements de variables. 00
Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

Réponses mélangées

A(f o) B of . . Of )
T(r, 0) = cos@a(r cosf,rsinf) + sm@a—y(r cos @, rsinf)
A(fop) 10f fu+v v—u 10f/u+v v—u
Zy> AT 24 =L - -2
{(.’E, y) € R y Y =2 0}\{(070)} au (u,v) 2 81' 9 ’ 2¢ 2¢ 8y P ) 2%
%(x, y) = —sin(z — y) et 8—y(x, y) = sin(z — y) sin(2t)
of B 2 of _ 1 of _ of 4
g = ' = (2. — ﬂ — ¥ 1 ﬁ — Y
a—i(a:,y) = cos(e™) — xysin(e®™) e et 8—f(x,y) = —2?sin(e™) ™
0
o o) = 2ycos(2oy ) et G () = (20~ ) cos(zay —y)
A(f o) _10f (u+v v—u 19f fu+v v—u
o0 WV =05\ e ) Taeay\ 2 e
ofog), . Of | of . B o
50 (r,0) = r:1n29 azz(r cos@,rsinf) + rcosﬁay (rcosf,rsind) 3 72 cos(4t) — 46 sin(4t)
vy —z7) 22"y :
2 2\2 ’ 070 5 1 o9v\o s 0,0
%(x, y) = @+ ) si (z,y) # (0,0) ot %(x,y) _ (22 + y2)? si (z,y) # (0,0)
Oz . %y .
0 sinon 0 sinon
2e4t +e—2t
0, 4-00[ x [0, +-o00] N {(z,y) eR?, 2 —1<y<a+1}

» [Réponses et corrigés page |186|
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5 5 s
Réponses
4 —-10 3
1.108) e 1.3C) eeeeeen i R n"tn
5 3 n+1
TAD) oo L3d) o 1 000 1.8 2) 40
A) e -
11Q) e 14 16 6
........................ 35 -
1.1d) . 2 x 33h=2 1.8b) ... 1+ —
) 1.52) o, 2 022 k-1
1
1.28) i - 1 5
6 BD) = 1.8¢c)..ooiiiiii.l 3
1.5 b) E ) + e
1.2b) i = 1) D 1
1.5d) .o 2 3_ 5
1.2C) i 9] ) 1.10a) .. .o s> 3
-1
1 l6a)...............
1.2d) .o — 1)2 12 10
) [ n(n+1) 1.10b) ... el
> 117 12
1.3a) ... 247 a
) 1.6 b) ................. _a — b 1 10 ) 125 105
A0c¢). i —_— =
203 25 21
1.3b) e
24 1.6 3
C) e S LA Non
112 o
Corrigés
32 8x4 4
Lla)  5=8x5 5
11b) & x - = (@2x4) Y VL
) X 3z (2x4)° x = =2"x4" x g2 xd=
277t x 42 (357t x (282 3?
T T R
C(=2)PM 3P (22) x (=2)*F x 3% x 37 (=2) x4F x 3 X3k 32
Lid) Ona:—pgmr = 4F X 37K x 3 - 4F X 32 =T
sme dénomi (2_1_2x3 1x4 6 4 _6-4_ 2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 1 3 1x3 3x4-" 13 13- 12 “13-&
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2 g,_2_ 2 _2x10 2x3 20 6 _20-6_14_Tx2 7
3 773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
36 15 36 15 5 36x15xb5 12x3x5x3x5 3x3 9
— X —XHh=— X — X — = = = =-=9.
25 12 25 12 1 25 x 12 x 1 H5xbHx12x1 1 1
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
2 6 2 5 2 5 2 x5 2 x5 1
X (=X 3= g = =5
15 5 15 6 15 6 15x6 IXHX2x%x3 9
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
3y
~

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7
- - X — = - + - X —
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T3 4+59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 - 1979 x 2 0 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-%+d , 05-3+i-02_3-fed i-i+i-d
5_ 5 5 T_ 77 5_ 5 5 T_ 71 _ 7
s-mtew 51tz =35 sty s-1t3—3
_3e-wrta)  s-gti-3 3 116
(-hrd)  (E-frich 5 T ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)%2 + (1 —2022) x (L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 0217
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2x2021 x 1 +1—2
_ 2 0212 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 =4a + 2.

4 002 4a + 2 2(2a + 1) 2(2a + 1)
Donc : = = = = 2.
1000 x 1002 —999 x 1 001 ala+2)—(a—1)(a+1) a?+2a — (a® —1) 2a+1

86 Réponses et corrigés



1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\ {1}, on a:

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour t e R\ {—1},on a:
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On ré-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Réponses

Corrigés

2%.3% 2337 2%.32 29.3? oy
34.98.6-1 34.98.9-1.3-1 " 34-1.98-1 ~ 33 .97 -

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
(3% (_2)4)8 316 . 932
((_3)5 . 23)72 T 3-10.9-6
17 a6 317  5—6  q—6 51—6  o—6 .
867" 2 2 3 _2 37 _ g#5-42 _
93 .942 32:(=3) . 942 3—6 . 942

55%-1217%-125%°  (5-11)%- (11*)7%.(5°)*  5%.1172
275-605-2-25% © 52.11-(112-5)=2.(52)4 ~ 58.11-3

, . , 1272.15*  (2*)7?.37%.3".5*  27%.3%.5"
2.4 ¢c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 181 = ((52))2 2T (37)- =51 38.51 " 3'°.

36°-70°-10*  20.3%.25.5°.7°.2%2.5% 213.36.57.7°

(—a)™ = a"™ lorsque n est pair : = 2% .3%,

2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 :

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

~ ’ ;4 . _ ob
2.4d) Méme méthode que précédemment : 1282 156~ 2573 .21.72.36.56  — 27 .36.56.75 2°-5
N , . s - . . T 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premiéres écritures fractionnaires : — - =
z—1 z4+1 2x2-1
rz+1)—-2x-1) 2 7m2+m—2m+2_ 2 _ 2~z oz
(z—1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—1) (z+D(z—-1) (z+1)(x—-1) =z+1
R , 2 1 8 2(x—2)— (z+2) 8 2e—4—x—2+48 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 227224 @+2@—-2)  (2+2)(z-2) (z+2)(z—2)  z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? z? 22> T T 2z zz+1+z-1) 2z 227 — 2z 2z

:52—:5+a:3+a:27a:3—a: x—1+x+1 2 -1 (z—1)(z+1) (z+D(x—-1) (z+)(x—-1) z+1
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B4 )i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+7_6\/ﬁ> (:v+7+6\/377)
34e)........ 2<x+3_l/ﬁ) (m—i— ?)—FZL/@)
34f) . o —5(x —1) (sc — ;)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—ky—i—z)‘
8.5 b) i [3(142 + 3y)(—42 + )|
BB C) e (x+1)(y+1)
35d) i (z—1D(y—-1)
B35 €) e (@ + )@ +1)?]
35 f) . (a2 + b2) (y — 4x2) (y + 4x2)
B3.62a) i (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6D) ... —8(2? +1)(z — 4)(z + 4)
36C) i (2 +2+1)(2® —z+1)
3.6d). . i (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—62 +d2) (p2—|—(]2—|—r2 +52)

Réponses
3la)cciiiii 823 — 622 + ~x — é
31b). ‘m5—2m4+x3 x2+2m—1‘
B31C) i ‘x"fx3+1271‘
31d).iiii ‘x5+2x4+m3—x2—2x—1‘
Ble) i ‘x5—x3—x2+1‘
1) o+t +1
3.28) i |—2+ 120 — 1727 + 82° — 32|
B.2b)
B2C) i ‘2—1—533—304—305‘
32d) . ‘—1—3x—3x2+z3‘
B.2€)
3.26) . 1420+ 302 +20° + |
3.38) —6(6z +7)
3.3b). 452 + 4)(~5z + 1)
3.3C) i 2(3z — 4)(10z2 + 3) |
3.3d). i |—8(z+1)(x + 16)
B4 ). (x—1)2
B4 D) (z +2)?
Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (m2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(x2—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2
3.4 ¢) La forme canonique est (x + g) — i On en déduit ensuite la factorisation a ’aide de ’identité remarquable
a® —b* = (a—b)(a+Db).

. 7\2 37
3.4 4d) La forme canonique est 3 (:c + f) - o=

6 36

. 3\2 233
3.4 ¢) La forme canonique est 2 (:v + Z) BETHE

. 3\2 4
3.4 1) La forme canonique est —5 (w S) ~ %

3.6 c¢) On calcule z* +2° +1 = z* + 22> +1—-2° = (x2 + 1)2 . — (:r2 +x + 1) (:1:2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, 224+z+1=0etz>—2+1=0, nont pas de solutions réelles.

(ac+bd)® + (ad — be)® = a*® + b°d* + o°d® + b°* = (a2 + b2) (02 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste a interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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. ['e) . rd
Réponses
da)ooooooo 1 —
4.1 a) 4.3 ) 2—[—\/5—1—5\/6 45¢C). i, 1+vr—1
LB T
45d) ... =
4.3b) ... 3—-2V2 20 —1
4.1¢) . —V3+42
43¢)........ - Vio+vis| o, . z(z - 2)
41d)..oo VT -2 Be) (z— vz -1
4.3d).... ‘\/ﬁ+\/ﬁ*\/6*2‘
A1) e, =
458 . . —4(z — 1)
A1) 3—al] 43 . ~(V2+V3) %
4.6a). ... V2
4.22) i 431) C3+V2+V3+ V6
' 2 46D) .. 2v2
4.2Db) .. 94 4v5
4.3¢) . 22 4.7a).. .. —11+5v5
4.20). . 1+3
43h) ... 50-25v3| 47 b). 14+2
4.2d). .. 3+V2
V24+2-V6|  are) 14+ V2
4.2¢€). . 12v7]|  Ad 1 ) IR
4.2f) x AT )
45a) i
10 v —1 476e). 1+V5
4.28). ... 9 — 3\/5
45b) ... x—/22 -1 47t In(1+v2)
4.2h)
4.8 i
Corrigés
4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — a|, c’est-a-dire 3—asia<3eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2v/3=V1+2V3+3=1/(1+v3)2 =1+ V3.
4.3 a) On calcule :
2-v3_2-V3 " 2-v2_ (2-V3)(2-V2)
24+vV2  24+V2 2-vV2  (2+V2)(2-V2)
_(2=-V3)2-v2)  4-2V2-2V3+V6
B 22 -2 - 2
=2-V2-V3+ %\/6.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

1+v2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+vV2+v3 (14 V2+V3)(1+V2-V3) 2v2 4
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = i@ o1 d’ott
F@) +4f"(x) = Vo —1 - ! - ST CR . (Cht )
B (z—DvVz—-1 (z—1)Vx—-1 (x—1Dyvz -1

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne

92 Réponses et corrigés



IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses

52Db). . 8 — 61
: 5.4€). i 5 5
5.2C) . 18 — 26i 5.7a)........... a’b—ac—2b
5.Af)
5.2d) i 550 -, 5.7D) ... |a' — 4a%b+ dac + 207 |

5.3 ¢ On développe : (—4 +iv5)® = —4® + 3. 42(iv/5) — 3 - 4' (iV/5)? + (iV5)® = —64 + 48ivV/5 + 60 — 5iV/5.
)

5.3 d) On développe (f%+i73)3:71+3.2‘£+3.§,iﬂ.
8 8 8 8
5.4 a) De a° = 1, on déduit a” = a® et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 —1 =3
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1234 10,123 4 4 10
5.4 b) On commence par a =(a) =

donc finalement a* x a' x a? x @® = a'° = 1.

1234
1234 x (1234 + 1
5.4 c) Ceci vaut a® ot § = Z k= % est un entier multiple de 5.
k=0
................................................................................. L.l 5_1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut
99 _ L 00 _, {1_g
5.4 ¢) Cette somme géométrique vaut Xa = = =-1
—1 a—1 a—1
5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

(2-a")Y2-a"2-d*)2-d") = (5-2(a+a")(5—-2(a®+d)) =25 —10(a+ a® + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a*).

Ora+a’+d°+a"=—-let (a+a")a®+a’)=a’+a®+a"+a" =a+a®+a®+a" = -1 aussi.

5.6 c) Le développement (z +y + 2)° = z° + y® + 2° + 3[x2(y +2)+ vz +a) + 22+ y)] + 6zyz conduit par
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres expression précédente.
5.6 d) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a — y) = a® — (x +y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.

5.7 b) Premiére solution : on développe (z +y+ 2)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

2

Deuziéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z2)* + (%) + (2%)% = (2® + ¢ + 2%) — 2(2®y® + y*2° + 2°2?),

donc qu'’il suffit de développer (a* — 2b)* — 2(b* — 2ac).
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5.7 d) On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — 2)(z — x) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2 y—2) =2z —y)+ (1 — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

P-y+yi@ -2+ Y —2) =2z —y) + @’ -2 -y - 2°)

=(z—y[2* - (' +yz+ ) +yz(y + 2)]
[

=(z—y)[@® -y )z —yz(z —y) — 2*(z — p)]
=(z-y@-y|[@+yz—yz— 2]
=(z-y(@—y)|[@" -2+ (@@ -2y
=(z—y)(@—y)(z-2)(=+2)+yl
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses

...............

6.4C) e [ m done —(m +a+b)|
6.4d). ..o | m done m(a —b)/(b— )|
6.4€) i
6.4 ) @+ b puis 2ab/(a +b). |
B.52) e 2% =220+ 117 =0
6.5 D) |+? — 62 — 187 = 0
6.5C) cooreiie & —dz+1=0]
6.5d) i [o® —2me+3=0]
6.5¢)..... |22% — (4m + )z + (2m* +m — 15) = 0

6.1 ) | 1 donc —19/5]

6.5f)....|m*2%+(m—-2mHz+(m>—m—2)=0
6.2) e+ )=
B.2 D). T35 SO m=—3/4cta=3/1]
6.2C) oo 6.6b) ... [m=letz=—2 oum="7ets=2/3]
6.2d) .ot 66¢)...... [m=letv=—lonm=_letz=1]|
6.2¢) oo wb] BT

6.7D) . o a=—-2etb=1
6.26) oo ) | |

6.7C) i la=-3etb=5]
6.3 8) i 2/3

6.7d) i la=1/2ctb=8]
6.3 D) .o ’ ‘

6.7 €) i a=1etb=3V7
B.3C) e

6.8a) . ...t ] — 00,1] U [V2, +o0]
6.3d). i 2m/(m + 3)

6.8 D) ot [-3,5]
6.4 8) . 1 donc (a—b)/(b—0)|

6.8C) ninii 1] — 00, ~1]U [2/3, +o00]]
6.4Db) ... ’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b — ¢)) ‘

6.8d). ... 1] — 00, —1/2[U 4, +o0] ]

Corrigés

6.1 a) (’est une identité remarquable : > — 6z + 9 = (z — 3)°
6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.
6.1¢) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5 I'autre racine est 5.
6.1 g) La fonction @ — 222 + 3 est strictement postivie car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
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6.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre Péquation devient m(z* + ab) = x(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a+b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
N . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 3). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas ’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a l'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, V2.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.
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IFiche n° 7. Exponentielle et logarithme|

Réponses

7.2¢C) i In3+11In2
7.2d) .. 3105+ 21In2
7.2€) ... —2In5+41In2
T.20) 2In5 — 2In2
7.3 . —2In2 —-2Inb

25

Tda).. ... Zln(v2-1)

8

6a) i
T6D) .o
TeBC) i —17
T6d) .o
A =)
TH) .

D)
TTC) i
T7d)

T8A) e
T8D) i
T8 C) e
T8 ) ot
798) e
TOD) oo ¢
1+z
79C) . i, In |z — 1]
1
7.9d)............L —

) 1+z
79€) . i (1+x)”
7.108) .. ....... > ln1§+5
720D) .. z€[0,1]

2

710C) i, x> -
1

7.10 d) .............. xr =z 75

7.00€). .o
—13 — /273

720f) .. ... =

7.2 c) On a 0,875 = g donc

In21 +2In14 — 3In(0,875) = (In3+1n7) +2(In2+1In7) — 3(In7 — In8)
=In3+2In34+3x3In2=3In3+111In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
7.6b) Onae e (In2) s
7.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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IFiche n° 8. Trigonomeétrie|

Réponses
8.1 a) ........................................... @ 2T —7
BT D) e il —,
8L D) [0] 3 3
8.1C) i ~1-V3|  87Db)..... {%“Hlm kezju {5—+2lm kez}
8.1d) ! Tn 11
Ad) 5 8T Q) oo {Tr GW}
B2 A) . [0]
Vs
8.2 b)) —sinx BT C) e —
| ) (o1
8.2 C) .t
7 11
8.2d).. 8.7¢)... |{§ +2hmkezfu{ ST +oumk ez}
V6 -2 3 Tmw
8.3 a) o 8.7 d) .o —_, —
) 1 ) { 471 }
V6 +1/2 T 3
8.3 D) ) _Tom
] )
V6 — V2
8.3 C) ................................... 4 8.7 d) .................... {3’“—4*]{57'(,]{62
4
8.3 d) .. V31 8.7 T 3w 5mTm
\/§+1 . e) ........................... 47 1 ,ZZ
I 3
T m™ w3
1 8.7 e) ........................ { 4 7_1,171
BuA D) o
COS T
Vs ™
Bud C) ettt @ B.Te) i {Z+k2’kez
84d) ... ’4005 $—3COS£C‘ T 51 7w 1lmw
TE) o Tom mom
66 6 6
2+2
BB ) it 5 5 5
BT 0) e { mor o
22
8.5 D) e 5 - —
87f) ... {g+kn,kez}u{F+kw,kez}
8.6 A) ..
m 11w 137 23w
8.6 D) 2 )
) 8.7¢) {12 12 12’12}
86 C) i 8cos™ z — 8cos a:—&—l‘
8.7 o) { 117 7« = 1171'}
T ) _ =, —
7ot (z o] ERRUER
8.7¢g)...... {17;+k7r,kez}u{11127r+k7r,kez}
BT ) e { }
T bw 3w
8T H) e Toom on
8.74a)...... {g+2kw,kez}u{—7+2kzwk62} ) {6 6 2}
T m 5w
4 T OT
BT D) et {”,5 BT e { 2'6’ 6}
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T 2 T 57 ]
8T ). Tkl ken 8.8C) . e [— 7f]u o
) {6 + 3 } c) e {6 7T_
m 13w T 5t 7w 117 ]
T 1) e T oon 88d). i, [o,f]u SUNRKN NN R
i {7 7 } ) 6 [6 6] [ 6
T T 7
BT ). {-2.2} U8 U I g e
1) 77 8.8 d) ........... |: ™, 6 U 67 6 U 6 ,7T_
. T T -
871i)...... {?+2kw,kez}u{f?+2kw,kez} T 5r 37
8.8 ). e [f,f[ o o
¢) 12 [4 2
. 5t 97
8.7J) .................................. {14714} 8.8 ) 3Ir T |:7T 7T|:
€) —— —, =
47 2 4’2
5t 97
8.7j) .................................. { } 3 7 5 3 3 7 7
147 14 ﬁﬁ[ }ﬁi [l l{ }ll
8.8f)..... {4,2u2,4_u 4,2u2,4_
. 5T 9
873 . ... {ﬂ+2kw,kez}u{ﬂ+2kw,kez} 8.8 f) [_ﬁ,_ﬁ[u}“,_qU[E,ﬁ[u}i,?’l
4 2 2 4 42 2 4
3 57 =
Ba)oooooo — — 3 7
8.8a) {0’4}U{4’2ﬂ BB E) i 0,—7T U 1,27'(
- 4 4 |
3m 37
BB ) it [— — T 37
’ B8 ) -, —
47 4 | g) { 12
8.8 b) r o | 3r] [7r llx] [15m _ ]
Ll S O R I Y 777 8‘8 h .......... 0 il U - - U - 2
373 ) [,8] {8’8]{8’W_
i T
SSb) ......................... -7, — :|U|: , T 57'[' T 37'( 777
3 3 8.8h)......... —m,——|U |-, —|U|—=
) 7T7 8 87 8 8 77T
0 5m ]
8.8C) erne [O,—} ul2Z 9
c) 5 {6 s
Corrigés
8.3 b) On peut utiliser — = g - % puis les formules d’addition.
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosz —cos2xsinr _ sin(2z —z) 1
sinx cost sin x cos x " sinzcosx  cosz
On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :
sin2x  cos2x QSinxcosx72cos2m71 1
sinz cosxt sinx cosx ~ cosz
8.4d) On calcule
cos(3x) = cos(2z + &) = cos(2x) cos  — sin(2x) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” z
=2cos’ & — cosz — 2cos (1 — cos® x) = 4cos® & — 3cos .
2 2 ﬁ"‘l V242 ™ ™ 242
8.5 a) On a cos — = 2cos g—ldonccos - = 22 = 7 .Deplus,cos—>0donccos—=T.
L 9T o T 2—\/5 LT LT 2—\5
) -1 — = — > =¥z Ve,
8.5 b) On a sin 3 1 —cos 3 1 et sin = 0 donc sin = 5
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1—cos(2z)  2sin’z
sin(2z) ~ 2sinzcosz

8.6 a) On a cos(2z) = 1 — 2sin” z donc = tanz.

8.6 b) On a sindz _ cos3z _ sin3wcosx —cos3wsinz _ sin(3z — ) _ sin(2x)  2sinzcosx _o

sinx cosx sinx cos x sinx cosx sinx sinx cos x

8.7 e) V2 V2

Cela revient a résoudre « cosx = - ou cosx = —5 ».

8.7 g)  Sion résout avec z € [0, 2], alors t = 2x € [0, 47].

1 1
Or, dans [0, 47], on a cost = ? pour t € {%,11%, %, 23%} et donc pour = € {112, %, 113—271-, 213—;}

x solutions sont les x tels que sinz = —1 ou sinx = —.
8.7 ) Onacost =s n(7r TF) sin oT Finalement, on résout sinx = sin
J 7 2 7 14 ’ 4

8.8 f) On résout « tanx > 1 ou tanz < —1 ».

8.8 g) Siz € [0,27], alors t = z — % € [72,27r7 %} On résout donc cost > 0 pour t € [*%,271’ %] ce qui
T 3r Tm 3r i

donne t € [71,5} U [?, Z} et donc x € [0, Z} U {Z’QW}

8.8 h) Si z € [0, 2], alors t = 2z — % € —%,47r— %} On résout donc cost > 0 pour t € [—z 47 — %} ce qui

donnete[—z E}U[g—ﬂ l{')—ﬂ-}u[.ﬁ 15—”} uisxe[os—w}u[ﬁ ll—ﬂ-}u[lg)—ﬂ%r}
472 2772 24P ’ 878 g "
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Ficl 59 Dérvation

Réponses
91 8) ittt 9.5 a) (22 +3)(2sin(z) + 3) — (a2 + 32) x 2c08(2)
BSa)...... Zem(z) 1 37
) D 52" — 6% + 4o — 15
5 9.5 D) _ 2o8r
9.1C) eueiiiieiein (2 — 22+ 10) exp(2) | 2z (37 + 2)2
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d)............... (62 — 1) In(x — 2) + o 9.5¢)...... -2 EEmE
9.2 8) i |5(2% — 52)* (22 — 5)| 0.5 ) (4o + 3)In(z) — 22 — 3
BSd) 0 5
9.2b) e 4(22° + 42 — 1)(32% +2)| (In(z))
.1 1
9.2 C) ............. ’8(3082((5) 76(‘,08(.(8)5111(5&) 74‘ 9.6 a) ........................ 2x sin (;) — COs (;)
9.2d)....... ’ —3(3 cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z)) ‘ 9.6 b) 9
BDh) 0 2o
9.3 a) 2
2 o 060 T
WBC) T2
1
9.3 D) e :
zIn(z) 9.6 ) x cos(z) — sin(z)
Bd) . sy
9.3C) i, ’ (—22* + 3z + 1) exp(z? + z) ‘
10x -5
9.3d)...iii ’6(:05(2;5) exp(3sin(2x)) ‘ 9.7a) i BG-2)202+2)?
6z 222 — 1
. 2 1++v3 1-+3
94a) . i EEEmE cos(m2+1) 9.7D) i x+1<x+ 2f)(x—|— Q\f)
22 +2x—-8 . ,2x+1 222 +22+5
94b).....oi @2+ 07 sin (xg T 4) 9.7 C) e CETEEE
cos(z) 2
9.4 C) e R x
2 Sin(x) 9-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(y/z) 2
9.4 d) ................................... Qﬁ 9‘7 e) """""""""""""""" :I:(l _ IH(I))Q
Corrigés

9.1 a) On caleule : f'(z) = (2 + 3)(2z — 5) + (2° 4 3z + 2) x 2 = 62° + 2z — 11.
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) 4 cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

9.3 ¢) On calcule :

fl(x) = (=) exp(z® +x) + (2 — ) exp(z® + ) x 2z + 1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —x)exp(a® + z) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

9.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
9.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

9.5 ¢) On calcule : f'(x)
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9.5 d) On calcule : f'(x) = T —

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

, cos(x) X x —sin(x) x 1 T x cos(x) — sin(x
9.6 d) On calcule : f'(z) = (@) e (2) X () a(csin(x) ()
. —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z —5
9.7a)  Oneladle: f0) = G s Y G2 = GoorP@re? | B0+
p— 2 p—
9.7 b) On calcule : f'(z) = 2z — . i 7= Q:B(a:x—:—ll) 1_2 ;rfgi !

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
9.7 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
(S| On colove: fi(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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Réponses
10.108) i In |t + 1 105 C) cviinii e —1In|cost|
10.1 1) 3 10.5d). e —1In|1 — sint|
D) P
10.5€) oo -—2 cosV/t
10.1 ¢) 5 )
P R O B T T R _72 1
2(t +2) 105 6) oo  sin(rInt)
T
cos(4t
101 d) oo SO 05 g )
ER 105 h) .o —tan®¢ + In| cost|
10.28) .0 ooe SA+DE =t
10.2 D)oo 1e2t+1 105 1) ciiie —tan*¢
1 105 1) o 2vtant
10.2C) i §Arcsin(2t)
1
. 105 K)o -
ant
10.2d) ..o gArctan(St)
1 1
105 0) e -
2 3 ) 2 (1 —sint)?
10.38) 0o S+
1
1 . 105 1) i §Arctan(2t)
10.3b) i 6(1—}—2152)5
105 1) e et Arctan(e’)
10.3€) et —V/1-¢2 -
3 10.50) 0 ciiiiii §(Arcsin(t))2
10.3d) .o T+ 7t%)3
105 D) e In |Arcsin(¢)|
1
103 €) i g+ 3t%) t sin(2t)
1006 2) v 5T
1
10.3 €)oo —_——
) (1+ 3t2)2 10.6 b) _cos(4t)  cos(2t)
BDh) 3 1
104 ) ot ~In*t 1
106 C) e —cost + 3 cos® t
104 D) oo 2VInt
) 106 d). ..o In(1 + sin? t)
2
10.4€) i (3 — e2)2 106 €) oeneiii e
2 106 f). .o ’ —cotant + tant ‘
104 d) .o —
) 3t3 1
10.6 8) ..o 1 In | tan 2t
104 €) .o ’1n|lfet+et|‘
1
104 £) oo et 10Ta) t+Inft] -
1 1
105 8) o oniiii e —3 cos®t 107 D) e In |¢| — %2
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P 3 —2t-3 3
10.7 C) ............................... t+ § + E 10.8 h) .- _W puils 3 ln(t2 + 1) — Arctan(t)
2 43 1
10.7d) oo (- % + % 10.81)............ cos (3 cos” ¢ —2) puis — cos’ ¢
1
10.7 e) ............................. t—2In |t + 1| 10.8 ,]) ......... 51nh(t)2 + COShZ(t) puiS 5 Slnh2(t)
U
10.76) 0o t——+ - —Injt+1] otsin L + cos 1 1
2 3 10.8K).oovvieinnnnn —% puis cos i
1
107 g) e B In(1 + ¢?) — Arctan(t) %¢t
10.81) .o — " puis In(2 + ¢")
2 +et)?
10.7 h) I+ 1]+ — -
Th) oo n r— 108 m) Teost T3 . 11 o+ 3ot
8m)...... —————= puis ——In st
(24 3cost)? 3
1
10.8a) oo, 2(t — 1) puis gt?’ — 2 + 5t :
. 5 N 10.8 n) ................ m puiS —/ 1— t2
10.8Db)............. s ( + 1) puis —— + In [¢]
AN ¢ 3cos?t —1 . 9
10.80)....... ———————5 buis —In(1+ cos™(t))
10.8 ) 1 +3 . 2t%+ 1 (1+COS t)
BC) e —— + — puis - —
ovi PR T gp : .
10.8D) «ooeeeeiiiiiinn (1 —2t*)e™" puis —-e "
10.8 d) 4 31 11 2 2
Bd)o —— ————= puis —-—= — —=
5 2pr2 P TR T A Int—2 | 1,
10.8 Q) ovvviviennnn. —z  buis Int — 3 In“t
. 1 1 _.
10.8¢€)............ 2¢?" — 3¢ puis —e*' — —e 3
2 3 14+Int .
10.871) . iiiiniiiiin, ~ oz Puis In |Int|
1 n
108 1) .o 3e372 puis —e3 72
3 coslnt —sinlnt .
10.88).......... ————————— puis —cos(Int))
t(t® +2) 1 3 12
10.8¢g)..... — puis = In(|t° — 1
8) (t— 122 +t+1)2 5 10 D e _1). t
10.8 t) ............. —m) puis Arctan(e )
e

Corrigés

10.2 d) Admet des primitives sur R.
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x t
10.6 a) /C0829d0:/ 1+LS(20)d0:

/ cos(0) sin(360) d9 = / %(sin(SG +0) +sin(30 — 0)) o

- ‘1. . _ cos(4t)  cos(2t)
= / E(sm(49) + sin(20))do = s T4 + cte.

t . s
10.6 d) /Md@z/ Md@zln(l—i—sinzt)—i—cte

1+ sin260 1+ sin2 60
t t 2 .2 t .
10.6 e) - do = COS,6+SID 6d9: (C?Se—&— sme)d@:ln\sinﬂ—1n|cost|+cte:1n\tant|+cte
sin 0 cos 6 sin 0 cos 6 sinf = cos6

t to.o2 2 t
de sin” 6 4 cos” 0 1 1
10.6 f = do = —— + —— ) d0 = —cotan(t) + tan(¢ t
0.6 ) / sin?(0) cos2(0) / sin? () cos2(6) / (sin2 61 cos? 9) cotan(t) + tan(t) + cte

sin(46) 2sin(26) cos(20)
t .
_ 1 (2cos(20) | 2sin(20) 1 . 1 1
= / 1 ( Sin(20) + <0s(20) dé = i In | sin(2¢)| i In | cos(2t)| 4 cte = i In | tan 2¢| + cte.

4

/t A /t cos?(20) + sin’(20) a0

t 3 t 53 t 2 2 3
0 [TePr1-1.  [TO+DA-0+6%) -1 2 ¢
10.7 f) / d@—/ 91 d@—/ 1 do =t 2+3 In|t 41| + cte

t t t
0 C[fe+1—1 11 B 1
10.7 h) / mdg—/ Wde_/ (0+1 (0+1)2)d0—ln|t+1|+t+1+cte
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IFiche n°11. Calcul d’intégrales|

Réponses
11.1a)........ 11.3 o) 1 11.5€)....oine. .. 6]  117¢) .
Be) ... 20
11.1b)....... Négatif 1 11.7d)........ 3e—4
| O L
iti 11.316)......... -
1lc)....... ) o o] T —%
11.28). oo B)cereeeen
114a)....c.oe.e... [0] 11.6 b) 0] -
11.2b) .oooenn wab)y.. 1] T 11.7f) . E
11.2 147 1 11.6 C) ..... ln(Q)
€ evreeess 2| 114 . V3 11.8a)...coooenn 0]
™
11.2d).......... =54 g 1.6d)....... _ﬁ 11.8b)............ E
11.2¢) ...
°) @ 114e)...... e? —e 3 1 1 11.8 o) 99
= L6 L, 1\ 118¢....... 0
11.26). . S| 1man. ° 2( e) -
1
e_ 1
11.5a)............ 78 11.8d)........ e
1.3a)..oonenn ) 78] 11.6£) ..eennnn. % ) 2
3
11.3b)...eeee. 11.5b)..... 2(e" - 1) 5
11 11.8¢)...oonne... -
8 T 11.7 a) - — 3
11.3¢) eevnnnnnn. Sl 1150 fln(l—&—f) 2 e+l
3 ) 2 ¢ 2m
17 11.8)........... =
11.3d)............. [0] V2| 1wTb) = ) 9
11.5d).......... ~= 2
6
Corrigés

-3 5
11.1 b) / |sin7z|dz = f/ |sin 7z| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut

5 -3
I'interpréter comme une aire. Elle est positive car on integre une fonction positive. Le signe de l'intégrale initiale est donc

négatif.

-1 0
11.1 ¢) / sinzdr = — / sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

-1
0

comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1, 0], / sin z dz est donc négative. Le signe de l'intégrale initiale
-1
est donc positif.

11.2 a) 1l s’agit de laire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
7 -3 _
derniere intégrale est l'aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

11.2 ¢) Il s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.
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11.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter l'intégrale comme une aire algébrique. Sur

Pintervalle [2, 8], la courbe de f(z) =1 — 2z est située sous I'axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
11 s’agit de calculer aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
11.2 ¢) Avec la relation de Chasles, on a / sinxdxr = / sinxdz + / sin x dz.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

les aires algébriques /
-2

2
sinxdz et / sin x dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

11.2 f)  Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 & 0 et de 0 & 1).

11.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.

z §
2
dx 112 1 1
11.4 Sau g ) S
C) /1 513'2 |: .T:|1 2+ 2
100 100
11.4 d) / —dm:[m/i} —18
1 T 1
.................. 22
11.4 e) / e’ dx = [ez] =e?—e?
_3 -3
_1d 1
11.4 f) / — = [ln\a:|] =—In3
—3 -3
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= i
33 1 2\/; 33
11.5 ——=d *{7 3 +l} =-(10-1) =
o ), VT v, =300
% usy
11.5 f) / cos(gfx)dm:[fsm(gfm)}Q —fsm(76)+sm(?>:%f§
3
r —2 1 2 j|3
11. —_ = |=1 —4 =0.
6 a) /1 x2—4x+5dm [2 n(z x+5)1 0

j
=
(=]
o
N
S—
o
—
&
B
)
(ol
)
|
o\
[=]
8|
@ ‘s
8|8
)
o,
|
—
|
—
=}
~
Q
o
71
S
N
—_
S ol
Il
|
—
/N
b
N———

3 -1 3
11.7 b) z+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / lz+1]dz = / —a:—lda:—l—/ z+1dz.
—2 —2 -1
Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

11.7e) On calcule

™

/0 ® cos(22) sin(z) dz =

o\
[NE]
—
[\
Q
@]
2]
®)
—~
8
N
|
=
=,
=]
—~
8
N>
(ol
8
I
[\
o\
v
Q
@]
2]
®)
—~
8
N
2
=
—~
B
(ol
8
|
o\
[NE
&z
=3
8
N
o
8

I I
11.7 f) / |coszsinz|dz = /

pus
3 3

et positif sur [0, %} , il suit que

[ : |sin(2z)| dz = [ " sin(2z)de + /O : sin(2z) dz = %[cos@x)r - % [cos(2x)} - Z

sy sy
3 3

Le résultat final est donc g
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2 2
1 2 e21n10 -1 99
11. 1 zd — zlnl()d — |:7 11n10:| _ — )
3¢ 0" de /0 © x n ¢ 0 In 10 In10

; n 10
.................. 116_1
11.8 d) /ch(m)d:c:[sh(:c)} =sh(1) =

0 0
.................. 1112
11.8 ¢) \/de:/ dem:[f:ﬂ} ==

0 0 o 3

V3 V3 V3

3 2 3 3 27
11.8 f) /0 59 2da:—2/0 Wdz:Q[— arctaun(?m&)}0 = Zarctan(v/3) = 9
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IFiche n° 12. Intégration par parties|

Réponses
T_ R — R
12.1 a) ..................................... B) 1 12.2 a) ..................... { v (_x_|_2)edb
5 3
12.1 b) ...................... 5Ch(2) — *Sh(2) — 5 Rjr — R
12.2b) e = l1+Inz
12.1C) oo ’ z
12.1 d) (In(2))?2() — 21n(2) — 2> 4 2 R — R
L) 12.2c¢)........ 1
(In(2)) ) x — xarctan(z) — 3 In(1 + x?)
12.10€) ottt R
31 122d) { o s sh(z) - ch(z)
12,1 F) oo 22—
b)
12,3 8) o e
1201 08) oo In(2) -2+ 7 2) 2 ¢
e? +1
121 1) oo oLl I28B) 3
4 2
R—+R
T V3
AT S 124 a)... 1
12.1 1) .............................. 12 + 2 1 a) { T — 5(_ COS(.T)Sh((L’) +51n(1’)ch(x))
12.15) 0o IEVEN 12.4 b) Ry = R
3 3] AT e z— zln’z —2zlnz + 2z
4 4
12.1K) .o g\/iln(2)—§\@+§ R* — R
12.4¢)...... of(1 5 2 2
=z’ -Inr——-Inz+ —
T 1 2 3 9 27
12.11) ........................... 2_511’12_@
]-1L,1[ - R
12.4 .. 1, .
d) T 5eaurccos(ac) (.’E — /1= xQ)
Corrigés

™

Z - Pl T
t. tcostdt = [tsint]? — sintdt == — 1.
0 0 2

12.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t)

12.1b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) =
5 3 sh(2)

2 2 2 2
12.1c) On choisit v(t) =t et u'(t) = e3. / te? dt = {Qte%} - 2/ e? dt = de — 4[63} =4.
0 0 0

0

In(2)
12.1 d) On choisit v(t) =t et u'(t) = 2. / 2" dt =
1

m@ 2 1 t1n(2)_(1n(2))221“<2>
? In(2) (111(2))2[2]1 -
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2 9 2
12.1 f On choisit /(¢) =t et v(t) = Int. tintdt = thInt — ltdwt:21n2fl 2 2 :2ln27§.
2 2 4 1
1 1

1 4
.............................................................................. 11t2
12.1g) On choisit u'(t) = 1 et v(t) = In(1 + ¢°). / In(1 +¢t*)dt = [tln(l—i—t )} 2/ 0 dt = In(2) —
0
1
2/0 <1— 1+t2>dt 1n2—2[t—arctan(t)]0:ln(2)—2+g
12.1 h) On choisit v/ (t) = t et v(t) = arctant. On a
1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
/O tarctantdt [2 arctant} 2/ e dt 3 2/ ( 1+t2)dt 13
0 0 0
2 1 B T 3
12.1i) On choisit u' (t) = 1 et v(t) = arcsint / arcsint dt = [tarcsint]§ — —m =13 + [\/ 1-— tQ} .
0 0 0

Ju
N
iy

—
<
o
=
o
=
9
2}
t+
<
—
o~
o)
Il
o)
o+
<
=
o~
=
Il
—
o
o~
=
4
|
o
S—
)
iy
+
Q.
o~
|
2
I
|
L |
—
=
+
o~
o
[
| S
Il

1 1 1
12.1 k) Onchoisitu'(t):\/1+tetv(t):ln(1—|—t)./ VI FEin(14+4) dt = [%(1+t)%ln(1+t)] —g/ VITidt =
0 0 0

O

Y Ed S
12.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0
- T 217 - 2 1 2
1+ tan®¢. On obtient [t tant]F — / tantdt — [2] =24 [Incos(t)]g — T = % —3 In2- .
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R, en choisissant

u'(t)=e" et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e'dt = [(ft + 1)et]z+/ e'dt = (—z+1)e” +e” — 2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

12.2 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

1 Int 1 t 1 1 1 1
parpartiesavecu/(t):t—zetv(t)zlnt,ona/ Ldt = / S dt= fﬂferl Ainsi, gy 2Tt
x
1

est donc une primitive sur R’} de f

12.2 c¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit © € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctanft,

* Tt 1
/ arctan(t) d¢t = [t arctant]; — / 5 dt = x arctan(x) — 3 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

12.2 d) La fonction est définie et continue sur R. Soit € R, on a, en choisissant v(t) = t et u'(t) = cht, / tch(t) dt =
0

[tsh(t)]g — / sh(t) dt = xsh(z) — ch(x) + 1. D’ott une primitive.
0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, u'(t) =e

1 2t L 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(t2 +3t— 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

2t 1 2t 2¢71 1
et u/(t):e—d’ofl — (2t+3)—dt—27 (2t+3)e— +l thdt:Eféeerl[th]l:§fe2.

2 ) 1|, ) 41 T4
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SRV

bl Pl
12.3 b) On choisit d’abord v’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [et sin t} — / e’ costdt. Ensuite ' = exp
0 0

w\a

i 3 Bl .
et v =cos, d’'ot : €2 — [e cost] / e’ sin t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0

commence par choisir v' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) d¢ = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(t) d¢. Puis, on
0 0
choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]; —/ sin(¢)sh(t) dt. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

12.4 b) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit = > 0, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = In” £ on obtient
/ In®tdt = [t In® t}f—/ 21Intdt. Puis, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient z In® z—2[tIn t]”f—|—2/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n®z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de x + In® z.

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R’.. Si z > 0, alors, avec u/(t) = t* et v(t) = In*(t), on a : / t*In*tdt =
1

{t; In® t] j — % /lz > Int dt puis avec u'(t) = t* et v(t) = In(t), on obtient %3 In® 2 — g [t3 lnt]er% /1”3 t2dt = 2’ 1;12 L
%ms Inz + ﬁ(ms —1). D’ou une primitive.

12.44) La fonction est déine ct contimie ';L{;j'! L 1L 812 €] — 1,1, alors, on posant /(1) = 1 et () = " on
obtient /093 earecos(®) gy — [tearccos(t) / e*e(®) q¢. ensuite, en posant u'(t) = = i = et v(t) = earecos(t)

-1 ; S k4
on obtient mearccos(z) _ |: /1 2e arccos(t):| +/ /1 42 - arccos(t) dt = arccos(z) _ /1 _ wzearccos(z) +e7 —
0 0 vl

x x
/ arccos(t) dt. Dot / arccos(t) dt = = drccos(z)( / ZBQ) + % g
0 0
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IFiche n° 13. Changements de variable|

Réponses
s s
130 a) . — 13,2 @) i —
! HIREE :
I 1.5
13,1 D) o - “lnZ
) E 13,2 6) o Sl
13.1C) v 2arctan(e) — % 13.3 8) oot 2¢?
1 13.3b)........ —2(V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
13.0d) -
: 0,2 R
1 134a)........ Jo.3l
1 70 ) 5 r +— tanz + Intan(z)
3 R — R
13.1F) o 21n(2> 13.4b) ., r e
T o = —
2 4
13.2 a) T
3VB|  134¢) ... R, - R
T 2arctan( er — 1)
1 2e+1
13.2b) oo 1n( ; > R, > R
13.4d)............. 2
p z iln(xﬁ +1)
18.2 C) e E
1,400 — R
134¢e).........
13.2d) . % + % ¢) { x — arctany/z?—1
Corrigés
13.1 a) On poset=sinf avec 6 € {—g, g} On a % = cos # et donc

1 s
[ vicea- [
1 _

z z
\/1fsin2900s0d9:/ cosQGdG:/ M:W.

INE

3 1 V3 2u V3 T 0w s
——dt = 73du:2[arctanu} :2(—77):7.
1 ViV L utu )

dt 1 d
13.1¢) Onposeu=ce' avect € [0,1], donct =1Inuet u € [1,e]. On a = o et donc dt = Zu On obtient

1 1 e e
1 2 2 d 1 e
/ —dt:/ ﬁdt:/ 1—u:2/ ﬁdu:2[arctanu} :2arctan(e)—z.
o cht o € te LU+ ou L 1+u 1 2

u

d ! g
13.1d) Onposeu =sintavect € [0, g} .On a di: = cost et donc du = costdt. Ainsi, / udu = / sin® ¢ cos ¢ dt.
0 0

Finalement, on trouve
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13.1e) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

3 1
/0 sin3tcos3tdt:[iuzlf%uﬁ}o:ifé:%
2 dt
13.1f) On pose u =Vt avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a T 2u.
Y 7 2 :
Ainsi, dt = ——du=2 7du:2[ln 1+u} =2(In(3) — In(2)).
[ il =t ] M= (14 )] =200(3) - m(2))
du . . Yo T sint
13.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ———du = ————— dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ smdt_l/lldu_l arctan | = T
o 3-+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3 1 3V3
V3
t dt 1 1
13.2b) On poseu=¢e avecte[(Ll},donct:lnuetue[1,e].Onaa:ad0ncdt:Edu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
13.2 ¢) On pose u= it_ 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1

Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsin u} = —.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2

13.2d) On pose t = tanu avec u € [0, %} a d ?

™ ™

1 z ud ud
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi, ———dt = ————du= cos® udu = M du = -+ T
o (1+12)2 o l+tan®u o o 2 4 8

Ainsi /2 ! dt ’ 1 ! du /
insi, —— dt=— -~ du=— S P .
vz tvitz -1 L%./%71U2 %\/1—u2 e 12

13.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dat 4 2

On a alors v 2u d’ou / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

Yin(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 u V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/;1n(u—1)du:2[(u—1)1n(u—1)]2 —2/2 du=—2((vV3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + sinf
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

1 L * cost + sint tanx 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, ——dt = (1 + E) du = {u +In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

2 ; 2
cos“ t sint cos®t ona tan a

13.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

o dt 1
——_ dt dans laquelle on pose u = e’ c’est-a-dire t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1+th(?) du w
S S 1 1 117 o e
——dt = ——du= ——f——du:[flnu—f— == - + C.
/0 1+ th(?) /1 14 u*% u /1 2u  2ud 2 42y 2 4
On pouvait aussi faire sans changement de variable en écrivant, pour t € R :
1 1 el+et 1 ot
= — = =_-(14e 7).
1+th(t) 14 zi;_f 2e?
13.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.
. 2 . . dt 2u
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t = In(1 + u”) et ainsi, - 1ra
U U
S| VT 9y T
Soit £ > 0. On a ainsi —dt = — du =2 [arctanu} = 2arctan(ve® — 1) 4+ C.
[ Vet —1 /T71 ul+ u? =1 ( )

13.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

dt
Le changement de variable v = v/t donne t = u® et ainsi, — = 3u®. Soit z > 0. On a

du

T Yz 2 Yz 3
1 3u 3u 3 5 Ve 3 2
1 q= du = d :[71 1] = 2m@i 1)+
/1 P /1 B e /1 2y du 5 n(u” + )1 5 n(z3 +1)+

13.4 ¢) La fonction est définie et continue sur |1, 4o0].

dt U
Le changement de variable u = \/t2 — 1 donne t = \/u? + 1 et ainsi, — = ———. Soita>1let x> 1. On a
& du vu2 +1

4 z2-1 221
1 1 u 1
——dt = du = ————du =arctany/22 — 1+ C.
[L tvit? —1 //a271 uvu? +1+vu? 41 / =y v+l
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IFiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
3 4 1\* 3
2 14.6C) .o 2In -
141a) ..o ln(2) c) 113 14.12a)........ (m+2> +Z
1. (5 14.7 a) In > 2
2 T n— 1
141b) .............. 21n<3> 3 1412b) ...... 2<$_i> =
9 14.7b) oo 2111% ; 5
142&) ................. 21n170 14.12 C).. \/5(14,%) +\/§T6
1.3
14.2Db) oo In(a+1)| 147¢) ..o Zing 2 348
14.12 d)..... a(a:+§> + 5
14.3 a) 3 n(3) — In2) Lnlt
"""" ) 147d) Zh’lg 1
14.13a) ..o 3
1 51 21
143b) ........ 4784—@111@ 14.8 ....... 1 ln(\/&_a)
2va_\a+va 14.13Db) oo 2m
14.4 a) (L 1 B3
................ 3 14.93,) a2+$2 2’/T
14.13¢) i =
33 . 3v3
14.4Db) ..ol In % 14.9b).......... - arctan(,)
1413d) ..o In(2)
14.52a)....... ln<2\/\/§1) 1410 8) . oovneeii Tlotanday 1
12
14.5 ) 1 (at! 14.10b) oo \Lf 14t s
......... 5, In| —5 6v'3 eeiieeoo |In e
T
14.6a). ... [Tet2] 1411 ..o 7=
) 2V2| 145 ... - (ln(2) + ﬂ)
14.6 b) ...... [A=-1et B=1] V3
Corrigés

14.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction
t— In(¢t + 1). D’ou le calcul :

1 2
= [1n(t+ 1)} = In(3) - In(2)
3
Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(g).

14.1 b) On proceéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de t — 1/(2¢t+1) est t —

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

2
/ Lo [+
L 2t+1 2

2
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14.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a

1
8 8
1
—2{ln(t+%)}16
8
:2(1113—111?) =2In 9x8 :21112.
16 8 5x 16 10

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.

C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre l et 16, donc « a rebours ».

14.2 b) On calcule :

t+a

rt+1=0t+1)t + 1.

Donc, on a (pour ¢t € R convenable) :
1+t+¢t°

tt+t7 1

141 141

Donc,

/1 it g, / Ll / S dt =24+ ()~ n@) = 3 +1n(3) - ().

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait precedemment.

14.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve
2 o 3 7 ) 51
3t +2t+1—(4t+5)<4t 16

Puis, apres calcul, on trouve

1
273 5 7 1 21 1 19 1, 21
T P . dtzf(l 7)—In ) S
/; (4 16) 9 96 48  °© /; st =g -l )=glngg
3 3
Ainsi, l'intégrale cherchée vaut
18,2
48 64
14.4 a) On remarque que le numérateur est exactement la dérivée du dénominateur. On a donc
ot ) 2 7
————dt=|In(t"+t+1)] =In(7)—1 3:1(7).
| = [ )] =) <) = (]
14.4 b) On multiplie en haut et en bas par 2. On calcule
1 1 1
2 2 5
/ - dt:/ 2 gt = {m(ﬁj%ﬂf =1 %—mg
3 2t3 3 P13 3
i (11 X 9) In 33
B 12x7 28"
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14.5 a) On calcule :

V2 t—l—i V2
/ oy 1/ 2t+\/§dt
1 1

2rva 2), erva
= % [m(tz i ﬁt)} f = %(111(4) —In(1+Vv2))
Y N S S R (VP Rk VN W _
h (1+\/§)21 <(1+\/§)(\/§—1)>21 (4v2-1)

:ln(2 f—l).

14.5 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 2 1
- dt=— ——— dt = — | In(at 1
/1 at? +1 2a | 1 at24+1 Qa[ n(at” + )}L
Va Va Va

Q

1 B(t—1)
t—2*A+ t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.

De méme, on trouve B = 1.

4 4 4 4
2 2 1 1 1
7dt:/ 7&:2/ . at=2 -
/3 23t + 2 L t—D(t-2) , t—1)(t—-2) L -2 t-1

= z{m(t—z) ~In(t— 1)}: :2[ln(i:i)}i
= 2<1n§ fln%) = 2(1n§ +ln(2)) :21n§.

14.7 a) Soit ¢t € [0,1]. Déja, on a

Donc, on calcule

14.7 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

3 3
2 1 1 3 t—1\1° 2 1 4
/2 t2—tdt‘2/2 (7= - 2)at=2[me-n-no] =2[n(Z7)] =2 -ng) -2m3
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14.7 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a t* + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et
1 _1< 11 )
t+1)E+3) 2\t+1 t+3/)

Donc, on calcule

1 1

1 41 (L,L)dt

2t a+3c 2 ) \ix1 i+3
1 L[ 1N
— 2 @+ 1) —In( = m(E
2[n(+) n(+3)}0 2[ (t—|—3)}0
Ll ) Ly?
2\"2 7" "3) 72"

14.7d) Soit ¢ € [0, 3]. Déja, on a

Puis, on calcule

Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a

11 1 1
t2—a 2ya\t—+va t++a)

Donc, on calcule

14.9 a) Notons f la fonction définie sur R par f(z) = = arctan(f) Soit x € R. On a
roy L 1 1
f(w)_ag X 1+(z)2 a2+$2

122
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14.11 On a
/2 _ dt = [1 arctan<t>} :
P42 V2 v2) |,

= % <arctan(\/§) — arctan(é)) = % (arctan(\/i) + arctan<\}§> ) .

. R . . 1 s
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que Vz > 0, arctanz + arctan — = —. Donc, on a
T

14.12 a) On force le terme en = a apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 N N 4 . . \ A, PR . 2 . s 2
(z 4+ a)®, ol a est & déterminer. Puis, on force a apparaitre le troisiéme terme de ’identité remarquable (ici, a”), qu’on
ajoute-soustrait. On trouve :

1
x2+x+1=x2+(2x§x:p)+1

14.12 b) On procéde comme précédemment mais on commence par factoriser par 2. On trouve :

3 1
227 — +1:2<sz +7)
T 3z x 2><.’E 3

14.12 d) On trouve

2 2 2 3
ax2+a21:+a3—a(x2+aa:)+a3—a<(x+a) _a) —|—a3:a($—|—g> —|—3i.

! 1 | 11t 1
— _dt= m:[ }:.
o L+ 2t+e2 , (T+0)2 T+tlo 2

/0 1 0 1 2 1 )
7dt:/ 7dt:/ ——df (en posant 0 =t + 3)
Lt ~1 (t+%)2+% 7592_{_(?)2 i
= l arctan 2—9 : = l arctan i — arctan| —
3 3/1_1 3 V3 V3
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14.13¢) On a

1/2

1

! 1 ! 1
/1—t+t2dt:/ (t 1/2>2+3dt:/ 2
0 0 - 1 71/2924_(@)

1/2

1 1
:2/ 72d0:2{7arctan§}
0 a a

()
4 7 2w

4
= — arctan

1
V3 V3 VB6 33

Or, pour t € R convenable, on a

Donc,

14.14 a) On calcule

‘\J
IS

1
3
1

1 1 T
=+ | 5= do=arctan(l) = .
3/0 02+ 1 g aretan(l) = 35

! dt—/ ! dt—/ .
2 o L 10 = 3(12 1+ 2¢) 4+ 07 2
1362 +2t+ L3+t + L3t 1)+ R -

1 1 1

t—a)(t—(a+1) t—(a+1) t—a

Donc, on a

! 1 ! 1 1
/ 2~ (2a+ 1)t + a? dt_/(t ¢ )dt
0 —2a+1t+a’+a 0 —(a+1) —a

= ln(a—|—1—t)—ln(a—t)};: {ln(i

|
= (m(G5) (7)) -

de
1/2
. (avecaz@)
1
0
2
3
dt:/l —— dt
~13(t+3) +3
t— a+1)) et

124
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14.15 Déja, sit € [0,1], on a

1 71(1 N 2t )
14+t3 3\1+¢t 1—t+1t2)

1
1
Ensuite, on calcule : / ——dt = 1n(2).
o 1+t
2=t —3(2t-1)+3
Et,onecrltzl_t+t2: T
Et, on remarque que
o1 RE
7dt:[l 1—t+t } =1In(1) —In(1) = 0.
| 2w [m e #) =) )
1
1 27
Or, on a vu plus haut que/ ——dt = ——.
o 1—t+1t? 3v3

Donc, on trouve
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I[Fiche n° 15. Systemes linéaires

Réponses
15,1 8) oo et {(3,1)} 15.48) o {(2,-1,3)}
151 D) o {(7,2)} 15.4D) oot {(-1,4,2)}
1 2 154 C) et
15.1C) cee e (=,2) )
33 9
15.4d)..............o.L. {(—7—2, ,z),zeR}
2 V2
151 d) oo {(f,\[)}
32 15.58) oot {(1,1/2,1/2)}
—1
15,2 8)0 oo {(1_2’2+:a)} 155 D)ot
15.5C) i, [{(52,1-42,2) ; 2 € R}
15.2 D). o (2,-3)
1 1
. . 15.5 d) .o {(1,a+2,a+2)}
15.2¢) ... {( —a? —a— — 2)}
13 13 13 13
156 8) o {(5,3,-1)}
2 2
15.2d). (0 =200 +a”)] 15.6 D)oo
15.3a) i {1+ 2,—2,2);z € R} 2. 2 _ 5
| s c) {(“ ral, et “J“l“c)}
15.3b) oo [{(1,y,3+ 2y);y € R} | ¢ ¢ ¢
15,7 A) et {(0,0,0)}
13 5 1 4 »Y,
15.3¢) ...t {(6—32,—3+3z,z),z€R}
15.7b) oo {(z,y,—z —y); (z,y) € R?*}
5 3 -25 7T ,
15.3d)........ {(x, T 9% 51 ZI)7I € R} 15.7C) e ‘{(x,z,x) i x € R}‘
Corrigés
15.1 a) On calcule :
r—2y=1 r=142y r=142y 10y =10 y=1
{ 3z + 4y = 13 ‘:’{ 3(1 4 2y) + 4y = 13 ‘:’{ 10y +3 =13 ‘:’{ r=1+2y ‘:’{ =3
[ 2w+y=16 y=16—2z 3z =5+ 16 = 21 r=17
15.1 b) Oncalcule.{ _y=5 @{x—16+2x:5 ﬁ{y:16—2x (:){y:16—14:2
y 2
) 3x — 6y =—3 r—2y=-—1 r—2y=-—1 3
15.1 c) Oncalcule.{ o+ 2y = 2 (:}{ery—l L2<—L2—L1{3y— & a::—1+2><§:7
15.1 d) On calcule :
3z — Ay = —V/2 3z — 4y = —/2 PN 3z — 4y = —/2
6242y = 3V2  LocLo—20; | 8y+2y=2v2+3V2 10y = 5v/2
vz y=Y2
Y= 2
& 5 &
3I=4X7—\/§:\/§ x_\/ﬁ
T3
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3 3 r=1-7
15.2 a) Oncalcule:{?’x—i_zy_2 <:>{y:12x <:>{yZ12$ & .
2

2r+4y=a 20 +4 —6x =a —dr=a—4 3 -1 .3
=1 — - = — —
Y tRe= g TR
15.2 b) On calcule :
r—ay=3a+2 r=ay+3a+2 N r=ay+3a+2
ar +y=2a—3 a’y+3a® +2a+y=2a-3 (a®+1)y=2a—-3-3a" - 2a
—3 —3a®
y=—7T5"=-3
1+ a2
1+a2+#£0
r=-3a+3a+2=2
15.2 ¢) On calcule :
x*ia-i-iaQ
3z + 5y =a y=2x—a2 y=2x—a2 13 13
2 -~ 2 <~ 2 <~
2$_y:a 3x+5><(23;—a):a 13z — 5a” =a 1 5 2 2 2 3 2
y—2x(1—3a+ﬁa)—a —Tga—ﬁa
15.2d) On calcule :
T+ 2y = 3a T +2y = 3a y=ata
{ 2x+3y:5a7a2 L2<—L2—2L1{ fy:5afa276a:fa27a <:>{ x:3a72(a+a2)—a72a2

) c+2y+z=1 r+2y+z=1 Yy=—z r=1+z2
15.3 a) Oncalcule.{ Sty -9z =3 ngf}:ml{ By —Br=0 @{x—2z+z:1 Yy s
) 3x —2y+2==6 4y =4 r=1 r=1
15.3 b) Oncalcule.{x+2yzz2 L1<jL:1>+L2{$+2yZ:2 <:>{2yz:3 <:>{z=2y+3
15.3 ¢) On calcule :
T — +32’*§ T—y—+3z *_—l—i—éz
yreE=g yreETy V=73 73
Lo+ Lo—L <
3 lecle—la 3 5 -1 4 5
— = — — = - — — = -1 = — -2 — —
T+2y—=z 5 3y — 4z 575 3 +3z 32+2
-1 4
I
4
_ B35
6 3
15.3 d) On calcule :
5 5 5 5 =25
5m+y+2z——§ y——§—5x—2z 7m+4z——§—§—T
<~ -
5 5 5 5
2x — 2z = —— 2 = 22+ 2z =—— =——=—5r—2
T —y+ 2z 3 x+2+5x+ z+ 2z 3 Y 5 5x z
_Z»_ 7,
24 4
S
5 BT, =53
Y=73 1272712 2
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15.4 a) On calcule :

r+2y—z=-3 r4+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2c —y+2=38 = —5y+3z2=14 = -5y +3z=14
3x4+y+2z=11 L2+ L2—2Ly —5y+5z=20 etletlz | 9,—¢
L3 <+ L3 —3L1
= r+2y—3=-3 & z+2y=0 & y=—1
—by+3x3=14 —by=14—-9=5 r=—2y=
15.4 b) On calcule :
a—b—c=-7 a—b—c=-7 a—b—c=-7
3a+2b—c=3 = 50+ 2c =24 = 5b+2c =24
da+b+2=4 L2+ L2—3L1 | s5b+6c=32 P72 | 4c=38
L3<—L3*4L1
c=2 c=2
= a-b-—2=-7 < b=4
50+2x2=24 a=-5+4=-1
r+3y+z=1 r+3y+z=1 r+3y+z=1
15.4 ¢) On calcule : 20 —y+2z=-1 — —T7y=-3 — —Ty=-3
2+ 10y +2=0 Ly < L2 — 2L, Ty =—1 Fstobatla | = 4
L3 <+ L3 — L1

Le systéme est incompatible car ’équation 0 = —4 n’a pas de solution.

3x+2y+32=0 y=2x+2z+1 y=2zr+2z+1
{2m—y+2z——1 @{3x+4$+4z+2+3z—0 @{7:6—4—7,2——2
dr+5y+4z=1 4 +10x + 10z +5+42=1 14x + 14z = —4
_ 2
y=2r+2z+1 T="F77
= 5”:_2_2 = 4 3
7 y:—22—?+22+1:?

15.5 a) On calcule :

r+y—z=1 r=2—-2y r=2—-2y r=2—-2y
T+2y=2 < 2-2y+y—2z=1 & —y—z=-1 S y=1—2z
1

20 +22=3 4—-—4y+22z=3 —dy 42z =— 444z +2z2=-1
r=2-2y z=3/6=1/2
S y=1l—-2z &< y=1-1/2=1/2
6z = r=2-1=1

15.5 b) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
T+2y—2z=2 <~ y—z=1 <= —z=1
L3« L3+4L>

Yy
20 —2y+22=3 Lo La—1In —dy+4z=1 0=5
Ls <+ L3 —2Ly

Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 5 n’a pas de solution.

15.5 ¢) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 y=1—4z

T+2y+32=2 = y+4z=1 <:>{ ~ _ _ .

90 13y +2:-3 Lo Lo—ILa e —1 r=—1-42)+2+1=52—1+1=5z
Ls <+ Ls—2Ly
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15.5 d) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
z+2y+az=2 — y+(a+1)z=1 = y+(a+1)z=1
20 +ay+2z=3 Lo Lo—1Ls (a—2)y+42=1 LseLst(@-a)la 4+ (2—-a)(a+1)z=3—-a
L3(—L3—2L1
r+y—z=1 r+y—z=1
S yt+(at+1)z=1 &< y+(a+1)z=1
(4+a+2-d°)z2=3-a (—a®* +a+6)z2=3—a
On factorise le trinome —(a”> — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
_ 3—a 1 _ 1
T “(@+2)(a—3) a+2 a+2
z+y—z=1
a+2—-a—-1 1
D’ou : y+(a+1l)z=1 2N 1 s y= —
=1—(a+1)x
(—a* +a+6)z=3-a v (et )x 335 a@+2 a+2
=1 P —— L _
v=l-y+z o a+2 a+2

15.6 a) On calcule :

r—2z="7 r="T+42z r="T+42z =742z z=-1
20 —y=7 & MU44z—y=7 &< y=7+4z SC y=74+4z &S ¢ y=7—-4=3
20—2z2=17 20 —2=17 144+82—2=17

15.6 b) On calcule :

r—az==c r=c—+ az r=c+az
{ ar—y=-c @{ alc+az)—y=c << y=(a—1)c+a’z
ay—z=c ay—z=c a((afl)c+a2z)fz:c
r=c+az
e y=(a—1)c+ad’z
(@®—1)z=(14a—-d)c

Dans R, I’équation a®-1=0a pour unique solution a = 1 (fonction ¢ — t> strictement croissante). Or a # 1, donc
a® — 1+ 0, on peut déterminer z dans la troisiéme équation.

—a’+a+1 _fa2+a+1
(a—1)(a2+a+1  a3-1

Z=cC C

r=c+az 5 1 9 1
y=(a—1)c+a’z = y:(a—l)c+a2_a I+a+ Lo —atl,

(@®=1)z=0+a—d)c a® -1 a® -1

ot fa2+a+1c az+a71C
T = a =
ad —1 a’ —1

15.7 a) On calcule :

dx+y+z==x 3x+y+2=0 z=-3x—y z=-3r—y

z4+4dy+z=y &< x+3y+2z=0 &< z2+3y—3z—y=0 S =y

r+y+dz=2z2 r+y+32=0 x+y+3x(=3xz—y)=0 —102z =0
Sr=y=2=0
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dr+y+z2=3z z+y+z2z=0
15.7b) Oncalcule: < z4+4y+2=3y << z+y+2=0 Sz=—-x—y
r+y+4z =3z z+y+2=0

15.7 ¢) On calcule :

dx+y+z =6z —2z4+y+2=0 z=2xr—y z=2xr—y
z4+4dy+2=06y ¢ z—2y+2=0 S z—2y+2x—y=0 &< 3r—-3y=0
=0

z+y+4z =062 r+y—22=0 r+y—2x(2x—y) —3z+3y=0

=y
<:>{ z=2r—x==x
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I[Fiche n° 16. Nombres complexes|

Réponses
16.1a)....... 4+ 32i 16.1 g) 419, 16.2¢)........ V3el® 16.2 1) 2605(1)@%

16.32).............
16.1d)............. —  16.3b)...

3 T 16.2b).......... 8e 16.2¢g)........ 10613 16.3¢).. |— —i
16.1f)..... TR
Corrigés

16.1a) On développe : (2 + 6i)(5 + i) = 10 + 2i + 30i + 6i> = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.

16.1¢) On développe :

(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x3i-9)°=(=5-120)° = (5+12i)> =5+ 2 x 5 x 12i — 12° = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du binéme de Newton,

4
2-31)' =) (2) 28 (—31)* "
k=0
= (=3)" + 4 x 2 x (=3i)> + 6 x 2 x (=3i)" +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81+ 216i — 216 — 96i + 16 = —119 + 120i.

1 i i 1
16.1 f)  On utilise 'expression conjuguée : 3.7 B 731;(_31+ o) = 331;2 = 130 10'

2-3i  (2-30)(5—2) 10-4i—15i—6 4 19,

5+2i  (5+2)(5—2)  52+22 29 29"

16.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :

16.2b) Ona|—8 =8et —1=2¢".
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16.2¢) Ona|V3i|=+v3eti=c'%.

. .3 8
26T = 26l T = 26! TIE = 20! F

16.2 f)  On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit

5— 51_5f(f—1f> :5\/§(cosg—isin§).

16.2 g) On calcule | — 5 4 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5 4 5ivV3 = 10(—; + ﬁf) = 10(cos(2§) +isin(%”)).

16.2 h) On écrit que e'% 4% =¢lT (ei(%_%) + ei(%_%)) =¢l7 (ei% + e_i%) = 2cos(%>e%.

On en déduit que I’écriture exponentielle de e 15 4% est 2 cos(%)ei%.

16.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

_ (1++v2+i)? VD 204 v2)i—1 _ 1+2V2+2+2(1+v2)i- 1
(1+v2—1)(1+V2+1) (1+v2)" +1 1+2vV2+2+1
:2+2\/§+2(1+\/§)172(1+\/§)(1+i)7L+L-

442v2 T a20V2+1) VR VR

16.3 ¢) Enfin, z—g+%1—e4 donc z

Comme 2021 =4 x 505+ 1, onae 1 ™ =

5 2021 ;
2021 _ (el%) —e 4T

e505i7‘r+%i — 505i7‘re%i — i%.

132
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IFiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 T iz
17.1 a) ...................... - COS(3$) + §cos(m) 17.2 h) ......................... 927 cosw(—)e 1
4 4 12
1 1 1 T sz
17.1b) e -2 cos(4z) + 5008(23?) -1 17.83a) oo 2cos(12) 1
1 1 3 1 i —ify
17.1 C) R COS(6$) 4= COS(4J}) 2 COS(QZ‘) 4= 17.3 b) ........................... 28111(12) 12
8 4 8 4
sin(9z)  3sin(5z) sin(3z)  3sin(x) 174a) oo ‘40033 — 3cos(x ‘
17.14).. |-SR  2ERen) SRen) Sen
17.4Db).......... 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin® ‘
cos(9z) ~ 3cos(bx) cos(3z)  3cos(x)
17.1¢) 8 ' 8 8 1 38 17.58) i ‘2c05 (2x) cos(z ‘
L. L L. 17.5 b) 2 cos(4x) sin(x)
17.16)....... ~1 sin(11z) + 1 sin(5z) + 3 sin(3x) e
™ 175 C) i ‘QSID x) sin(2 ‘
17.28) 0o 2(:05( ) 13
12 17.5d) e ‘25111 (4z) cos(x ‘
17.2b) (2 cos<77r)>ei51g sin (22 ) sin(2z)
12 1706 ) e R W e
bln(§>
v —T7im
17.2C) i QSin(—)e 12 -
12 178 D) oo sin(8z)
p 2sin(x)
™ 5im
172 ) 2 cos 12)6 P 176 0) [0]
™ ;13w e +1
el 17.7 @) o
17.2€) i 2 cos 12)8 2 a) D)
17.2 f) 2 (1) i%F | 17.7b) Z(e" —2)
........................... sin{ 57 )e
17.208) it C?S(?) o5
Sln(ﬂ)

Corrigés
17.1 a) On calcule :

P e - 1 3i i —ix ir —2ix —3iz
cos®(z) = (e+e> = g(e‘m +3eMTe T 4 3ee M 407 =

17.1 b) On calcule :

cos(2x) sin® (z)

2ix —2ix iz —ix \ 2
(e —|—2e ) (e —Qie ) _ _é(eQim +em2) (e — 24 e72)
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17.1 ¢) On calcule :

2ix —2ix 2 iz —ix 2
2 2 _ (e te e’ —e R R —diz\ [ 2iz —2iz
cos”(2z) sin (x)-( ) ( - ) ——E(e +2+e )(e —2+e )

2 2i
— _% (eﬁiz _ 2e4iz + eQiz + 2e2iz 4 + 26—2iz + e—2iz _ 26—4i3: + e—Gix)
_ 7i (eﬁiz + 676iz _ 2(e4iz + 674”) + 3(62ia: + 672i1) _ 4) — 71 COS(GQT) + 1 COS(4ZC) _ § COS(2£E) + 1
16 8 4 8 4

17.1d) On calcule :

3iz —3iz 2iz —2iz \ 3
- 1 i —3i i i —2i —6i
cos(3z) sin®(2) = (e +2e ) (e 2ie ) :_ﬁ<63w+e HY (e — 3e* 4+ 3e 7T — 70

1 i —9ix iz —bix iz —3ix iz —ix
= (egm—eg’—?)(e5 — e 4 M T L 3(e' — e ))

161
1 1
=3 sin(9z) + %sin(Sm) ~3 sin(3z) — %sin(m).
17.2a) 1466 =12 (eflll —|—elll) = 2COS(%> e'12
———
>0
17.2b) 1460 =e15 (6*71‘2” +e71‘5') = QCOS(E) 13 — (_QCOS(E))e%e’”’ = (—2cos(7—7r))eﬂ?i
12 12 12
—_———
<0
—iZ —i - i —i% ™ ™ —i5—i i —Iix
6 — = 12 12 — 12 — 12 — _— — _— 12 2 = _— 12
17.2¢) e l=e (e e ) e ( 21s1n(12)> 2s1n<12>e 231n(12)e
i i5x 5im 5 T 5im
17.2d) 1+ie'3 =1+¢e'6 =e12 2005(—) =2 s(—)e 12
12 2
iZ i%( —ils i i i i7s +im 7T jlim
—1 — 6 — — 12 12 12 = — —_ 12 — —_— 12 = —_— 12
17.2 e) 1—e e (e +e ) 2cos<12)e 2COS( )e 2cos<12)e
<0
17.2) 1-¢'12 =¢'3 (—21sm(2—>) = 2sin(ﬂ)6124e 2= QSln(ﬂ)eﬂmr
17.2 g) On fait le quotient de a) et f).
17.2h) (1 —|—elﬁ‘)2 = (2cos<1>e‘ﬁ>27 =277 c0527<1>e14
12 12
iz iz 1%+% 1%7% 1%7% 7T ism
17.3a) €35 +ez2=¢"2 | 2 +e 2 —QCOS(E)el
>0
17.3b) €5 —¢'? = elgzg 61%;% —61%;% = —2sin(1>1e51% = 281n(1)651ﬁ712 28111(1) e 12
- - 12 B 12 - 12
———
>0

17.4 a) On calcule :

cos(3z) = Re(e®™) = Re((eix)s) = Re((cos(m) + isin(x))S)
= Re(cos®(z) + 3icos®(z) sin(z) — 3 cos(x) sin®(z) — isin®(x))
= cos’ () — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3cos(z)(1 — cos*(z))

= 4cos’ () — 3cos(z).
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17.4 b) On calcule :

sin(4z) = Im(e"™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos™ () + 4icos® () sin(z) — 6 cos®(x) sin® () — 4i cos(x) sin® () + sin” (z))

= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).

cx+3x

2 (" 4 eim)) = Re(emm2 cos(;r:)) = 2 cos(2z) cos(z).

=
-3
(S}
[V
=
Q
o
@
—~
8
-~
_|_
Q
o
@
—~
w
8
~
Il
=)
jol
—~
CD.-
8
+
@
@
8
—
I
=)
@
~~
CD.-

17.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(x) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e"* + e?* 4 €*'*)

. . . . . . . —_ 4im
= Im(l + e 4 (e™) + (611)3). Or, € # 1 donc 1+ € + (%)% + (e*) = 11 _eeigc .

On utilise maintenant 'astuce de ’arc moitié. On obtient,

sin(z) + sin(2x) + sin(3z) = Im (eiw 21sm(2x)> =Im (eig’; sin(2z)> — sin(%x) sin(2x).

e'2 —2isin(

NE]
N—

17.6 b) Six € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si x est de la forme 7 + 2km avec k € Z, la somme vaut —4.

Sinon, on calcule :
cos(z) 4 cos(3z) 4 cos(5z) + cos(7z) = Re(e” + ¥ 4 &7 4 &77)
_ Re(eiz(l + (e2i1) + (6211)2 + (e2iz)3)).
Or, €% # 1 donc

X . . . 1= 2ix\4 1= 8ix . diz —9isin(4 . in(4
elz(1+ (e21z) + (6211)2 + (e21z)3) :elz (e ) _ elCL‘ (e ) _ iz € ISIH( x) _ dix Sln( .’IJ)

1—e? 1—e2ie — ° ole disin(x) sin(z)

Finalement, on a
cos(4x)sin(4x)  sin(8x)

cos(z) 4 cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) = Sin(z) = Zsin(a)’

17.7 a) On calcule :

/ e’ sin(z) dz = / e"Im(e'”) dz = / Im(e"e'”) dz = Im (/ e dx)
0 0 0 0
A+i)z ™ mim e o .
Im | : =1Im ! =Im(67.1> =Im w
1+i 0 1+i 1+1 2
e" +1

2
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IFiche n° 18. Sommes et produits|

Réponses
181a)......coevnenn. n(n + 2) 18.3b) ..o, 3t 18.6d) ... n2—|— 1
n
18.1D) ... T+ Dm+4) | 183c)................ 5" (nl)? - :
Ja).oooooo. —
18.3d) e [0] ntl
18.1 ¢) n(dbn + 1) - :
e 2 nnt D1 187 b) -
18.4a).............. 5 ) 5 n I3
(n—=2)(n-=")
18.1d)......... 6 18.4 D) ..o [0] 18.8a)................ % +n
18.4¢c)...... 2"t 4 2(1— 2" 3n+1
18.2a)....... n(n + 1;(71 +2) 2 ’n + X ) 18.8b)...eiiin... n( n2—|— )
n?(n+1)2
184d)............ _—
18.2b)... [n(n +1)(n +n +4)] ) 1 18.92) 0o (4 1)
2
9, . 18.52) .......... (n+3)% — 23
18.2¢) cvvvinnnnn. 53 Z-1) 8ot n(n +3)
185Db) ..o, In(n +1) D) 4
5n+1 _ 2n+1
18.2d)........... _ 1 2_q
3 18.5¢) ovvvnnnn.. L] 189 %
7 mn
18.2¢)... | (7" = 1) +n(n+4) 18.5d).eevnennn... (n+1)!—1 18.9 d) .. | Pt D(n? + 130+ )
12
18.20) n+1 18.6a) ..., ot D)
2n 18.9¢€)......... ——In(n!
18.6 D). ..o, °) g mih
183a). . .ccoeeei.... 24— p+l
1 ) —
18.6 C) . ~l 189 nin+ 1)6(4" D
Corrigés
n+2 n+2
18.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nZl =n+2-14+1)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
18.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk =17x (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ 1;(n + 4).
k=2
18.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
D @Bktn-1)=3Y k+(n-1)) 1= w—kn(n—l) = @
k=1 k=1 k=1
18.1 d) On utilise la linéarité de la somme :
n—1 n—1 n—1 n—1
=Y 1N oyt - _ =20t g, gy (=200
> () - 4)3<;k 4;1>3< ; sn—z)) - @=DO=T)
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18.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1)= Z K+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 4+ 1)2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : ; k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

18.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

S (kR +2) =43 K +8Y k= 4"2(": D s"("; D (4 1)(n(n+1) +4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1—3n =2+ 9
18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a 23'“ =3 13 = 5(3” 1)
k=2

18.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

kb h a2\ 1= (ot (2 -
225 A— Zz’“s’“:5 Z(g) =5 3 =5ntt :;:’ = 2
k=0 k=0 k=0 5

18.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

i _ K - - =1 n(n+1)  Tin
DT +ak—n+2)= 744 k+(-n+2)> 1=7 sttt n= (T =D 4t
k=1 k=1 k=1 k=1
s . 1 2 n 1« n+1
18.2 f)  On utilise la formule suivante ﬁ+—2+ +ﬁ ?;k— o

k=1

18.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a

k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

oo . "o
ZE_Zank:ZE_Z}‘
k=1 k=1 k=1 j=1
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18.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2y i 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 1—2"
_ ‘0l _ n — _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2")
Jj=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3_n (n+1)
18.4d) Ona) (k-2)°= = T
k=3 7j=1
18.5 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
D+1)P -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

18.5¢c) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
)P ol L£5 G § PR o U5 SRS S N o [ MNND S O S
P (k+1)!_,€,1 (k+1)! _kﬂ (k+1)!  (k+1)! _kil Ko (k+1D!| (n+ 1)

18.5d) En écrivant k=k+1—1,0ona:

D hxE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—k]=(n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
18.6 a) Onécritn%:%x%x ”lenirl_rwﬂ

2%k+1 3 5 7T 2n—1)4+1 _ 2n+1
= — X - X=X X X
Hop—3~ 17173 2(n—1)—3  2n—3
2(n—1 1 2 1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n°.
18.6 ¢) En mettant au méme dénominateur g(l-i)—g(kkl);xgx Xn;lf%

18.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

— 1 k2 —1 (k= 1)(k+1) k-1 Tk
0~ 5) -11("% >:H2kxk :<Hk>><<kl_[2k>
nfl)x(?; %X‘..Xn+1>:ixn;rl:n;;1
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1 b
18.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a RUESY = % + Pl En réduisant au méme dénomi-

nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

1 1 1 1
D’ou —_ = - — =1- en reconnaissant une somme télescopique.
> % T — piq

18.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a ) =7 2 tirs
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

D’ou Z 1 = Y ! — L _ l — ———, en reconnaissant une somme télescopique
~(h+2)(k+3) 4=k+2 k+3 2 n+3 prate.

2n
Z(_l)kk2: Z (—l)kki2+ Z (_l)kk2: Z k2+ Z (_
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n
k pair k impair k pair k impair
n n—1 n—1
=> @)= @+1)° Z4p = (497 +ap+1)
p=0 p=0 p=0
n—1 n—1 n—1
—4§:p—4§:p-4§:p }:1—@1—4 (21)—n:%f+n
=4n?2

18.8 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k,n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1
n 2n
_ _n(n+1) _n(n+1) 2 n(3n+1)
_;k+k;rln_ 3 +n2n—(n+1)+1] = 5 +n” = 5 .

18.9 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

B

Jj=1

18.9 b) On somme d’abord sur 'indice ¢ ; on calcule donc

_ j@+1 + 1) 1 1 _n(n+3)
> s ZZ Z ZZ Z 521“ s k=—7
1<z<]§n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
18.9 ¢) Il faut faire attention a l'inégalité stricte :
n j—1 n 1)
J— L.
S 63X (S 5 - [ i)
1<i<j<n j=2 i=1 Jj=2
(35 1 3[x= 3 2 —
S0 -] =3 (-2 <3| () - ()
j=2 Jj=2 Jj=2 Jj=1 Jj=1
_3 [n(n+1)(2n—|—l) B n(n+1):| S 3nn+1)2n+1-3) nnr+1)n-1)  nnr?-1)

6 2 3x2x2 - 2 2
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18.9 d) On développe d’abord puis on choisit 'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

SooGH)t= Y @EH2j+)= > 42 > i+ 5

1<i<isn 1<isysn 1<isgsn 1<isgsn 1<i<isn
n J n J n n n J n J
() e (L) o (B) - (v ) e () e ()
i=1 \ j=i =1 \i=1 j=1 \i=1 = = j— i=1 = i=1

—i¢2(ni+1)+22jj(j;1)+ij Z (n+1) -4 +2;] i )JFM
(n+1 Z ZZ+ZJ +Z L ”+1)

_ (n+2)n(n+ 1)6(2n+1) L (n4—|— 1)?
~ n(n+1)(7Tn® + 13n + 4)
N 12 '

18.9 ¢) On calcule :

Z In(i/) = Z JIn(7) (Z]) (Zln )-Tl(rgmln(Hi)—n(n;l)ln(n!).

18.9 f) On fait une sommation par paquets :

Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max (i, j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<ign 1<j=i<n
n
= Dt D i)
1<i<j<n 1<j<ikn i=1
n j—1
n+ s
:25 E ) + ———— par symétrie
Jj=2 i=1

—ZZJ]—I 7—22‘]]—1 ;_1)

{n(n +1)(@2n+1) n(m+1)

n(n+1)
5 =

(]

+
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- 5 - - -
Réponses
19.1a).....covieninen. 10 100 —1(n—-2 19.5d) ...t 12 x 15"
) 19.3b) ..., n(n—1)(n-2) )
19.1b) i 720 6 5]
n
1 k+1 19.6a) ......... 2><Z< )
193c¢)....oiil
19.1C). i, % c) p— =\
19.1d) .o 19.3d)......... (n+2)(n+1) 19.6b) ..o, 2n !
19.1€) i 195 ¢) 1 19.78) oo
Be) i —_—
]
19.10) o 140 EDH ey I
9! n! x (n—3) n—2
19.28) i s 1930 gz | 19T n(n+1)2
antl 1
9 (n+1)3 19.7d) ..o
19.2b) .o 194a)........... _—
) <4) 2) n X (n+2)! ntl
2n
19.2¢) i 2" x n! 19.4 b) 3B3n+2)(3n+1) 19.8a). ..ottt .
A4b)..... @ (n+ 1)
(2n+1)!
19.2d).....eennn. n N2
on x nl 19.5a) o ciiiiii 19.8Db)............. Z (k)
-1 19.5b) o =0
19.32) oiiiii.. ”(”2 ) ) [o]
19.5¢) e 19.8¢).. 2n
n
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
19.1 a) On calcule : oI = o0l = 001 = 101 x 100 = 10100.
! !
19.1b) On calcule : % = w =10 x 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
19:1¢) Oncalewle: 7= 5 = 5501 "5~ 5l 5 5xdx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
19.1 d) On calcule : <2> Y Y R 15.
8 8! 8XT7x6x5 8xT7x6
19.1 ¢) Oncalcule.(3>—3!><5'— TRV = ~3%3 =8 x 7=56.
7 7! AXxTx6xbx4x3 7Tx6xbx4
19.1 f) On calcule : 4 x (4) =4x TRV R EIE] 533 = 140.
1
19.2 a) Pardéﬁnition,9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!><6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:%.
!
19.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 Xx 9 = % Or, 2 x 3 x 4 = 4!. Ainsi,

6><7><8><9_g! 1
2x3x4

0-0)

AT
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19.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- x (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2X4x6x---x(2n)=2"x(1x2x3x---xn)=2"xnl

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a
(2n+1)! (2n+1)!

3XHEXTX--x(2n+1)

:2><4><6><~--><(2n) 27 xnl
s n n! nx(n—1)xnmn-2) nn-1)
19.3 Par définit = = =
8), Par définition, (2) 0% (n— 2)! 2% (n— 2)! 2

PP n\ _ n! nx(n—1)xn-=-2)x(n-3)! n(n-1)(n-2)
19.3 b) Par définition, (3> = X (no3) 3% (n—3)! = 5
19.3 ¢) On calcule
(v) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
ny Tl :k'x(n—k)' % n!
(k+1) FFDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k+1
Tk xm-kxmh-k—-1)!" n—k

19.3 d) On calcule = o =Mn+2)(n+1)
L . . . n  n+l n _ (n+l)—-n 1
19.83 ) On réduit au méme dénominateur T mrD) it xnl mEDl . mEDl it

19.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl (m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1)  92n 92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

19.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, a savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)

n!  nlx2n(n+1)(n+2)
1 . n+2
2nx (n+ 1) 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x(n+2)! 2x(n+2)!'xn’

Do,
1 1 1 2nn+1)(n+2)+n+2+n
— + + =
n!l 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+1D(nn+2)+1)  (n+1)(n”+2n+1)
- 2n x (n+2)! N n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

A ) T 2x et nxm+2)l
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19.4b) Ona

B(n+1))! . (B3n)! (3n+3)! a®™ x (nh)?
a3t % (n+ )3 * a3 x (n))?  a® 3 x ((n+1)!)3 % 3Bn)!
Or,
Bn+3)!=0Bn+3)x(Bn+2)x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — aSn % (13
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
Br+D) 3 @BrnE3)Br+2BEn+)
a3+ x ((n4+1)1)3 * adn x (nl)3 a’® x (n+1)3
C3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
N a® X (n+1)3 - ad(n+1)2
19.5 a) On constate que i 2k (Z) = " (k) Fx1m P =241 =3"
k=0 k=0

k=0

19.5d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 __ 2 k n n+1 n—k
Zz <k>><3 _22 x 2 ><<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n+1 n\ K n—k
=4x3 x;(k)2 x 3

=4x3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

19.6a) On développe (1+1)" +(1—1)" =Y <:> +> (=1 (Z) =3 (Z) (14 (=1)%).

k=0 k=0 k=0

Or, 1+ (—l)k = 2sik est pairet 1+ (—l)k = 0 si k est impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +(-1" =) (Z) x2=2xY (:)

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,onaalorsOéQpénetdoncOépgg.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
L5 L5)
n n n
= t (1+1)" 1-1)"=2
2 ()= (5) = orvrooreny (3)
keP p=0 p=0
L5 1
19.6 b) On déduit de la premiére question que Z (;p) = 5((1 + D) (1 -1 =2"""
p=0
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19.7 a) On développe (14 2)" = (n) #*. On évalue en z = 1 pour obtenir (14 1)" = (n>

Ainsi, Y (Z) — 9",
k=0

19.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1 +z)" = (n) z".

On obtient n(1 +z)" ' = Z (Z) X kx a7t

k=1

On évalue en z = 1 pour obtenir n(1+1)""" = (Z) x k. Ainsi, Z (Z) x k= (Z) X k=n2"""1.

19.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" <n> z*.

On obtient n(n — 1)(1 4+ z)" > = <Z> X kx (k—1)xz"2.

k=2
n

Z _ . _ n—2 __ n _ . . n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx(k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".

k=2 k=2

Or, par linéarité, on a Z (’;) xkx(k—1)= <Z> xkx(k—1)= Z (:) S Z (Z) x k. Donc,

k=2 k=0 k=0

n

(Z) x k=" (Z) xkx(k—1)+ (Z) xk=n(n—1)2""24n2""" =n(n+1)2""2

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n—|—1( +) n+1 ()X v

On évalue en x = 1 pour obtenir

2n
2 2
19.8 a) On développe (14 z)*" = ( n) 2¥. Ainsi, le coefficient de z™ vaut (:)

19.8 b) On obtient une contribution en =™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I’on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales & n. Or, (1+x)" x (1+z)" = <Z (Z) mk> X (Z (Z) x"_k> .

k=0 k=0
n 2
. n n
Donc, le coefficient de =" vaut kgio (k) .
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IFiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
20.18) .o T 2040 @) | 20.74d). [[- 4+ V15), 4+ VI5))|
i e L O ln(z)
20.1b) e o 20.7¢)..... [1n(3 + V10), +oo
n
] 204 d)....oiiia..
201 C) e T ) In(20/3) 1
E3 20.7€) ......... —00, 5 In(3)
20.1 d) K| 1n(¢§*1)
F i 20-5&) ............ ln(2) 20.83) ’x}—)ln(2)>{2l+2x‘
™ T T
20.1 e) ...................... Z 1 20.8 b) i 15 1“(3/v5) +3%1n(3)
L= ] 20.5b) ...l 0; 3 (57 +1)?
201 ). oo g e 20.8¢)...... [z~ (in(z) + 12"
n(2
- 20.5C) i, 1-— pon
20.28) i n@3) | 20.8d). |ar W e —c
20.2b) .o [0] ln(ﬁ,l) -
51 205d)....... 2 20.9a)....... s 2 -
20.2C) . E In(3) -z
11 20:6) 20.9 b)... [z ch?(z) 4 sh?(z)
20.2d). ..o E 20.6b) ..t @ 5
1 —th*(x)
209¢)........ T ———
20.2 ¢) B 206¢).......... {2km, ke Z} 1+ th(z)
28 1
— 2064). {2 +2kr, keZ) 20.9 d).... [ sh(z)ch(ch(z)) |
20.2 f) ...................... g U{% + 2](371', k € Z} 20.10 a) ................ T 0
1
20.38) . eireeiii.. shz+y)|  206¢) | 3THm R 2010 B) oo imal
U{W—%-{-Zkﬂ', kEZ} ) ) ) o
20.11 a) |z~ (In(z) +1)z"e™ "
20.3b) ... ch(z —
) Sl R £) e X
In(2 20.11 b). shiz !
20.4a) . n(2) 20.7 a). | {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)} ) |= ch(z)? 2, /In(ch(z))
In(3)
20.4b) oo 20.7Db). ..o In(1+ v2) 20.11¢)........ x — arcsin(z)
1
20.7C)erveiieee, Ji@)| 20 ). v > arctan(z)
Corrigés
arcsin(%) s
20.1b) Oncalcule: ———+% =2 =2,
arccos(Tg) 6
20.1 ¢) On remarque que arccos<12> = arccos(\/§\/§\/§> = arccos(?) = Z
X
) =we(G5) =) =
20.1 d) On remarque que arctan ( =arctan| — | = arctan| %= | = —.
3 V3 \/7?7 6
1 1 m
20.1 f) On remarque que arccos(g + 7> = arccos(§> =3
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20.2 ¢c) On calcule : ch(In(2)) = 5 5 =1
In(3) _ ,—1In(3) 3_1 8 4
20.2d) On calcule : sh(In(3)) = < 26 =—2=2=2
In(2/3) | o~In(2/3) 243 13
20.2 €) On calcule : ch(In(2/3)) = € +26 =3 5 2 — % = %
In(2) _ ,—1In(2) 9_ 1 3 3
e e
20.2 f)  On sait que th(In(2)) = - —— = 2 =2 =C,
e e~ 241 2 5
20.3 a) Développons :
ef+e eV —eV e¥fe Ve —e"
ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) = 5 5 + 3 5
(e e — ) (e 4 e — )
B 4
Y _ oYy o¥mT _ o= (wty) 4 qrty gy | oy o (zty)
B 4

2%ty _ 9= (@+y)
= T sh(z+y).

20.4 a) Soit = € R. Alors on a les équivalences 3" = % < In(3%) = 111(%) < zln(3) =2zIn(3)—1n(2) © = = )
20.4 b) Soit x € R. Alors on a les équivalences 4" =2 x 2* & 2zIln(2) = (z+ 1) In(2) &2z =2+ 1<z =1

20.4 c) Soit z € R.

Alors on a I’équivalence 2” = 3.4 < z1n(2) = In(3) + 22 In(2) & = =

20.4 d) Soit z € R. Alors

10%" =4 x 5" x 9% < In(10°") = In(4 x 5% x 92) & 221n(10) = In(4) + zIn(5) + gln(Q)

2In(3)\ _ In(4) _ @)
- ) =ln4) &z = 21n(2) +In(5) —In(3) ~ In(20/3)"

Sz (2 In(5) + 21n(2) — In(5)

20.5a) Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X 4+ X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

—1++17 V17T -1 \/17—1<:>

1+ 16 = 17, d’ou deux racines, 5

. Seule la racine

z1n(2) :ln(\/Tz_l> Sx = @

est positive, donc 2° +4° =4 & 2% =

20.5b) Soit 2 € R. Notons X =47, Alors 16° —3x 4" +2=0 X’ -3X4+2=0 (X —-1)(X —-2) =0 4" =
10u4z:2<:>x:00u:r:%.
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20.5 ¢) Soit x € R. Posons X = 3”.
Alors on a I’équivalence 2 x 9" —3* -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 1 +4 x 2 x 3 = 25,

3 3
donc les deux solutions de I’équation sont , i.e. 3 et —1. La seule solution positive est > donc 2x 9° -3 -3 &

—_
=]

—~
DO

~

3 g o rhB) =hE) @) oz—1-

20.5 d) Soit z € R. Posons X = 3”.

Alors on a 'équivalence 3° +3** —1 =0 < X? 4+ X —1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+4 = 5, donc les deux

71;: 5. La seule solution positive est \/527 ! \/527 ! =

solutions de I’équation sont

z1n(3) —ln(\/52_ 1).

,donc 3" +3* -1 =0« 3" =

20.6 a) Ici, pas de calcul : arcsin(1) = g et, par stricte croissance de arcsin, l'unique solution est 1.

20.6 b) Soit = € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) = 0 < arccos(z) = g + km, k € Z. Mais comme arccos est & valeurs

dans [0, 7], cos(arccos(z)) = 0 < arccos(x) =

arcsin(sin(z)) = % & sin(z) = sin<7> S e {% + 2km, k € Z} U {7r - % + 2km, k € Z}

20.7 a) Soit € R. On pose X = e”. Alors on a les équivalences (comme e” > 0)

xT —x - 1
ch(x):\/gﬁ%:\/5<:>e‘+e77“:2\f5<:>X+Y:2\/3<:>X2+1:2\/5X<:>X2—2\/3X+1:O.

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 —4 = 16, donc les deux solutions de ’équation

2v/5+4 ,
sont \[T = /5 £ 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc ’équivalence ch(z) = Ve =vVE+2a 1z =

In(v/5 & 2). Ainsi, les deux solutions sont {In(v/5 — 2);In(v/5 + 2)}

— X
20.7 b) Soit x € R. On pose X = ¢”. Alors sh(z) = 1 & % =1«

24+/8
2

1
2X =1 X?-2X -1=0, de

discriminant 4 + 4 = 8, de solutions

1+vV2 e z=1In(1+2).

= 1+ /2. La seule solution positive est 1+ v/2, donc sh(z) = 1 & ¢* =

1 e —e 1 X—-% 1 2 1, 2
§X2 — g =04 X° =24 X =+V2. Ainsi, la seule solution positive étant v/2, th(z) & ¢” = V2 &z = %ln(2)
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X+ %
20.7 d) Soit z € R. On pose X = €”. Alors ch(z) < 4 & X

<4 X2+1<8X e X2-8X+1<0.

+2v1
Ce polyndéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines 8£2v15 = 4 + V/15. Les deux racines sont

positives, donc ch(z) < 4 & 4 — V15e” < 4+ V15 & In(4 — vV15) < =z < In(4 + V15). On remarque ensuite que
1 4+ V15

VB Govmarve Y

6 + 2410
du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines ————— = 3 £+ v/ 10. La premieére racine est négative,
la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) > 3 <= € > 3+ V10 < = > In(3 + V10).

20.7 f) Soit x € R, posons X = e”. Alors, on a
1 X—% 1 X?2-1 1
th(z) < = X<z <
2 X+% 2 X241 "2
X% 41
—=xto1< 2t x? 3¢0
1
<:>X2<3<:>e2x<3<:>x<§1n(3).
20.8 a)

On n’oublie pas que 2° = ") Donc la dérivée de z — 2% est z — In(2).2"

20.8 ¢) On éerit que z° = ™). Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ™)
20.8 d) On dérive un quotient : en notant f la fonction et si x €] — 1, 1],
1 1 .
f) i arccos(z) + it arcsin(z) - .
arccos(z)? 2¢/1 — 22 arccos(z)?
20.9 a) On dérive une composée = — 2x =
—z
20.9 ¢) Il s’agit de dériver th :
th' () = ch(z)ch(x) — sh(x)sh(z) _ ch(z)? — sh(zx)? —1_ sh(z)? — 1 th(z)”.
ch(x)? ch(x)? ch(x)?
La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.
. - e 1 1
20.10 a) La fonction est dérivable sur | — 1,1[ et sa dérivée est z — - =
Vi—z2 J1-—22
. - * (s -1 1 1 1
20.10 b) La fonction est dérivable sur R* et sa dérivée est x — — =

- ~0.
1+x2+x21+(1)2 1422 22+1

20.11 a) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de cette fonction est z +— (In(z) + 1)z F'(z") = (In(z) +
1)"6167(136)2 = (In(z) + 1)%’167121.

20.11 b) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de = — In(ch(z)) est z — Egg = th(z)
Donc, la dérivée de x — F(4/In(ch(z))) est
NN sh(z) 1 o= In(eh(@) _ Sh($)2 1
ch(z) 2,/In(ch(z)) ch(z)? 2, /In(ch(x))
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IFiche n° 21. Suites numeériques|

Réponses
21.1a) i E 2L6a). . 21.9 a) V5
21.6b). ... 0000] T 5
2L1Db) e 21.6C)ernirinann, 2001 0 15
21 ¢) (2n+5)-2" 1 21.6d)... 10 201 25
5 71 21.10a)........... 3" 4 (—2)"
21.78) i —
. 93n+2
21.14d)...... 3(2n + 15) 2 24] 21.10b). e 211
1
21.7Db) - (1+v2)"—(1-v2)"
21.28) ) Y1 21.11 a) >
21.2Db) .o 29
) gl 21.82) ciiiiiiiiii 5% 2111 b) 2v/2
1
21.3a). i 28 2069 21.12a). ..o 257
21.3b) . i ZL8Db). 512 | 21.12b)............ 65 537
21.48) oo 2180 3 21.12C) . i
O C). i —_—
21.4Db) .. 1024 21.12d). ... Py —2
21.5a) ...l 2nln(n 6141 n
) ( ) 21.8 d) .................. @ 21.12 e) ......... F71+1 _|_22 +1
21.5b) .. ... 4nln(2
) nIn(2n) 2112 ) oo Froio
Corrigés
211 a) w— 220 T3 g0z _ 12
5 5
21.1 b) u1—2xé+3 942 _ 2 g g
n+3
M) up = 2EDES ot (2nE5) -2
5 5
i 3n+2
21_1d) usn:2X3n+3X25n+273(2n+1) 2
5 5
21.2a) wu; =2x1+3=5etups=2x5+3=13.
21.2 b) On calcule : uzg =2 x 1343 = 29.
21.3a) wvs=1\/VV2=27%2%3 = 23% — 97
21.31b) v —2(3)° =23 — o
1 .
21.4 a) w17§><2:f:Qet,dememe,wQ:Q.
21.4 b) 1l faudrait formaliser une preuve par récurrence.
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21.5a) ta, =In((2n)°") — In(2°") = 2n1n(2) + 2n1In(n) — 2n1n(2) = 2nIn(n).

100 x (1 +199) 100 x 200

21.6b) s100 = =100 = 10 000.

101 x (1 + 201) _ 101 x 202 — 1012 = 10 201.

2 2
217a)bm _bm;bm_ggjfﬁgjéz ......................................................................................
217b)r_u102_u101_;1_§_214 ......................................................................................................
21.8a) go=3X (%)9—2%—5—?2

21.8b) o010 = go X 11__2? = 621;3 1_3 X512023 - 3501629.

2'' — 1 3x2047 6141
211 T 1024 © 1024°

21.10 a) L’équation caractéristique est r> —r — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = a3" + (—2)" avec

a+p=1
3a—28=1

a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire { dont les solutions sont @ = = 1.

5 5

21.10 b) D’apres le a) : us = 3° 4 (—2)° = 3° — 2° = 211.

21.11 a) L’équation caractéristique est ici 7> —2r—1 = 0. Ses racines sont 14+v/2 et 1—v/2 et v, = A(14+v2)" +u(1-v2)"
1

1
avec A, € R. Les conditions initiales donnent ici A = 5 et = —5

21.11 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : v2 = 2v1 +vg = 2V/2.

(1+Vv2)-(1-v2)? 34+2v/2-(3-2v2) _
5 = 5 = 2V/2.

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =
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21.12¢) (Fr1—172+1= (22"_1) +1=2""""2 419" L 1=-F,.

21.12d) F, x (F, —2) = (22" + 1) (22” - 1) = (22"+1 - 1) = Fo1—2.

n+1 n+1
21.12f) Frpy —2(Fn— 1) =Fny2+2-2° —2(Fpy1 —1) = Fpyo +2-2°
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IFiche n° 22. Développements limités|

Réponses
3 l’4
22,1 8) 3x—x2+7—7+x30(a:4)
3, 11, 25, .
22 L D) i x—2x+6x—12aj —&—mgo(a:)
13 fL’5
22, L € e TR HO( )
3 5 6
2 XL T 6
22,1 ) x4+ a°+ 3 T30 90 JL_g)o(x)

Tex®  2447ex*
2.2 ) - = — O (2°
2) S 7 S T e RSP

1 2 1 4 19 6 7
22.2 b) ............................................................... 1 Zx %x %x +T(—)>O(x )

2202 )t e(1+ix—x2—5ix3) + o (2%)
6 z—0
22.2 d) 1—x+§(x—1)2+ o ((z—1)?)
2 ) 5 9,
32 T\ 2 T\ 2
223 8) . oo ) (== %)
3a) g \#—3 +m2g< T3
2 3 4
22.8 b)) vez(e- ) r2(e-3) 4565 e 0, ((-3))
22.3 ¢) 1+7r—2( 1)4 12( E)6+ 0 ( 5)7
.............................................. 3 X D) 48 x D) m%% x D)
1 1 1
2204 8) L ——t = — o2 2
2) 20 12wt TS

1 1 ) 5

224 D) —_——t — - —
) x2 3 6zt 62 2ot

2¢ 32?2  4x3 -t

()
22,4 C) L —1n(x)+1—i+i—i+ 0 (2)
(=)

e” Te*
224 A) e — -
) ¢ (e T 36:1:2) TS

Corrigés

22.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties régulieres des dévelopements limités a 'ordre 4 en 0 de sin(x) et

2 3 4 . 23 . . R
In(1 4+ z). On écrit done f(z)=2({z— =+ —=—=—+ o (") |+z—=—+ o (z")=3z—z"+—=———=+4+ o (z")
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22.1 b) 1l suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des dévelopements limités & 'ordre 4 en 0 de In(1 + ) et

1 et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité a 'odre 3 de 1
T T
suffit puisque celui de In(1 4 x) & son terme constant nul. On écrit donc

> .3 4
f(z) = <m_x+a;_i+ o (gc4))<1—w+m2—m3+ o (m3)) :m—§x2+11w3—%x4+ o (z*).

z—0

22.1d) 1 suffit d’écrire :

22.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In

+
2 3 4 2 3 4
a:(1+x)ﬂlc—exp(1n(1+m)>—exp<1;+x f%er + O(xs))—eexp<x %f%+%+ O(m5)).

—~~
—_

xT

2
. 1 z 2z 2 2t 1 x? z° 2 1 z
Puis: (1+z)= =e| 1+ _§+§_Z+€ +5 — +§— + = ——+§

N8

Observez qu’il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie réguliere du développement limité de

In(1+ z) . N L

———= selon la puissance a laquelle on la considere.
T

R 1 ex l1lex? Tex®  2447cx’ 5
Dot s (1+2)" =e— o+ — = — —+ -~ + O (a”).
22.2b) Ona
22 gt 28 7
cos@) =1 =5+ 57 =735 +.9,@)
_ 1 1. o 1 - 3 Y
\/ﬂf1+2(u 1) 8( 1) +16(u 1) +u91((u )%
puis
1 z2 2t 8 1 22 gt 2 1 x> ’ 7
(x)=1+ -2+ 2 =~ | _ _r 4z e
cos(e) +2< 5 tor 7o) s\ "2 Tai) Tie\Tz) T
15 1 4 19 ¢ 7
=1-2a2%— gt =2 .
17 796" " ame0” .2
iz . x2 _£C3 3 x (.’L‘ — 1)2 (:L‘ — 1)3 3
22.2¢) Ona:e 71+1x—7—1€+zgo(x)ete =ete(zr—1)+e 5 te +zgl((z—1)).

a? i
2 2 6 z—0 z—0
s . N In(2 — ) - TR
22.2 d) Etablir lexistence et donner le développement limité de f(z) = — 2 e 1 & lordre 2, revient a le
In(1— ?
faire, en 0 & 'ordre 2, pour lapplication g définie par g(t) = f(1+1t) = u Orln(l—t)=—t— = + o (%) et
(1 + t)2 2 t—0
LI (17t+ o (t))2—172t+ o (). Dot g(t) = 7t7ﬁ+ o (%) (172t+ 0 (t)) — 4321 o (t%)
(1 + t)2 N t—0 - t—0" g - 2 t—0 t—0 o 2 t—0
3
et flx)=g(z—1)=1-a+-(x—-1)°+ o ((x—l)g),
2 z—1
1 V3 ,
22.3 a) La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) = 5”5 (:/v — f) + o (:r — —) (observez que l'ordre 1
=%

sera suffisant!) et
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3
22.3 b) On sait que tan(t) =t + % + Oo(t4). Ainsi,
t—

3

t
1+t+—+ O (1% 3
1+ tan(t t 4
tan(t—t—z) _ Latan(t) 3 20 (1441 4+ 0@ (1+t+t2+—t3+ 0 (t4)>
4 1 — tan(t) t 3 t=0 3 t—0
1—-t——=+ O (t*)
3 t—0
4242+ 584 0 (th).
3 t—0
m\2? 8 3 m\*
D’ou finalement tan(z) =1+ 2(;10 — 7) —|—2<az — f) + 7<1’ — f) + O (m — f)
. 1 m\?2 1 m\4 m\°
22.3 ¢) La formule de Taylor-Young affirme que sin(z) = 1—= (m — 7) +— (:c — f) + o <ZE — —) (observez
2 2) T21 2) "0z 2
1
que Vordre 5 sera suffisant!) et cos(t) = —1 + E(t -1+ o ((t — 77)3) (observez que l'ordre 3 sera suffisant !).
t—m
D’ou :
T ™\ A m\7
cos(msin(z)) = —1+ 2(_2( -3) *ail—3) ) +13g((5”‘ 3) >
I )
- 8 2 48 2 e 2
224a) Ona
11 1 1
z(e —1) 22 N . 22
S G IR TP
22 T 2 20 7 )
1y 2 L
Tt ot am Lo
WY NS R Y NS R O £ - 3+(x)4+ o (z%)
S22\ 2 6 24 120 26 24 6 2 20
_ 1.1 _ 1 2 (m2)
2¢ 12 720 z—0
n(3)
sin( =
22.4 b) Etablir l'existence et donner le développement limité de f(z) = _:61 , en +o0o a lordre 5, revient a le
x
1 tsin(t t* ~
faire, en 0 & Vordre 5, pour l'application g définie par g(t) = f(;) = Slj_(t). Or tsin(t) = t* — 3 + tOO(tf’) et
—
1 D,4_0 0

1
——— = 1—t+2 =+ O (t*). Doug(t) =t —t*+ 2t* = Z£°+ O (%), puis f(z) = = — =+ — — —+
t—0 6 6 t—0

22.4 ¢) Ona:xln(x—|—1)—(x—|—1)ln(x):—ln(x)—l—xln(l—&—%) =—Ihnz)+l1-—+-——-—-—+ o (i)

— exp| 22 l _ i + L _ i + o <i)
- xp r 222 373  4dxt  sotoo\z?
— e T ex ifiJr o (i)

- P 333 4332 Tr—+oo 3;‘2

e E 2 6)
- 3x 36.’1)2 T—400 ZE2
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IFiche n° 23. Arithmeétique|

Réponses
23.1a)......... 6,7)] 234 ... 23.7a)....... (-5,2)|  23.94d).
23.1b)....... (—7,2)] 285a).......... 154]  2371b).. [8 (mod 13)] 23.10a)..........
23.1c¢)....... (—6,7) 23.5b)........... 65 23.7 ¢).. |11 (mod 13) 23.10b)...........

23.22)............ 23.5 ) 1 23.8 b).. | (2023,6400) 7
23.2b)............. 29 160 23.9a)... 23.11 d)
D88 8).rs v ORI LI 2L

23.3b)............. 23.6b)...... (12,30) | 939¢).. . BxAT]  asa1f)..........

24 24
23.2a) 524 =26d+r avec 0 < r < d. On en déduit que 26d < 524 < 27d et 52—7 <d< 5276 D’ou d = 20.

23.3b) 3°=4= -1 (mod 5) dott 3* = (-=1)> = 1 (mod 5). Le reste de 3" modulo 5 dépend du reste de n modulo
4. Puisque 2 022 = 505 x 4 +2 =2 (mod 4) alors 3> °** = 3> =4 (mod 5).

23.4 2023 = 3 (mod 10) et 3° =9 = —1 (mod 10), par conséquent 3* = (—1)> = 1 (mod 10). Les restes modulo
10 des puissances de 3 sont périodiques de période 4. Puisque 2 022 = 505 x 4 +2 = 2 (mod 4) alors Vn > 2,2 022" =0

(mod 4). Finalement 2 0232022 =30 = (mod 10).

23.5 a) L’algorithme d’Euclide s’écrit ici: 10 010 = 3x2 77241 694, 2 772 = 1x 1 694+1 078, 1 694 = 1x1 0784616,
1078 =1 x 616 + 462, 616 = 1 x 462 + 154 et 462 = 3 x 154 + 0. Le dernier reste non nul est 10 010 A 2 772 = 154.
10001 _ 65

2772 18"

23.5b) En utilisant le résultat du a), on établit que 10 001 = 154 x 65 et 2 772 = 154 x 18 d’ou
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23.5 ¢) L’algorithme d’Euclide pour 729 et 360 donne : 729 = 2 x 360 + 9 et 360 = 40 x 94 0. D’ott 729 A 360 = 9
et, comme a X b= (a Ab) X (a Vb), 729V 360 = M =40 x 729 = 29 160.

Ces calculs (et surtout les calculs fractionnaires) auraient été plus digestes en utilisant la décomposition en facteurs
premiers des deux entiers : 360 = 36 x 10 = 23 x 3% x 5 et 729 = 3°. Ainsi 729 v 360 = 2° x 3° x 5... Il faut néanmoins

effectuer ce produit d’une fagon ou d’une autre.

360 360 729 729

t—— W\ _—
7297360 9 Oet 739 n360 ~ 9
2 81 2x40 81780 1

1
360 729 360x81 T729x40 29160 29 160"

23.5 d) D’aprés les calculs faits au c), puisque = 81, on réduit au méme

dénominateur :

23.6 a) Puisque aAb = 24, il existe (z,y) € N? premiers entre eux tels que a = 24z et b = 24y. Le systéme s’écrit alors

(24x)° — (24y)® = 247 x 17 (@@ —y =17
cAy=1 st cAy=1

de 17. Puisque x et y sont des naturels, on a © — y < = + y et donc nécessairement x + y = 17 et z — y = 1. On obtient

une unique solution : (z,y) = (9,8). On vérifie que (a,b) = (216,192) est bien ('unique!) solution du systéme de départ.

. Ainsi les deux entiers = + y et x — y sont-ils des diviseurs

a x b= 360
23.6 b) Puisque Y(a,b) € Z*,ab = (a Ab) x (a \V b), le systéme de 1’énoncé équivaut & ¢ a A b= 6 . Posons a = 6z
6<a<b
zy =10
et b = 6y de sorte que x Ay = 1. On obtient le systéme équivalent ¢ z Ay =1
l<z<y

Puisque 10 =2 x 5 et 1 < z < y, la seule solution du systeéme est (z,y) = (2,5) et, par conséquent (a,b) = (12, 30).

23.7 a) L’algorithme d’Euclide pour 13 et 5 donne : 13=2x5+3; 5=1x3+2; 3=1x2+1. On "remonte" ces
égalités : 1 =3—-1x2=3—-(5—-1x3)=2x3—-1x5=2x%x(13—-2x5)—1x5=2x13—-5x5. Et (—5,2) est solution.

23.7¢) b5x+4=7 (mod13) <= 5z = 3 (mod 13). On en déduit que 8 X 5z = 8 x 3 = 24 = 11 (mod 13) et,
puisque 8 est l'inverse de 5 modulo 13, que = 11 (mod 13). Réciproquement, on vérifie que tous les entiers congrus a
11 modulo 13 sont solutions de ’équation. Son ensemble de solutions est donc {z € Z | z =11 (mod 13)}.

23.8 a) L’algorithme d’Euclide pour 19 et 6 se résume & 19 =3 x 6+ 1 et 6 = 6 x 1 + 0. Ceci donne directement une
solution particuliere de (E) : (1, 3). Si (z,y) est solution de (E) alors 192 — 6y =19x 1 —6 x 3 et 19(x — 1) = 6(y — 3).
19 A6 = 1 et 19 divise 6(y — 3), d’apres le théoréme de Gauss, 19 divise y — 3. Ainsi 3k € Z,y = 19k + 3. On en
déduit que 19(x — 1) = 6 x 19k et finalement que z = 6k + 1. On a prouvé que si (z,y) est solution de (E) alors
3k € Z,(x,y) = (6k+1,19k+ 3). Réciproquement, un couple de cette forme vérifie 19(6k+ 1) —6(19k+3) =19—-18 =1
et est bien solution de (E). D’ou 'ensemble des solutions de I’équation : S = {(6k + 1,19k + 3) | k € Z}.

(z,y) €S — (z,y) = (6k + 1,19k + 3) — (z,y) = (6k + 1,19k + 3)
1999 < x < 2023 1999 < 6k + 1 < 2023 333 < k<337
Ilya N =337-333+1 =5 entiers entre 333 et 337 inclus.

23.8b) k +— 19k + 3 est une fonction croissante de k, le plus grand y est donc atteint lorsque k = 337. D’ou
(zo0,y0) = (2023, 6406).

23.9 a) 2 022 est pair et divisible par 3 et 2 022 = 2 x 3 x 337. Puisque V337 < 19 il faut tester la divisibilité de cet

entier par tous les premiers inférieurs ou égaux a 17. 337 n’est pas divisible par 5 et on obtient successivement 337 = 1
(mod 7), 337 =7 (mod 11), 337 = 12 (mod 13) et 337 = 14 (mod 17). 337 est donc premier.
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23.9 b) En appliquant les critéres, on établit que 2 023 n’est pas divisible par 2, 3 ou 5. La division euclidienne de 2023

par 7 s’écrit 2 023 = 7 x 289. Si on ne reconnaissait pas le carré de 17, il fallait tester la divisibilité par 11 (évidemment
négatif), 13 et 17 pour obtenir la décomposition 2 023 = 7 X 172,

23.9¢c) On a V2021 < 45 : il suffit donc de tester la divisibilité par tous les premiers jusqu’a 43. 2 021 n’est pas

divisible par 2, 3 ou 5. On obtient (en posant les divisions) un résultat négatif pour le test de divisibilité par tous les
premiers compris entre 7 et 41. Par contre 43 divise 2 021 et le quotient vaut 47. Enfin, on a 2 021 = 43 x 47, les deux
facteurs étant premiers.

23.9d) On a V2 027 = 45. 1l faut donc tester la divisibilité par tous les premiers jusqu’a 43. C’est le bon moment

pour programmer une fonction en Python qui teste la divisibilité de son argument par tous les entiers impairs compris
entre 3 et sa racine carrée. Le test est ici systématiquement négatif, 2 027 est donc premier.

23.10 a) On écrit 477 = gxn+8 avec 0 < 8 < n. D’ol ¢ X n = 469. n est donc un diviseur de 469 strictement supérieur
a 8. Puisque la décomposition en facteurs premiers de 469 est 469 = 7 x 67, on a nécessairement n = 67.

23.11 a) D’apres le théoréme de Fermat, puisque 3 est premier a la fois avec 5 et 7, 3t=1 (mod 5) et 3¢=1 (mod 7).

On en déduit, d’une part, que 3** = (3")° = 1° = 1 (mod 5) et, de l'autre, que 3°* = (3°)* = 1* = 1 (mod 7). Clest
un corollaire connu du théoréme de Gauss (& démontrer en exercice!) que puisque 3%% _ 1 est divisible par 5 et 7, deux
entiers premiers entre eux, alors 3%% — 1 est divisible par 5 x 7= 35. D’ou 32t =1 (mod 35)

23.11 ¢) Puisque 2A 5 = 2A 7 = 1, on établit comme aux a) et b) que 2> = 1 (mod 35). D’ot1 67° = (2 x 3)"* =
2% % 3™ =1 x1 (mod 35). Enfin, 6 = 6" x 6° =1 x 6° =6 (mod 35).
Il y avait plus simple, sinon. On a 6% =1 (mod 35), d’ou le résultat final.

23.11 d) En procédant comme aux a) et b) avec 5°°'°" modulo 7 x 11, on obtient que 5°" =5 (mod 77).
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IFiche n° 24. Polynomes

Réponses
_ 2 _ 3 _ 2
241 8) oo Q=X 2x 41 24.3D) ... [R=—2Xx*—3X2+1]
24.3¢). ... |R=—8X%+21X% — 20X +5)|
Q=X?—4X +7 _ 3 2
24.1b) . s 24.3d) ... |R=—20X° +11X2 +2X — 1|
24.48). | R=—36X +24]
Q=X2-1
24.1C) i Re - X2+ X +1 24.4D) i 24 — 36i
5 24.58) . |R=-108X — 150 |
Q=13X +
24.1d) ..o, 1 2 24.5 D). —150 — 108V/2
R =7 (29X? - 5X - 23)

24.68) ... 76 — 92v/2
2428) e =l ou6b) oo 8 — 206i

24.2b) .o R=0

QAT ) e [(x - 1)*(x* + 1)
24.2C) it [R=—2nX +4n—1]|
24.7b) ... X2 _2X +2)(X?2-2X+5
24.2.d) . [R=X"+Xx 1] ) I 2N +9)]
DAB ). Roax 3] 2470 (X - DX+ (X +1)(X - 2)|
Corrigés
24.1 a)
D G x? - X 4+ 1 X -1
—(x* - X?) X7 F2X +1
2X7 — + 1
—(2X° - 2X)
X + 1
-X -1
2

Ainsi, Q = X* +2X +1et R=2.

24.2 a) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,
X"=Qx(X—-1)+R, oudeg(R)<deg(B)=1.

Ainsi, R est un polynome constant. On évalue la relation précédente en 1. On obtient alors 1" = Q(1) x (1 — 1) + R(1).
Donc, R =1.

24.2 b) On constate que X3nt2 L xsntl o xdn _ x3n (X2 + X +1). Ainsi, X2+ X+ 1|X3"+2 + X3ty x3n
Donc, R = 0.

24.2 ¢) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

() (X =3)"+(X-2)"-2=Q x (X —2)°+R, oideg(R) < deg(B) = 2.
Ainsi, R est de la forme R = aX + b. On évalue la relation () en 2. On obtient alors

(2-3)*"+(2-2)"-2=Q(2) x (2—2)° + R(2).
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Donc, —1 = 2a + b. On dérive la relation (x). On obtient alors
X =3 (X —2)" 1 =Q x (X -2+ Qx2(X-2)+R
On évalue cette derniére relation en 2. On obtient ainsi
(2 =3 422" =Q(2) x (2—-2)* + Q(2) x 2(2—2) + R'(2).

Donc, —2n = a. On en déduit que a = —2n puis que b = —1 — 2a = 4n — 1. Ainsi, R= —2nX +4n — 1.

24.2 d) Notons @ le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

() X" X" X" =Qx (X®—-2X +1)+ R, o deg(R) < deg(B) = 3.

Ainsi, R est de la forme R = a(X” + bX + ¢). On constate que X° — 2X + 1 s’annule en 1. Ainsi, X — 1 divise
X? — 2X 4 1. Par division euclidienne, on obtient X* —2X +1 = (X — 1)(X” 4+ X — 1). On constate également que
X" X" X" = X" x (X? 4+ X —1). Dong, () devient (X°+X —1) x (X" —Q x (X —1)) = R. Ainsi, X*+ X —1|R.
Or, deg(R) < 2. Donc, R = a(X”? + X —1). On évalue (%) en 1. On obtient a = 1. Donc, R = X° 4+ X — 1.

24.3 a) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X * revient a trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P = A+ B =X’ + X" +2X —3=X*(X + 1) +2X — 3. Ainsi, R = 2X — 3.
24.3 b) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X 4 revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P=Ax B=Q x X* —2X* —3X? + 1. Ainsi, R = —2X* - 3X% + 1.

24.3 ¢) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X* revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0oB=(X-2°)°?-3X-2°+1=(X-2)"-3(X-2>41=0Q x X* —8X" +21X° — 20X +5.

Ainsi, R = —8X® 4+ 21X?% — 20X + 5.

24.3 d) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X* revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0oB=2(X"+X>-2X+1)* - 3(X’+ X* - 2X4+1)* - (X’ + X*—2X +1)+1=Q x X" —29X® +11X° 42X — 1.

Ainsi, R = —29X% + 11X? + 2X — 1.

24.4a) Ontrouve Q@ = X* —2X® —9X? — 20X — 44 et R = —36X + 24.

24.5 a) On trouve Q = X* —2X3 —6X? - 26X — 65 et R = —108X — 150.

24.5b) Ona P = Q x (X* —2) 4+ R. On évalue en v2. Ainsi, P(V2) = Q(V2) x (\/52 —2) + R(V/2). Donc,
P(V2) = R(vV2) = —150 — 108V/2.

24.6 a) On commence par chercher un polynéme simple ayant V2 — 1 pour racine. Posons X = v/2 — 1. Ainsi,

X?=2-2v24+41=3-2V2 0r, vV2 =X +1. Donc, X> =3 —2(X 4+1) = —2X + 1. Ainsi, v/2 — 1 est racine de
X? 42X —1. On effectue ensuite la division euclidienne de P par X?+2X — 1. On trouve Q = X* —4X> 4+ X? 28X +4
et R=—92X —16. Donc, P = Q x (X? +2X — 1) + R. On évalue enfin en v/2 — 1. On obtient
P(V2-1)=Q(vV2-1) x (V2—1)* +2(vV2 1) = 1) + R(V2 - 1). Donc, P(vV2 — 1) = R(vV2 — 1) = 76 — 92v/2.
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24.6 b) On commence par chercher un polynéme simple ayant 1 4 i pour racine. Posons X = 1+ i. Ainsi,

X% =1+42i+(1)>=2i. Or,i= X —1. Donc, X* = 2(X —1). Ainsi, i + 1 est racine de X* —2X + 2. On effectue ensuite
la division euclidienne de P par X? —2X + 2. On trouve Q= X* - 10X% — 42X — 117 et R = —206X + 214. Donc,
P=Qx (X2 —2X +1)+ R. On évalue enfin en i+ 1. On obtient P(i+1) = Q(i+1) x (i+ 1)2 —2(i4+1)4+2)+ R(i+1).
Donc, P(i+1) = R(i+ 1) = 8 — 206i.

24.7 a) On constate que P(1) = 0. Ainsi, 1 est racine de P. On constate que P'(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double.

Donc, P est divisible par (X —1). On effectue la division euclidienne correspondante pour trouver P = (X —1)*(X>+1).
On aurait aussi pu remarquer que i est racine et donc aussi i car le polynéme est a coefficients réels.

24.7 b) On constate que P(1+1i) = 0. Comme P est a coefficients réels, 1 + i = 1 —1i est aussi racine de P. Ainsi, P est

divisible par (X — (1 +1))(X — (1 —1)), c’est-a-dire par X* — 2X 4 2. On effectue la division euclidienne correspondante
pour trouver P = (X? — 2X +2)(X* — 2X +5).

24.7 ¢) On constate que P(i) = 0. Comme P est & coefficients réels, i = —i est aussi racine de P. Ainsi, P est divisible

par X? 4+ 1. Par ailleurs, on constate que P(1) = 0 et P’(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double de P et donc P est divisible
aussi par (X —1)%. Ainsi, P est divisible par (X —1)*(X? 4 1). On effectue la division euclidienne correspondante pour
trouver P = (X — 1)*(X? 4+ 1)(X +1)(X — 2). Au lieu d’effectuer la division euclidienne, on aurait pu constater que —1
et 2 sont aussi racines de P.
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IFiche n° 25. Décomposition en éléments simples|

Réponses
1 1 7
25.1a)............. X_3_§+X7—|—1+X7—&-2
2 1 3
25.1b)........... 1—-—=
) X ax+) Tax o)
™ Y
25.1¢C)niinnnii.. 1 —
c) * 2(X —7m) 2(X+mn)
25.2 a) e 1 + !
2a). ... CEE) 6 S R RS s oy
3 1+74 1—1
25.2Db)......... — —
) X 1) 4X—4) X719
5 4
25.2¢c). |1— -
) (V2+V3)(X +Vv3) (V2+V3)(vV2-X)
-3 1 2 1
25.3a).....
2) X2 X3 x_1 T x-1p
2 2 11 3 3
25.3D).. §+ﬁ_4(x—1)+2(x—1)2 4(X +1)
1 1 1+m
25.3c¢c).......... — —
2 mX m(X+4+7) w(X+n)?
25.3d)..... =t o~ xam T amy
1 1 143 1-3i
25.42) | T o) A(X—) (X))
1 5 2 1
25.4b). | — .
Vo lax et Tix o T (k-1
25.5 a) LS T
L T T 2(n+ 1) om 4
2 1 1
25.5 D). ——st -3
25.6 a) 2, 1 L2
6a) ... YT e
Corrigés

3

X -1

) T 2X T T XEr X1

2
m7%»2:1:+%1n|91:+1\f%ln|x71|+l.s—ﬁln\:1372|

T %ln(az2 +2) — %ln|x+ 1] + %arctan(i)

122 —1
222 -1

V2
1 1—x
—1In
2 1+

25.1 a) Pour commencer, effectuons la division euclidienne de X* — 2 par X(X +1)(X +2) = X* +3X% +2X : on
trouve X* — 2 = (X® +3X? 4+ 2X)(X —3) + 7X* 4+ 6X — 2. Ainsi, on a

XX +1)(X+2)

X4

=X-3+

TX%2 46X —2

X(X+D(X+2)

On écrit ensuite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle précédente :

TX? 46X —2
X(X+1)(X+2)

b

+——

C

X+1 X+2
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Pour calculer a, on multiplie la fraction par X, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en 0 :

TXPA6X -2 o TXPH6X -2 éen 0. domme a— 2 — 1
XX+ DX +2) T X +Dx +2) o ’ 2 T T

Pour calculer b, on multiplie la fraction par X + 1, on I’écrit sous forme irréductible, et on évalue en —1 :

% x (X +1)= %, ce qui, évalué en —1, donne b = % =1.
Enfin, pour c,
% x (X +2)= %, ce qui, évalué en —2, donne ¢ = % = % =7.
D’ou
7X?+6X —2 -1 1 7

XXF)(X+2) X T X+1 xX+2

done X' -2 1 1 7
XX+Dx+2 0T xTxe1 T X

X+1 _a n b n c n d
(X —12(X-2)(X-3) X-1 (X-12 X-2 X-3

Par les méthodes du premier exercice, on détermine facilement ¢ = —3 et d = 1. De méme, en multipliant par (X — 1)2
et en évaluant en 1, on obtient b = 1. Ensuite, en évaluant en 0, on obtient
d

1_i+b+i+7
6 -1 -2 -3’

X+1 -3 1 2 1

25.4 a) 1l suffit de remarquer que X* —1 = (X — 1)(X +1)(X —i)(X + i) et de se ramener & la méthode des poles

simples vue précédemment !

25.4 b) 1l faut remarquer que X*-3X*+2X = (X — 1)2(X + 2) X, puis utiliser les méthodes des poles multiples !

25.5 a) Sil’on considére la fraction rationnelle X-DX(X+1) alors
1 _ 1 n 1 n 1
(X-DX(X+1) X 2X+1)  2(X-1)
Ainsi,
1 _ 1 i 1 + 1 _ 1 1 1 1
(k—Dk(k+1)  k 2(k+1) 2k-1) 2k+1) 2k 2k 2(k—1)
Donc
PN < N S S (6 S
— (k—1k(k+1) c2(k+1) 2k 2k 2(k-1)
-t (i _1 ar télescopage *;fiJrl
Tn+1) 2 \4 22-1)° pag “2n+1) 2n 4
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25.5 b) On remarque que

k* — 5k — 2 _l,o2 2 1 1 2 _(1 B 2)
(k—Dk(k+1)(k+2) k k+1 k+2 k-1 k k+2 k—1 k+1/)°
. . 2 1 1
Par télescopage, on obtient que cette somme vaut ——— + — — —.
n+2 n 3

a n b cX +d
X+1 (X+1)2 X2+1°

En multipliant par (X 4 1)® et en évaluant en —1, on obtient b = 1.
En évaluant en 0, on obtient

4=a+b+d,
donc a +d = 3.
En multipliant par X, en évaluant en x € R et en faisant tendre x vers 4+-oc0, on obtient
0=a+c,

donc ¢ = —a.
Enfin, en évaluant en 1, on obtient

6 _a n b 4 C +d

8 2 4 2’

donc
3=2a+ b+ 2c+ 2d,
soit, comme a + ¢ =0, et b = 1, on en déduit que 2d =3 — 1 =2, donc d = 1.
Donc a = 2, donc ¢ = —2. Donc
2X +4 2 1 1-2X

XT12X2+1)  X+1 (X102 X211

X241
25.7 a On effectue la décomposition en éléments simples de ———————
) P P X )X +1)
X241 1 1
S L N
X-1D(X+1 X+1 X-1

Ainsi,

1/2 2 1/2
1 1 1
/ dez/ 1— + dz
_I/Q(xfl)(:erl) 12 r+1 z—-1

=1+ [—hl(ac—&-l)—&-ln(l—ac)}l/2

—1/2

=1 —ln(g> —|—1n<%> —|—ln<%) —ln(%) =1-2In(3).

V2 V2 1 21 m
/0 P dz = /0 G+ 1 dz = [5 arctan(2x)} . = g(arctan(l) — arctan(0)) = F

25.7 f)  On effectue la décomposition en éléments simples de i1

Ona X*—1= (X —1)(X +1)(X*+1). Donc, on écrit

X  a n b " cX +d

X4—1 X-1 X+1 X2+1
. PO 1 1 - . 1
Par la méthode déja décrite, a = T b= 1 En multipliant par x et en faisant x — +00, 0 = a4+ b+ ¢, donc ¢ = —5
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Enfin, en évaluant en 0, —a + b+ d = 0 donc d = 0. Donc

X 1 n 1 _ X _ X _ X
X4—1 4X-1) 4X+1) 2(X24+1) 2(X2-1) 2(X2+1)
Ainsi,
3 3
T 1 T T
/2 x4—1dm7§/_) 1’2—173L’2—|—1dlj
171 2 1 2 3
72[2111(36 1) 2ln(oﬂ +1) ,
_ i(ln(S) ~ In(10) — In(3) + In(5))
- i(?’ In(2) — In(2) — In(5) — In(3) + In(5)) = %m(z) _ im(:a)
25.8 a) On écrit que = L L donc une primitive de = +— L — L est
: aue ¥z 20X —1) 2(X+1) P 20w —1) 2(z+1)
Injlz—1—zInjz+1|== f+i’
25.8 ¢) On écrit que, siz € R
1 1 1
242 2 2\
1+ ()
de primitive x — \/Qarctan( ) arctan(x)
v2) V2 V2

25.8 d) L’idée pour primitiver cet élément simple est d’utiliser une forme canonique afin de se ramener & arctan :
1 B 1 4 1 4 1
= 2 =3 2 =3
I ey e

Ainsi, une primitive de x —

ﬁ est x — %? arctan(ng + 1) = — arctan<
x x

25.8 ¢) L’idée est de faire apparaitre L.
U

T

l 2r + 2 _ 1
24+20+3 2x24+2x+3

242243

1 242

TS esta—
222427+ 3 st

1
Or, une primitive de = — 3 In|z® + 2z 4 3|. De plus,

1 B 1 1 1

24+2x+3  (z+1)2+2 21+ (z+1)2’

de primitive x — 1 arctan z+1 Donc une primitive de la fonction x > i est
Vi — — . Vi i _
P V2 V2 P x4+ 2z +3

_ 3 rcten( 1
V2 V2

25.8 f) La décomposition en éléments simples de X)X —2)(X +1) est
X g e
XXX +1) 6X+1) 2X-1 3 -2
22 16

donc:cn—>——|—2:r—|—

3 6ln|:r—|—1|—fln|1:—1\—|——ln\x—2|
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: = .
Réponses
1 -3 -1 . cos(kf) —sin(k0)
26.18) «eeeee e 3 3 4 26.21) (sin(k&) cos(kf)
9 -7 3
n n
-2 -6 -5 26.2 ). : :
26.1 D). .. 15 -1 11 J) - ()
18 —26 -1 noon
2 2
26.1C)..ii |17 (matrice 1 x 1) | n n
26.2 k) ......................... (TLQ)
17 -2 I
26.1d) e\ 2 14 —4
-1 -7 2 26.2 1) e nk=1D
-1 26,3 8) ..o [2x 3771 x 51|
26.1 €)
e) 3 i+1laj—i on
1 26.3b) .. 2itlgi—i(gn _ 1)
26.16) .o (=5 15 3)| e3¢ o  3i+d (1 _ (g) )
5 4
26.1 ). ( ) - -
45 26.3 ) 0o\ (l _1) + (Z. ;)
J J—
5 3 -1 1
26.1h) ... ( > o
43 1 2 264 8) .o 9i= (? i)
j—
1 7 -2
26.11) o 7 49 —14 26.4 (1 —0i1)(6i—1,j41 + 9 5)
(2 —-14 4 ) AD) +(1 = 8i,n)(0i,5 + bit1,5-1)
1 2 1 2 —e
26.2 8). .. (0 1> 26.5a) ..o 2(7T_€)<_2 7T>
1 3 1/1 —-1-2i
26.2 D) . (0 1> 26.5Db) ... 3(1 1 Jri)
1 k 1 5 2 -1
26.2 C) ..t (0 1) 26.5 ). \oo : ( 3 9 ]
-6 -2 2
4 5
26.2d) ... (0 9> [0 1 0
26.5 ). =l 2 -2
26.2 e) 8 19 2 -t
B U 0 o7
ko gk _ ok 26.5 ¢) L 816 46 ;2
— D EC) e = — —
26.2f). ... (20 5 3k2 ) 8\ o _—2 1
cos(26) —sin(20) 172 2 2
26.28). ... (5111(29) cos(20) 26.5f) . ... G i —21 24
cos(30) —sin(36)
26.2h) ... (sin(?)@) cos(36)
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4 -2 2 0 26.6 Q) ... A#1
1{8 -6 4 2
26.58) i 37 5 3 1 ) 4 1 3
5 3 1 1 26.6D)........... Y EARE IR 2SS
N A—1 0 1-A
26.5h0) ..o Non inversible!
26.6 C) ..o
o -1 0 -1
If1 1 0 o0 —1-A+X 1-X 2-2A
. 1 1
26.51) ... 10 1 o 26.6d) ... L . o
0o 0 1 -1 - 1—\? A-1 A-1
Corrigés

. 2 (1 1 1 1\ _ (1 2
26.2 a) Un calcul direct donne A —<0 1)><<0 1)_<O 1),

: s oo 4 (1 2 11\ _ (13
26.2 b) Un calcul direct donne A” = A ><A<O 1)X<0 1)<0 1).

e (21 2 1\ (4 5
26.2 d) On calcule : B _(0 3)><(0 3)_<0 9).

0

2sin(f) cos(d)  —sin(0)? + cos(h)? sin(20)  cos(26)

c?— (CQS(G) sin(@)) o <cos(9) sin(@)) _ (cos(@)2 — sin(0)? —2cos(0) sin () > _ <COS(29) sin(29)>

26.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque 'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne
n . .. n

de 1 par une colonne de 1, donc sera égalan : D x D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que
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26.3 a) On calcule :

Bl = Yoty =3 (17 )2t
k=1 k=1

L o fi—=1Y
Mais si k > 1, (kl) =0, donc

R Sl (R E

k=1

£=0

— [i—1\/2\*
_ j—1 - “
=2x3 ;;( z>(3)

X 2 i—1
=2x371x (§+1)

= (Z ; 1) 2071377471 ¢n faisant le changement d’indice { =k — 1

1 5! j 1
— J _ J—1 71—
=2x3 ><3i1—2><3 )
26.3 b) On calcule
By = Yot = 3 2 Y,
k=1
26.3 ¢) On calcule
BT B_HBTb nbb 23zk23Jk 3i+jn 22k_3i+jn 4]C
[ X ]1] - [ ]zk ki — Z kiOkj; — Z Z(g) = Z<§>
k=1 k=1 k=1 k=1
4\n i+J n
7%3#31 (5) 4 x 3" (1_<é) )
9 1-3 5 9
26.3d) On calcule
- ~(i-1 i—1 i—1
[AXx Cliy = Zaikckj = (k _ 1)(5k,]+1 + 0k,j-1) = ( . ) + ( Ly
k=1 k=1 J J
26.4 a) Déja, la matrice A% est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors

4% = S ALl Al = S (,iill) (f: i)

i1\ (k-1
()6
< (i —1)! (k — 1)!
=2 G- DI - RIG - Dk =)

k=j

(i —4)!
=) —5—(k=j)!

=(§ii)§(2ié)=(§ii)§(7)

(en posant £ =k — j)
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26.4 b)

On calcule :

(C?)i; = Z

n

k=1

Pour vérifier ses calculs, il est conseillé de regarder des exemples!

Lot o
02 0 1 P I
102 o0o)"™™ 0 1
01 0 1 -

CikCkj = Z((Si,lﬁ-l + 0s,5-1)(0k,j+1 + Ok,j—-1)
k=1

= o N O =
oON O = O
_ o = OO

n n n n
= E Oi k10K, 541 + E Oik+10k,5—1 + E 0ik—10k,j4+1 + E Oik—10k,j—1-
k=1 =1 k=1 =1

Si (4,4) ¢ {1,n}”. Donc

[CQL']' = 8i—1,j4+1 + 2055 + Oit1,5j—1.

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (%, j) quelconque dans ﬂl,n]]Q, on trouve

[Clij = (1—

0i,1)(6s—1,541 + 0a5) + (1 —

0in)(0i5 + dig1,5-1),

car d1,k+1 = 0 = 0, k—1 pour tout k entre 1 et n.

5 2

-1
Donc B est inversible d’inverse 1 3 2 -1
2\6 —2 2

1 001 0 O

110 1 0

21 -3 0 1 L3<¥L3—3L1
1 01 0 0

1/2/ 0 1/2 0Ly« L2/2

21-3 0 1

1/2| 1 1/2 O\ Ly < L1+ Lo
/210 1/2 0

1|-3 —1 1 Lg(*Lg*?Lz
0[5/2 1 —1/2\ L1 < L1 —1/2L3
0 3/2 1 71/2 LQ(—LQ*1/2L3
11-3 -1 1

26.5 d) Il ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1

0

-2

1

1

-1

) , donc C' est inversible d’inverse 4i (O
T

1 2

-2 0

0

2

0 O) . On calcule alors (par pivot de Gauss) que

4 0

1 1 2 1 0 4

1 0 0| est inversible d’inverse 1 0 -2

-1 -2 0 2 -1
26.5 h On remarque que Ls = L1 + 2Ly + 2L4.

168

Réponses et corrigés



26.6 a) Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1
-1 -1 2
A 1 2

-1 -1 2
— [ 0 1-X 142X
0 1—-X 242X

0 1 0
1 AN O0|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3—|—)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

<_1 12 q0 1 0) <_1 0 3/(1—=XN)[1/(1=X) 1/(1—2) O)LleLl—kli)\Lg
0 1-x 1421 A 0)—(0 1-x 1420 1 A0
0 1-X 2+2x0 A 1 0o 0 1 -1 Y A
10 0[4/(1=N) 1/(1—X) —3/(1-2X) LleLl—&Lg
—><0 1—X 0 2)A+2 A _2>‘_1>L2eL2(1+2)\)L3
o o0 1] -1 0 1

@A +2)/1=X) AMA-N (=22 1/ =) | L2 ——La

10 0 —4/(1—))  —1/0-2X) 3/(1— ) Ly« —Ia
—><0 10 )
0 1 -1 0 1 =2

o

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est Y <2A +2 A =2X- 1)
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IFiche n° 27. Algebre linéaire

Réponses
27.18) i, (3,-1) 27.2d) . i 2740
27.1 b) ................ (_1,3) 27.2 e) ......................
27.26) i 1
27.1¢) .. (9/11,2/11) ) 27.4 )
27.328) i [2] SRR
271 d). e 24515 | gr 3y o
27.1¢).oonnnn. (“L1/2,1/2)] 27.8¢) ..o 27.4.¢)
27.16) ... (0,2,4,1) 27.3d) i
27.0g) o (1/2.-V3/2)|  2maa)..... (; _15) 27.53)......
27.28) i
-5 3
27.2Db) 274Db). . ( ) 1)
27.2C) 27.5b).....
Corrigés

— =1
27.1 a) Notons u = \(0,1) + u(—1,2). Alors, a . Ainsi, u = 3(0,1) — (-1, 2).
A+2p =1

Abl2p =3 [A+12p =3
A+ 13y =4

a9+ 131(12,13).

Ainsi, u =

dp—v =1 A+bdp =2 A+bdp =2
A+ 5u =2 c4p—v =1 & -v+4p =1
3AA+6pu+v =1 -u+v =-5 —5u =—4

SHES

Ad+p—v =-1 Ad+pu—v =-1
w—v =0 & pu—v =0
A+ pu+3v =1 4v =2

Ainsi, u = —(1,0,1) + %(1, 1,1)+ %(71, ~1,3).

oo oo
oo o
(==l i)
;/
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27.1f) Notonsu=A4+pX +vX(X —-1)+6X(X —1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, p = 2.

En évaluant en 2, 2 + 2v = 8 + 4 = 12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X* dans chacun des membres, 1 = §.
Finalement, u = 2X + 4X(X — 1) + X(X — 1)(X — 2).

3 2 1
27.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient <1 -1 O) .

3 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg(A) = 2.
. L . . . (=D" 0
27.3b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que § = nm, alors la matrice est égale & 0 (—1)" et elle est de

rang 2.

sinf cos 9) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L; < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
27.3 ¢) En effectuant Uopération élémentaire L3 <— L3z — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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27.3d) En effectuant les opérations élémentaires Lo + Lo — 2Ly, L < L3 — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 —4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
y e 1s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 _37

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

1 3\ ' 1/-4 3
P= (2 4) - 2( 2 —1)'
Ainsi,P<_41> = (91;’2/2> et P<i(i> = (2i3/22>.D0nc f(1,2) = f%(1,2)+%(3,4) et £(3,4) = f§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = 1 <_19 _43>

27.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Mats(f) = (3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
27.4¢) Comme f(1) =1, f(X) =X +2et f(X°) = (X +2)> = X® +4X + 4, alors Mats(f) = (0 1 4).

27.5b) Comme f(1)=0=0-14+0-X4+0-X>40-X?, f(X)=1=140-X+0-X*+0- X% et f(X?)=2X =

0-1+2X4+0-X>+0-X? alors Matg g (f) =
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[Fiche n° 28. Equations différentielles

Réponses
28.18) i 28.3d)............... |2 (2 3i)e” + (3i — 1)
28.1b) ..o r 6’ — 1 28.48) .. T e”
3z x —2x
28.1C) e xH8e3 Sl 284b) 2 7e7" — e
28.4 c) NIE e
28.1d) oot x5 96X — 6 e S
28.2 8) .. 28.4d) ... x> (2—1x)e”
28.2b) ... \x 1 — 2e28/TH2 \ 28.4€) i ‘x (2 —x)e? %
28.2¢) xr—><6+7r>e 5. 6 28.5a) . i ’chosx+2sinx‘
V5 V5
—x/2 3z 1 . \/g.’lf
5 5 28.5b)...... e COST—%SIHT
28.2d) .o x|—>(12+e) ra—n? _ 2°
™
28.5 C) e x +— e “sin(z)
28.38) .. i T e?® = =
| L oig 1 _oig
28.3 D) ot zse|  285d)......... fHe( 5 5 )
28.3C) it T 207 — e
Corrigés

28.1 a) Notons yo 'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y — 12y =0 est {m = xe'? N e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Xe'?”.

Alors, yo(0) = 56 = A. Finalement, yo : x — 56027,

28.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

y' —y =0est {x+— Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = y -+ 1 soit 4 = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, y0(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

28.1 ¢) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

y' —3y =0 est {x — XAe® X e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3y + 5 soit u = —5/3.
Ainsi, il existe A € R tel que o : z — Xe*® — 5/3.

, 8e** —5
Alors, yo(0) =1 = X\ —5/3. Finalement, yo : £ — —————.

28.1 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene
Yy —2y =0 est {x — )\e2z, A€ R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — Ae>" — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : z — 9¢%" — 6.

28.2 a) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

—x/5 71/5.

est {:c — e , A E R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : = +— Xe

Alors, yo(1) = e = Ae”'/®. Finalement, yo : z — 67/,
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28.2 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene

721/7, A E ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0+ 2y = 2 soit p = 1.

—22/7 + 1.

y/Jr%y:Oest {xr—>)\e

—2x/7+2

Ainsi, il existe A € R tel que yo : © +— Ae + 1. Alors, yo(7) = —1= e ™% 4+ 1. Finalement, yo : x — —2e

28.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

T \/53/ = 0 est {x — /\e\/gz, NS ]R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 — \/gu = 6 soit

= ———. Ainsi, il existe A € R tel que yo : 7 — Xe¥V>" — —.

1% 75 que Yo NG
Alors, yo(0) =7 = A — —. Finalement, yo: z — | — + 7 |e - —.
Y0(0) NG Yo (\/5 ) 7

28.2 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

. 2
y —my =0est {x — Xe™®, A € R}. De plus, si x est une solution particuliére constante, alors 0 = mu + 2e soit u = ey
T

2 2
Ainsi, il existe A € R tel que yo : & — e — =, Alors, yo(m) =12 = Ae™ — 2
T T

Finalement, yo :  — (12 + %)emfﬂ’z B %'
T T

28.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r 4+ 2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait r°> — (2 4+ 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de

x

Iéquation est donc {x = Ae” 4 pue®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe’”.

2x

Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 2. Ce systéme se réduit en A\ +p =1 et p = 1. Ainsi, yo : z — e
28.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait > — (24 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {ac = Ae” + e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, ) € C? tel que yo : @ — Ae” + pue®”.

Alors, y(0) = A+ pu =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A + u =1 et u = 0. Ainsi, yo : z + e”.
28.3 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait > — (24 1)r 4 2-1). L’ensemble des solutions de I'équation

est donc {:U = xe” 4+ pe®, (\p) € (C2}. Ainsi, il existe (A, u) € C* tel que yo : z — Xe” + pe’”.
Alors, y(0) = A+ p =1 et 3/ (0) = A+ 2u = 3. Ce systéme se réduit en A+ pu = 1 et = 2. Ainsi, yo : z — 2e°" —e”.
28.3 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est 7?2 —3r +2 = 0 dont les

solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait 7> — (24 1)r +2-1). L’ensemble des solutions de ’équation

est donc {x — xe” + pe®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : z — Ae” + pe”.
Alors, y(0) = A4+ pu =1 et ' (0) = A + 2u = 3i. Ce systéme se réduit en A+ p = 1 et p = 3i — 1. Ainsi, yo : = —

(2 — 3i)e” + (3i — 1)e*".

28.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?>—1 = 0 dont les solutions
sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x —Xe” +pe” " (A ) € (CZ}A Ainsi, il existe (A, u) € C*
tel que yo : z — Ae® + pe” ",

Alors, y(0) = A+ pu =1et y'(0) = A — u = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et u = 0.
Ainsi, yo : © — e”.

28.4 b) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? +3r +2 = 0 dont

les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (=2) - (—1) = 2 et on reconnait r°> — (=2 — 1)r + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = AeT e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (\, p) € C? tel que
—2x

Yo : T — e T+ pe
Alors, y(0) = A+p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A\+p = 2 et —p = 5. Ainsi, yo : & — Te”* —5e ",
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28.4 ¢) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r*+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de ’équation est donc

{:r = xe” 4+ pe %, (A p) € (CZ}.

Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe” >".

1
Alors, y(0) = A+pu = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+ = 1 et —3p = 1. Ainsi, yo : = > %ez — 36721.

28.4 d) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—2r+1 =0 dont
la racine double est 1. I’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — (A4 uz)e®, (\,p) € (CQ}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : @ — (A + px)e”.

Alors, y(0) = A =2et y'(0) = A+ p = 1. Ainsi, yo : © = (2 — 2)e”.

28.4 ¢) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. I’équation caractéristique associée est r> 4+ 4r +4 = 0 dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — A+ ,um)efzz, A\ p) e (Cz}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : @ +— (A + pz)e >

Alors, y(1) = A+ p)e 2 =1 et ¢/ (1) = (—2X + p — 2u)e” > = —3. Le systéme s’écrit A 4+ pu = e et 2\ 4+ pu = 3. 1l se
réduit en A + g = e” et A = 2e®. Ainsi, yo : z — (2 — z)e* 7.

28.5 a) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, ’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est

{;c — Acosx + psinz, (A, u) € RQ}.

11 existe donc (A, p) € R? tel que Yo : T +—> Acosx + psinz.
Alors, yo(0) =1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo : © + cosx + 2sinz.

28.5 b) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r24+r+1=0. Les

2ir 1 3 <
résultats sur les racines de 'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = ~3 + ig et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogene est

{m»—>ez/2 (Acos \/2§x +Msin\/2§m>, (A 1) E]RQ}.

+ psin ——

Il existe donc (X, i) € R? tel que yo : @ — e /2 (/\ cos 5

V3 \/§m>
5 .

A 3 _ 3 1 3
Alors, 40(0) =1 = Xet yp(0) = -1 = —3 + %M- Ainsi, yo: x — e e/2 (cosx — sinx).

28.5 ¢) Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>4+2r4+2=0.
Le discriminant réduit du trindme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, ’ensemble des solutions a
valeurs réelles de ’équation homogene est {x — e “(Acos(z) + psin(z)), (A, p) € Rz}. 1 existe donc (A, i) € R? tel que
Yo : x e “(Acos(z) + psin(z)).

Alors, yo(0) =0 = X et y5(0) = 1 = —\ + p. Ainsi, yo : © — e " sin(z).
28.5 d) L’équation caractéristique associée est r?2—2r+5 = 0. Le discriminant réduit du trindme vaut —4 et ses racines

sont 1 — 2i et 1 4 2i. Ainsi, ’ensemble des solutions de ’équation homogene est {1: — e’ (/\emz + ,uefQigE)7 (A ) € (C2}‘
1l existe donc (X, i) € C? tel que yo : @ — €” ()\eZiz + ,uefmw).

Alors, yo(0) =i= XA+ p et y5(0) = —i = (A + p) + (2iX — 2ip). Le systéme réduit s’écrit A+ = i et 4i\ = 2 — 2i. Ainsi,
-1+ i62iz + 1+ ie—Qiz
2 2 '

En utilisant les formules d’Euler, cette solution peut également s’écrire yo : x — ie”(cos(2z) — sin(2z)).

yO:xHez(
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IFiche n° 29. Séries numeériques|

Réponses
29.1 a).... |di t 2 1—-7i 29.6 a).... |di t
s 30| ] aoag 1] 2000
29.1Db)............. 20.6b).............
29.3 b).... |divergente —2 — 5/2i
29.1¢)....... 242 ) 29.44d)... 1 29.7a). ..o,
— 2030).... [divergente o) I
29.1d)....... 29.5a).......in... D) 1
2 x 39 29.4 a) 1
da)....oo.... — 1
29.2a)............. [e] 12 29.5b)............ i 29.7¢) i
29.2 b) 23| 29.41) ¢ 2¢3
R e e—1 29.5¢)......... In(2) 29.7d) ... 3
020 o
2c) i e
29.5d)............ T
4
Corrigés
29.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ | — 1, 1], donc elle diverge.
+oo k 1
29.1 b) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1[, donc elle converge. De plus, Z (5) =71 2.
k=0 T2
29.1 ¢) La série est géométrique de raison — € | — 1, 1[, donc elle converge. De plus, on a
“+oo k
S (L) =L -2 _ 2 s
2\\2) 1L Va1 2-a
/1N 13
29.1 d) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z <§> = 1 =3 Donc,
k=0 3
oo oo 10
el 1 =1 3 1-(3)" 3 1
Sy k- g-i-HU
k=10 k=0 k=0 3
Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a
“+oo —+oo +oo
1 1 1 1 1 1 3 1
237:23j+10:3?2523ﬁx 1—1 -3 30
k=10 =0 =0 3
.................................................................... 1 e
29.2 a) On reconnait la série exponentielle Z R
k
I ok oo 20 ol
29.2 b) On reconnait la série exponentielle Z 7> etona Z i eQ, donc Z i 2 T e?—3
k k=0 k=2
1)
_\z N - .
29.2¢) Ona o % Rl ol et on reconnait donc une série exponentielle.
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2
— ; en général, si

Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-étre que sa somme est

29.3 a)
“+o0
i 1 1 te de 1 L
a > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme Z T
k=1
29.3 b) 1l s’agit d’une série de Riemann divergente.
29.3 ¢) La série harmonique diverge!
1 - T .
donc la série est géométrique de raison 1 €]—1,1] : elle converge. De plus,

1
29.4 a) On a ﬁ 4?,

+o0o +o0o
Donczl— Lot 11
’ 22k 4k 40 41 12
k=2 k=0
1
29.4b) Onae (=1 — g7kel = x Or la série géométrique de raison — € | — 1, 1] converge
e e
+o00 +o00 +o0
1\* 1 e —(k-1) 1 e e e
Deplus,Z(g) —1_l—e_71,d0ncZe =e e—kfe—o—e(e_lfl)—e_l.
k=0 e k=1 k=0
—+o00 —+o00 “+oo ) 1 e
fon - v Jice 4 — b (k—1) - _ =1\ _ —
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Z = Ze = (e7')y = el a_1
k=1 j=0 j=0
29.4 ¢) 1l s’agit d’une série géométrique de raison - et ‘%‘ €] [, donc la série converge. De plus,
Y () hr
7h=1 7 72 7 721—$ 49 — T7i
k=3

Enfin, en multipliant par ’expression conjuguée, on trouve
—i(494 7))

Z?k 17~ 7492 172~ 350 °

1 1
—— qui est de module —= = — €
171\/5 ,/12_;'_\/52 \/g

+o0o 1 ( >k—4
,;(1—1\/5) 1—1{ —~\1-iv2
B (1+i\/§>4i 21

On reconnait une série géométrique de raison

la série converge. De plus,

Mg

1 1
Ca-wy)'l-ms 3 iv2
:<1+i\/§)4\/§+i.

3 NG)
. 4 .
2 ‘o —7 — 4iv/2, donc (1 +31\/§> = -7 _8141\/5 et

En développant, on obtient (1 +iv2) =
—2 — 5iv/2

i’i L ST-4iE VP
Ziswar m v w
1 /1 1 1
29.5 a) Soit n € N* fixé Onremarquequezm:Z(E—m) 1—n+1n_?>m1.
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29.5 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

S R I
k3+3k2+2k 2 k+1 k+2/) 2\n+2 n+1 2) nstoo 4’

29.5 ¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que

29.5 d) Soit n > 0 fixé. On remarque que pour tout k,

(k+2)=(k+1) ) _ — arctan
a]rctam(1 A T 1)> = arctan(k + 2) tan(k + 1).

Donc, z": arctan(l(ﬁ_t;l__z)((kkj_ll))> g(arctan(k +2) — arctan(k + 1)) = arctan(n + 2) — arctan(1) — %

=4.
(1-3)°
7 (0] k2~ k 1 k——r ! dé d !
29.7 a) n a k2 =3 2k T ; la série Z oh T est une série géométrique dérivée, de raison 3 €]—1,1[, et est
k
=, 1 1
donc convergente. Sa somme est Z k2 =—— =4

k—1 1,2
k=1 (1 - 5)

29.7 b) La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] —1,1[ et d’une série géométrique

dérivée de méme raison, et

“+oo

k 1 1 1 1 9 3 11

E 3k+1)-- = E — = 1=+ _-1="=—,
(3k + )Sk 3k—1+ 30030 1)2+1 i 4+2 4
k=1 k=1 k=0
. 2
29.7 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison =, convergente, de somme : )3 =16
1—3
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Réponses
30,1 a) i 4In2 -2 30.3 o) 1
......................................... g
7
B0.L D). v .
30.48) . .o (1,2V3(X - 2))
30.1C) e | 2sin(1) + cos(1) — 1
15,
B0.1d) .. ~(e?—1) 804 D)o (V3X, 39X+ 4)
B0.208) .. 12 -1 -1
305 ). et -1 2 41
30,2 D) . 3\_1 1 o
B0.2C) ettt [0] T 3
1
1 30.5bD) i -lo o0 o0
B0.38) ... —
a) 65 "\2 0 4
30.3 D) 1 1 (9 -6 2
5V3|  30.5¢C) i (6 -7 6
2 6 9
Corrigés

1
30.1 a) On calcule : (f1, f6) = / 21n(1 4 t) dt. Pour cela, on a le choix : premiére possibilité faire une intégration
0

par parties, seconde possibilité utiliser une primitive connue de In (sur R%}) qui est ¢ — ¢Int — ¢ et on a alors besoin de
faire un changement de variable. Si on applique la seconde technique, on trouve

(fl,f6>:/ 21n(1+t):2/ 1n(t):2[t1nt—t]2:41nz—z.
0 1

1

1
30.1 c) On calcule : / cos(t)(1 + t) dt. Par intégration par parties, on a
0
1 1 1
/ cos(t)(1+t)dt = [Sin(t)(l + t)} - / sin(t) dt = 2sin(1) + cos(1) — 1.
0 0

0

30.2 a) On calcule tr(ATB) = 11. On pouvait aussi faire la somme des produits des coefficients de A et de B, puisque

(A,B)= " aiby
1<i,5<n
si A et B sont deux matrices carrées de taille n.
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30.2 ¢) Le calcul est inutile, il s’agit du produit scalaire entre une matrice symétrique et une matrice antisymétrique.
Ces deux matrices sont orthogonales donc le produit scalaire est nul.

30.3 a) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pVect(LX)(XZ) de X? sur
Vect(1, X). Soit (a,b) € R*. On a

(X? - (a+bX), 1)=0 {a——1/6
=

a+bX = pyecr1,x)(X?) <=
veer(1,0 (X) {(XQ—(a+bX),X>:0 b=1

Alors la distance cherchée est HX2 — (X — 1) H = L
6 6v/5

30.3 b) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyec(1,x3)(X) de X sur
Vect(1, X?). Soit (a,b) € R®. On a

X —(a+bX?, 1)=0 =4/15
a+bX3:pVect<1’X3>(X) — {< ( ) 1) — {a /

(X = (a+bX%), X* =0 b=14/15
4 14 1
Alors la distance cherchée est HX — (B + 1—5X3) ’ = 5—\/§

30.3 ¢) Pour calculer la distance demandée, on va faire le calcul du projeté orthogonal pyece(x,x2)(1+ X Y de 1+ X7
sur Vect(X, X?). Soit (a,b) € R>. On a

1+ X = (aX +bX?), X)=0 {a:4

aX + bX? = pyeceix x2) (1 + X?) =
Ve (14 X* = (aX +bX%), X*) =0 b=-1/3

1
Alors la distance cherchée est Hl + X2 - (4X — %XQ) H = 3

30.4 b) Appliquer le processus de Gram-Schmidt.

1
30.5 a) Une base orthonormale de Pt oest u = %(z + j + k). Donc la matrice dans la b.o.n B de la projection
orthogonale sur Pt est AAT ot A est la matrice de u dans la base B (car u est une b.o.n de 'espace sur lequel on
projette et B est une b.o.n de lespace). Donc la matrice dans la b.on B de la projection orthogonale sur Pt est

1 1 1

1 1 1 1
== 1 1 1 |].La matrice cherchée est Is — M.

1
30.5 b) Une base orthonormale de D est v = —(i + 2k) donc la matrice de la projection orthogonale sur D dans la

V5

1 0 2
base B est AAT ot A est la matrice de v dans la base B i.e. 5 (0 0 O) .
2 0 4

30.5 ¢) La symétrie o de I’énoncé vérifie 0 = id — 27 ol 7 est la projection orthogonale sur la droite dirigée par le

vecteur i 4+ 37 — k. Or la matrice P de m dans la base B est —

1 3 -1
11 ( 3 9 —3) . Donc la matrice cherchée est Is — 2P.

-1 -3 1
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IFiche n° 31. Groupes symétriques|

Réponses
311 a) (1 2 3 4 5 6) 31.2b) ..o (cba)| 3L4Db) ..o,
SWell4 1 3 26 5
31.2¢) ..., (72531)] 314¢) ... (12653)
1 23456
31.1Db).. (2 6 5 1 3 4> 31.2d) ... (@acb)| 3L4d)........ \(1674)(253)\
T s 1 5 . 31.2€).............. 2154)| B318a).
3l.1c).. BL5D) i 1
) (6 43 25 1) 31.26) ...l (12753) )
‘ ‘ B1.5C) iuiiiiiiiie
1 23456 31.3a) [(174)(26810)(395)
31.1d).. (1 9 6 5 3 4> 31.5d) e
313).. [(13106 960G 9| g15e).............
311 1 23456
Loty 6 5 4 2 3 31.3¢)...... ((1724358)] 3156
1 2 3 45 6 31.3d).............. (12)(3 4) 316a) ...cccii
31.11).. ( )
6 32 1 5 4 313¢) . ... (146235)] BL6b)
BL6C) e 1
312&) ................... (ab) 314&) ............ (142)(5 6) )
B31.6d)....ceiiii 1
Corrigés

31.1 a) Pour déterminer la permutation p~ ', il suffit de lire de bas en haut la matrice représentant la permutation p.

4 1 3 2 6 5

Ainsi, la quatriéme colonne donne p~' (1) = 4, la premiére p~'(2) = 1, etc. Autotal p~' = (1 2.3 45 6).

31.1¢) Par définition, o(1) = 4 et o(4) = 6, ainsi 0°(1) = 6(c(1)) = o(4) = 6. On procéde de méme pour les autres
images et au total ol = (é i g ;l g ?)
$114)  Par défnition, o(1) = 4 et p(4) = 1, ainst po(1) = p(o(1)) = p(1) = 1. On procéde de méme pour ls autres
images et au total po = (i ; 2 g g i)

—
SN

. 1
31.1e) On procéde comme pour po pour obtenir op = (
rien surprenant.

31.1f) Daprésb), o '(1) = 2 et, d’aprés e), op(2) = 6, ainsi opo~ (1) = 6. On procéde de méme pour les autres

images et au total opo ' = L2 3 45 6'
6 3 2 1 5 4
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31.2d) Notons o = (abec). Ona o(a) =bet o(b) = ¢, dott 0°(a) = c. On obtient de méme o>(c) = b et o*(b) = a.
Au total, (a b ¢)> = (a ¢ b).

Remarquons que (a b ¢)®> = (a b ¢)™", ce qui était prévisible dans la mesure oti le 3-cycle (a b ¢) vérifie (a b ¢)® = id.
31.2¢) Notons o =(2451). Ona o(2) =4, 0(4) =5 et o(5) = 1, ains 6°(2) = 1. On obtient de la méme fagon
o®(1) =5, 0°(5) =4 et °(4) = 2. Au total, (245 1)> = (215 4).

. . R -1
On pourrait aussi remarquer que o est un 4-cycle, ainsi 0° = o~ et on a donc

(2451)°=(2451)""'=(1542)=(2154).

31.2 f) Puisque (1523 7) est un 5-cycle, ona (1523 7)* =(15237)", avec r le reste de la division euclidienne
de 42 par 5, & savoir 2. Ainsi (1523 7)* =(15237)*= (1275 3).

31.3 a) Notons o la permutation considérée et partons de ’élément 1. On a (1) =7, 0(7) =4 et 0(4) =1, d’ott un

premier cycle (1 7 4). On procéde de méme & partir d’un élément de {1,...,10} \ {1,4, 7}, par exemple 2, pour lequel
onao(2) =6, 0(6) =8, 0(8) =10 et 0(10) = 2, d’ot un second cycle (2 6 8 10). On continue a partir d’un élément de
{1,...,10}\ {1,2,4,6,7,8,10}, par exemple 3, pour lequel on a d(3) =9, 0(9) =5 et o(5) = 3, d’olt un troisiéme cycle
(3 9 5). La réunion des supports de ces trois cycles étant {1,...,10}, la décomposition est terminée :

1 2 3 45 6 7 8 9 10
( 6 9 1 3 8 4 10 5 2)—(174)(26810)(395),
Rappelons que

(174)(26810)(395)=(174)(395)(26810)=(26810)(395)(174)=etc.

Bref, les cycles a supports disjoints commutent entre eux.

31.3 b) Notons o la permutation considérée et procédons comme & la question précédente. On a o(1) = 3, 0(3) = 10,
c(10) =6, 0(6) = 4 et 0(4) = 1, d’ot un premier cycle (1 3 10 6 4). Ensuite 0(2) = 2 et le cycle (2) est donc omis. On a
enfin o(5) =7 et 0(7) =5, d’ou la transposition (5 7), et 0(8) =9 et o(9) = 8, d’ou la transposition (8 9). En résumé

> = (13106 4)(57)(8 9).

31.3c) Notonsp=(1352),0=(2417)et7=(58).0napor(l)=po(l) = p(7) ="Tet por(7) = po(7) = p(2) =1,

d’olt une premiére transposition (1 7). Par ailleurs, po7(2) = po(2) = p(4) = 4 et on obtient de méme por(4) = 3,
poT(3) =5, po7(5) = 8 et poT(8) = 2, d’olt le cycle (2 4 35 8). Enfin po7(6) = 6 et le cycle (6) est donc omis. En résumé

(1352)(2417)(58)=(17)(24358).

1 2 3 45 6
a_(2 PR 5>_(124)(56).

Ainsi 0" = (1 2 9)*(5 6)*" = (1 2 4)*(5 6)" = (1 4 2)(5 6), dans la mesure o les permutations (1 2 4) et (5 6)
commutent et sont respectivement un 3-cycle et un 2-cycle (47 = 23] et 47 = 1[2]).
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31.4 b) On procéde comme & la question précédente :

168
(1 i i g ? g 7) = (165273 4)' =idoidoid = id.

31.4 ¢) On procéde toujours de la méme fagon :

168
(1 g 3 j ‘;’ g 7) =(16325)'%=(16325>=(12653).

31.5 ¢) Puisque la signature est un morphisme de groupe & valeurs dans {£1}, une permutation et son inverse ont

méme signature, ainsi 6((1 532 4)_1) =¢£((15324)) =1, d’apres la question précédente.

81.5d) Onac((1324))=(-1)""=—1ainsie((1324)*) =e((1324)* = (-1)*" = —1.

31.5f) Ona 5(((1 3)(267)(4731 2))64) = (e((13)(26 7)(4 731 2)))% =1, puisque I'exposant 64 est pair.
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31.6 b) De la méme fagon,

5(<é ; 130 ‘f ? 2 g S ‘Z 160)>:5((131064)(57)(89)):(—1)5_1(—1)(—1):1.

31.6 ¢) 5<<1 PR G 15())):z—:((137105824)(69)):(1)81(1):1.
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32.1 d) """"""""""" 32.3 a) ...................... @ 32.5 b) .............. -6 1n3(a)
32.2a) 32.3b) ... ~40

Corrigés

32.1a) Le déterminant vaut —a® — a* = —2a°.

32.3 b) Deux permutations de colonnes, C2 <> Cq puis C3 <> Ca, rameénent ce déterminant & celui d’une matrice
triangulaire supérieure. Son déterminant vaut —2 x 5 x 4 = —40.

32.4¢) Le déterminant vaut 3475

184 Réponses et corrigés



32.5 a) On reconnait une matrice circulante. Son déterminant vaut 2+ + 2° - 3zyz.

32.5d) Les opérations sur les colonnes Cy <— Cy — C1 et C3 < C3 — C1 rameénent au calcul du déterminant de la

T 1 2
matrice | x+1 1 2], lui-méme nul.
z+2 1 2
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Ficl REM . cd —bles

Réponses
BBl A et {(z,9) eR*, z—1<y<z+1}
B8.L D) 110, +00[ x [0, o0
B3.LC) et {(x.y) € B2 y > 01\{(0,0)}]
B3 L )
of of 1
e ) - =2 - =
33.2 a) 83C(x,y) x+yet 8y(ac,y) 59"+
332 b)) g(x, y) = 2ycos(2zy — y) et g(m,y) = (22 — 1) cos(2zy — y)
or y
of oy — O (o) = (2. —
B2 C) i o (x,y) = (2zy,2x) et By (z,y) = (2%, —2y)
of B 2 of | 1
33,2 d) %(m,y) BTN CrEE et 9y (z,y) = [ENCrEmp
of e of o
B33 ) i %(x,y) = —sin(z —y) et 3y (z,y) = sin(z — y)
g — (oZY) _ . TY) AZY 87]6 — 2 TY\ ATY
33.3D) i 5 (x,y) = cos(e®™) — zysin(e™) e™ et 9y (x,y) = —z“sin(e™) e
% — qyg¥y! % — 2Y1nr
B33 0 et D (z,y) =yz¥ " et By (z,y) =xYInzx
20,2 2 3
y (y" —a7) 22"y
33.3d)............ ?(l”y) — { (22 + y2)2 si (z,y) # (0,0) ot %(m,y) _ { (22 + y2)2 si (z,y) # (0,0)
* sinon 0 sinon
BB ) i e sin(2t)
4t | -2t
B34 D) e 2 e
ol _ o 2t
BB C) e | —72cos(4¢) — 46sin(4¢) |
A(fop) _10ffutv v—u) 10f(utv v—u
B35 a) i o (u,v) = 59:\ 9 " 2a 2 3y 5 o
A(f o) _10ffutv v—u 190f futv v—u
B35 8) i o (u,v) = 59z\ 9 3a + 2 9y 5 "9a
I(f o) _ o 0f . . Of :
335 Db) i 5 (r,0) = COSQBJ: (rcosf,rsinf) + sm@ay (rcosf,rsin@)
I(f o) _o,of , of :
33.5Db) i 50 (r,0) = rsm@az (rcosf,rsinf) + rcos@ay (rcos@,rsinf)
Corrigés
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0
33.2b) Calculons 8—f(9[:7 y). Soit y € R. La premiére application partielle f, : ¢t — sin(2ty — y) est dérivable sur R, et
x

fy : t — 2ycos(2ty — y). On obtient %(aj, y) = fy(z) = 2ycos(2zy — y) en évaluant en ¢t = z.

ox
of 2 . - . ty®
33.3d) Calculons et On fixe a = (z,y) € R”. Sia # (0,0) alors la premiére application partielle en a est ¢ —> B
2 42 2 2 2,2 _ 2
- (t —ty° -2t —
Sa dérivée est t s 2 #+y)—ty , d’ou g(a) = vy —z) en évaluant en ¢t = x. Reste a traiter le cas ou
(2 + 42)2 B} (22 + 42)2

a = (0,0). On calcule & la main le taux d’accroissement :

F(,0) = £(0,0)  #Z —0

* 0
R = = — =0.
Ve € R7, pow— . o 0
Donc ai((x 0) = lim M — lim 0 = 0.
oz —0 x—0 z—0
. . of
On procede de méme pour a—y

33.4a) On pourrait simplement dériver w : ¢ — 4(sint)> 4+ 3(cost)?, mais ce n’est pas I'idée du chapitre. La régle de

. _of ou of o, . . N o .
la chaine donne : e (u(t), v(t))—at (t) + Py (u(t),v(t)) 5 (t) = 8sintcost + 6cost(—sint) = 2sint cost = sin(2t).
. . (f o) _of 91 of 02 .
33.5a) Larégle de la chaine donne o (u,v) = s (¢(u,v)) D (u,v)+ M ((u,v)) D (u,v), avec les notations

u—+v

v—u . I . . .
w1(u,v) = et a(u,v) = 5 Remarque : c’est le changement de variables utilisé pour résoudre 1’équation des
c

ondes. En physique, on note abusivement = = 1 et y = 2.
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